^va.  a*  :t^\^.^V  \:^>, 

<^-^-:-^-:::r,K,  :aW:<  :$S 

*.*«.*%«''  *****''.  ; ‘ .'  . - V-  : ' ‘ '” : ;: :-;  ” 

<Vv  a/  % 

V»Aw' **  »:«•  «/w*v*Aj 


a »'^A 

/•A*.** 

*a 


f*W w^w? 

- - - . . 


a^a  ' — *. 

-At***'*  .a***a«',a**a 
A,A*:a-  i;'  A**.^‘*^  *A  <.. 

A AAA  . 

’ ■ ' ■,a.,*-'“‘-a‘V‘‘C***‘', «'•»««'•'■ 
v‘ 

V»*^.  *A ,”’'.' 


*%>  A * *'*%»*- 

iM»M*  5,’iSjfift 


^S»S* 


BANI)  II. 


Digitized  by  Google 


CARL  FRIEDRICH  GAUSS 


WERKE 


Z W E 1 I E R B A N R 


HEItAUSGEGEBEN 

VOS  XI E It 


K0N1GL1CHEN  GESELLSCIIAFT  DER  WI8SEXSCHAFTEN 


GOTT1NGEN 


1803. 


Digitized  by  Google 


THEOREMATIS  ARITHMETICI 


DEMONSTRATIO  NOVA 

AUCTORE 

CARO  EO  FRIDERKO  GAINS 

SOCIETATI  REGIAE  SCIENTIARUM  TRADITA  IAN.  is.  i»o>. 

Commentationes  societati»  regiae*  scientiarum  Oottingeasis.  Vol.  xvi. 
Gottingae  kdcccvui. 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


THEOREM ATIS  A RITH M ETIC1 


DKMONSTRATIO  NOVA. 


I. 

Quaestiones  ex  arithmetica  sublimiori  saepeuumero  phaenouienon  singulare 
offerunt,  quod  in  aualysi  longe  rarius  occurrit,  atque  ad  illarum  illecebras  augen- 
das multum  confert.  Dum  scilicet  in  disquisitionibus  analvticis  plerumque  ad 
veritates  novas  pertingere  non  licet,  nisi  prius  principiis,  quibus  innituntur  quae- 
que ad  eas  viam  quasi  patefacere  debent,  penitus  potiti  simus:  contra  in  arithme- 
tica frequentissime  per  inductionem  fortuna  quadam  inopinata  veritates  elegantis- 
siinae  novae  prosiliunt,  quarum  demonstrationes  tam  profunde  latent  tantisque 
tenebris  obvolutae  sunt,  ut  omnes  conatus  eludant,  acerrimisque  perscrutationibus 
aditum  denegent.  Tantus  porro  adest  tamque  mirus  inter  veritates  arithmeticas, 
primo  aspectu  maxime  heterogeneas . nexus,  ut  haud  raro . dum  longe  alia  quaeri- 
mus, tandem  ad  demonstrationem  tautojiere  exoptatam  longisque  antea  meditatio- 
nibus frustra  quaesitam  longe  alia  via  quam  qua  exspectata  fuerat  felicissime  per- 
veniamus. Plerumque  autem  huiusmodi  veritates  eius  sunt  indolis,  ut  pluribus 
viis  valde  diversis  adiri  queant,  nec  semper  viae  brevissimae  sint,  quae  primo  se 
offerunt.  In  magno  itaque  certe  pretio  habendum  erit,  si,  tali  veritate  longe  in- 
cassum ventilata,  dein  demonstrata  quidem  sed  per  ambages  abstrusiores,  tandem 
viam  simplicissimam  atque  genuinam  detegere  contigerit. 

2. 

Inter  quaestiones,  de  quibus  in  art.  proce,  diximus,  locum  insignem  tenet 
theorema  omnem  fere  theoriam  residuorum  quadraticorum  continens,  quod  in  Dis- 
quis  itionibus  arithmeticis  (Sect.  IV.)  theorematis  fundamentalis  nomine  distinctum 
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est.  Pro  primo  huius  elegantissimi  theorematis  inventore  ili.  1 .kokxdre  absque  du- 
bio habendus  est,  postquam  longe  antea  summi  geometrae  Euler  et  Eaoiunge  plu- 
res  eius  casus  speciales  iam  per  inductionem  detexerant.  Conatibus  horum  viro- 
rum circa  demonstrationem  enumerandis  hic  non  immoror;  adeant  quibus  volupe 
est  opus  modo  commemoratum.  Adiicerc  liceat  tantummodo,  in  confirmationem 
eorum,  quae  in  art.  pracc.  prolata  sunt,  quae  ad  meos  conatus  pertinent.  In  ipsum 
theorema  proprio  marte  incideram  anno  1795,  dum  omnium,  quae  in  arithmetica 
sublimiori  iam  elaborata  fuerant , penitus  ignarus  et  a subsidiis  literariis  omnino 
praeclusus  essem:  sed  per  integrum  annum  me  torsit,  operamque  enixissimam  ef- 
fugit, donec  tandem  demonstrationem  in  .Sectione  quarta  operis  illius  traditam 
nactus  essem.  Postea  tres  aliae  principiis  prorsus  diversis  innixae  se  mihi  obtu- 
lerunt, quarum  unam  in  Sectione  quinta  tradidi,  reliquas  elegantia  illa  haud  in- 
feriores alia  occasione  publici  iuris  faciam.  Sed  omnes  hae  demonstrationes, 
etiamsi  respectu  rigoris  nihil  desiderandum  relinquere  videantur,  e principiis  ni- 
mis heterogeneis  derivatae  sunt,  prima  forsan  excepta,  quae  tamen  per  ratiocinia 
magis  laboriosa  procedit,  operationibusque  prolixioribus  premitur.  Demonstra- 
tionem itaque  genuinam  hactenus  haud  affuisse  non  dubito  pronunciare:  esto  iam 
penes  peritos  iudicinm,  an  ea,  quam  nuper  detegere  successit,  quamque  pagellae 
sequentes  exhibent,  hoc  nomine  decorari  mercatur. 

3. 

Theorema.  Sit  p numerus  primus  positivus ; k integer  quicunque  per  p non 
divisibilis  ; 

A complexus  numerorum  1,  2,  3 ....  j p — 1} 

B complexus  horum  i(/»+l),  |.(j>+3),  } (/•+  5) ...  .p  — 1 . 

Capiantur  residua  minima  jtositiva  productorum  ex  k in  singulos  numeros  .1  secun- 
dum modulum  p,  quae  manifesto  omnia  diversa  erunt , atque  partim  ad  A partim  ad 
B pertinebunt.  Iam  si  ad  B omnino  p residua  pertinere  supponantur,  erit  k vel  re- 
siduum vel  non-residuum  quadraticum  ipsius  p,  prout  p par  est  vel  impar. 

Dem.  Sint  residua  ud  .4  pertinentia  haec  a,  a',  a" reliqua  ad  B 

pertinentia  b,  b',  b"... .,  patetque  posteriorum  complementa  p — b.  p — b’.  p — b" 

cuncta  a numeris  a,  a',  a" ... . diversa  esse,  cum  his  vero  simul  sumta  comple- 
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xum  A explere.  Habemus  itaque 

I . 2 . 3 . . . . j (/»  — I)  = 0 aa“  ■ • ■ • ( P — b){p — A')>  [p — 6”) .... 
Productum  posterius  autem  manifesto  fit 

= ( — ....  66*5". . . = ( — l)>*  k . 2 A.  3 k . . . . ±(p — 1)A 

= (— 1.2.3 Hp  — I)  'mod./>) 

Ilinc  erit 

| =(_|)!* 

sive  k = ~H  l,  prout  p i>ar  est  vel  impar,  unde  theorema  nostrum  proti- 
nus demanat. 


4. 

Ratiocinia  sequentia  magnopere  abbreviare  licebit  per  introductionem  qua- 
rundam  designationum  idonearum.  Exprimet  igitur  nobis  character  ( k , p)  mul- 
titudinem productorum  ex  his 

k.  2 k,  3 k ...  . | (p  — l)A, 

quorum  residua  minima  positiva  secundum  modulum  p huius  semissem  superant. 
Porro  existcnte  x quantitate  quacunque  non  integra . per  signum  [a:]  exprime- 
mus integrum  ipsa  x proxime  minorem,  ita  ut  x — [xl  semper  fiat  quantitas  po- 
sitiva intra  limites  0 et  1 situ.  Levi  iam  negotio  relationes  sequentes  evolventur: 

I.  [x]  + [— x]  = — 1. 

II.  [x]-f-A  — jx-f-A],  quoties  h est  integer. 

III.  [x]  + (A— x]  = A—  I. 

IV.  Si  x — [x]  est  fractio  minor  quam  },  erit  [2x] — 2[x)=0; 
si  vero  x — [xi  est  maior  quam  { , erit  [2x]  — 2[x]  — 1. 

V.  Iacente  itaque  residuo  minimo  positivo  integri  A secundum  modulqm 
p infra  ip , erit  f— ] — 2[-]  = 0;  iacente  autem  residuo  illo  ultra  kp,  erit 
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VI.  Hinc  stati m sequitur  ( k,  p ) — 

VII.  Ex  VI.  et  I.  nullo  negotio  derivatur 

(*./>)+(— *.p)  =i[p— ‘) 

Unde  sequitur,  — k vel  eandem  vel  oppositam  relationem  ad  p habere  (quate- 
nus huius  residuum  aut  non-residuum  quadraticuni  est)  ut  +Ar.  prout  p vel 
formae  4 n -j-  1 fuerit,  vel  formae  4*4-3.  In  casu  priori  manifesto  — 1 resi- 
duum , in  posteriori  non-residuum  ipsius  p erit. 

VIII.  Formulam  in  VI.  traditam  sequenti  modo  transformabimus.  Per  111.  fit 


Applicando  hascc  substitutiones  ad  membra  ultima -seriei  superioris  in  illa 

expressione,  habebimus 

primo . quoties  p est  formae  4 n 1 

{k,  p)  = l ■(*  — 1)(P— <) 

-iIItI-HtH-It)  •••+i“s7ai)| 

- {[;]+[/!+[”]  • +[1!£?L*]| 
secundo , quoties  p est  formae  4 n -j-  3 
{k.p)  = K*— l)(p+l) 

- |[i]+[Vl+r71+[tltrLli 

IX.  IV)  casu  speciali  k — -j-  2 e formulis  modo  traditis  sequitur 
(2,  p)  = J (p  + 1),  sumendo  signum  superius  vel  inferius,  prout  p est  formae 
4 »1,4-1  vel  4 n 4-  3 . Erit  itaque  (2,  p)  par,  adeoque  2 Rp,  quoties  p est  for- 
mae S n 4~  1 vel  Sn-|-7 ; contra  erit  (2,  p)  impar  atque  2 Np,  quoties  p est 
formae  8n-(-3  vel  8*4-5- 
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5. 

Theorema.  Sit  x quantitas  positiva  non  integra , inter  cuius  multipla  x.  2x, 

3x usque  ad  nx  nullum  Jiat  integer;  ponatur  [mx)  — h.  unde  facile  concluditur, 

etiam  inter  multipla  quantitatis  reciprocae  — , ~ ~ usque  ad  - integrum  non 

rejH-riri,  Tum  dico  fore 

|jrj  + t2*]+[3jrl  . . + [»•*'  i 

+[j]+[j]  +£] j="A 


Dem.  Seriei  'x]  -f-  [2  x’  [3  xj  . . . . -)-  ai],  quam  ponemus  = ii.  mern- 

r | -.tum  , J 

bra  prima  usque  ad  I— I nidus,  manifesto  omnia  erunt  = 0 ; sequentia  usque 
ad  [--]  cuncta  = 1 ; sequentia  usque  ad  [-J  cuncta  =2  et  sic  porro. 
Hinc  fit 

a=  „x(;i 

-Hxja-ai 

+!x|lj]— (;]| 

+>xK-]-i;i| 

ctc» 

+M— IUI 

U.  E.  1>. 


6. 

Theorema.  Designantibus  k.  p numeros  positivos  impares  inter  se  primos  quos- 
cunque, erit 


[jj+iyi+i?]---  ■+pit=3t\ 


*(*— o(p— j). 


Demonstr.  Supponendo,  quod  licet,  k<^p,  erit  )*  minor  quam  }A, 

sed  maior  quam  J(A — 1),  adeoque  — — 1).  Hinc  patet,  theorema 
praesens  ex  pracc.  protinus  sequi,  statuendo  illic  — = x,  j {p  — ()  = «,  adeo- 
que i(k  — 1)  = A. 
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Ceterum  simili  modo  demonstrari  potest,  si  k fuerit  numerus  par  ad 
primus,  fore 


\kP\+rPk\+[j\----+\iA,,f)k]\ 

+Bf]+Rn+Rfl---+ilin  i 


p 


At  huic  propositioni  ad  institutum  nostrum  non  necessariae  non  immoramur. 


7. 

Iam  ex  combinatione  theorematis  pracc.  cuin  propos.  VIII.  art.  4.  theorema 
fundamentale  protinus  demanat.  Nimirum  denotantibus  k,  p numeros  primos 
positivos  inaequales  quoscunque , et  ponendo 

(iA)+[;]+t>l+[',‘l  +[u'xL1  = '■ 

(e«+ra+En+fia--+iU!fflfi-" 

per  VIII.  art. 4.  patet,  L et  M semper  fieri  numeros  pares.  At  per  theorema 
art.  6.  erit 

L+M=  {k,  *)+(**)+*(*-!){*-!) 

Quoties  igitur  J — 1) (p — l)  par  evadit,  quod  fit,  si  vel  uterque  k,  p vel  sal- 
tem alteruter  est  formae  ts+1,  necessario  (Xr,  p)  et  [p,  k)  vel  ambo  pares  vel 
ambo  impares  esse  debent.  Quoties  nutem  J (k  — 1 ){p — l)  impar  est,  quod  eve- 
nit. si  uterque  k,  p est  formae  An + 3,  necessario  alter  numerorum  (k,  p).  (p,k) 
par , alter  impar  esse  debebit.  In  casu  priori  itaque  relatio  ipsius  k ad  p et  re- 
latio ipsius  p ad  k {quatenus  alter  alterius  residuum  vel  non-residuum  est)  iden- 
ticae  erunt,  in  casu  posteriori  oppositae. 

Q.  E.  D. 
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l. 

Inter  veritates  insigniores.  i*l  quas  theoria  divisionis  circuli  aditum  aperuit, 
locum  haud  ultimum  sibi  vindicat  summatiu  in  Disquiss.  Arithmet.  art.  356  pro- 
posita. non  modo  propter  elegantiam  suam  peculiarem,  miramque  foecunditatem, 
quam  fusius  exponendi  occasionem  posthac  dabit  alia  disquisitio,  sed  ideo  quoque, 
quod  eius  demonstratio  rigorosa  atque  completa  difficultatibus  haud  vulgaribus 
premitur.  Quae  sane  eo  minus  exspectari  debuissent,  quum  non  tam  in  ipsum 
theorema  cadant,  quam  potius  in  aliquam  theorematis  limitationem,  qua  neglecta 
demonstratio  statim  in  promtu  est,  faciUimequc  e theoria  in  opero  isto  explicata 
derivatur.  Theorema  illic  exhibitum  est  in  forma  sequente.  Supponendo  n esse 
numerum  primum,  denotandoque  indefinite  omnia  residua  quadratica  ipsius  n in- 
ter limiti  I et  n — I incl.  sita  per  a,  omniaque  uon-residua  inter  eosdem  limites 
iacentia  per  b , denique  per  u>  arcum  3~ , et  per  k integrum  determinatum 
quemcunque  per  » non  divisibilem,  erit 

I.  pro  valore  ipsius  n,  qui  est  formae 

— cos  u k = — 1 i + Vn 

1 cos  b ka>  = — 1 + 1 y/«,  adeoque 
i)  cos  akui  — i!  cos bkm  = + yn 
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II.  pro  valore  ipsius  n,  qui  est  formae  4»i-f-3, 

— coso  A'iu  = — 1 
cos  6 Aid  = — 1 
^sinaAiu  — +i  V» 
ii  sin  A A id  = 

i sin  (iA  u>  — ii  sili  bkui  = + \ N 

Ilae  summationes  1.  c.  omni  rigore  demonstratae  sunt,  neque  alia  difficultas 
hic  remanet  nisi  in  determinatione  signi  quantitati  radicali  praefigendi.  Nullo 
quidem  negotio  ostendi  potest , hoc  signum  eatenus  a numero  k pendere,  quod 
semper  pro  cunctis  valorilms  ipsius  k,  qui  sint  residua  quadratica  ipsius  n,  sig- 
num idem  valere  debeat , et  contra  signum  huic  oppositum  pro  omnibus  valoribns 
ipsius  k,  qui  sint  non-residua  quadratica  ipsius'  n.  Hiuc  totum  negotium  in  va- 
lore k — 1 versabitur,  patetque,  quam  primum  signum  pro  hoc  valore  valens  in- 
notuerit, pro  omnibus  quoque  reliquis  valoribus  ipsius  k signa  statirn  in  promtu 
fore.  Verum  enim  vero  in  hac  ipsa  quaestione , quae  primo  aspectu  inter  facilio- 
res referenda  videtur,  in  difficultates  improvisas  incidimus,  mothoduSque.  qua 
ducente  sine  impedimentis  hucusque  progressi  eramus,  auxilium  ulterius  prorsus 
denegat. 

2. 

Haud  abs  re  erit , antequam  ulterius  progrediamur , quaedam  exempla  sum- 
mationis  nostrae  per  calculum  numericum  evolvisse : huic  vero  quasdam  observa- 
tiones generales  praemittere  conveniet. 

1.  Si  in  casu  eo,  ubi  n est  numerus  primus  formae  4 « -+- 1 • omnia  resi- 
dua quadratica  ipsius  n inter  1 et  }(» — 1)  incl.  iacentia  indefinite  per  a ex- 
hibentur, omniaque  non-residua  inter  eosdem  limites  per  It,  constat,  omnes  w a 
inter  ipsos  «,  omnesque  n — b'  inter  b comprehensos  fore : quamobrem  quum 
omnes  d,  b\  n — a',  n — b'  manifesto  totum  complexum  numerorum  1,2,  3 . . .. 
n — 1 expleant,  omnes  d cum  omnibus  n — a iuncti  omnes  a complectentur, 
et  perinde  omues  b'  cum  omnibus  n — b'  iuncti  omnes  b comprehendent.  Hinc 
erit 
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i!  cos  a A'  <u  — i!  cos  ak  <u  -f-  5!  cos  'n — a)k  m 
ii  cos  bkw  — 2 cos  A’A  u>  -{-  2 cos  (n — b')ku> 

2sinaA<o  = i!  sin  o'A m + - sin  (» — a )km 
2sin&Au>  = 2sin6'Aa>-l-2&in(n — U)k  <u 

lam  quum!  habeatur  cos  (n  — a ) ku>  = cosakrn,  cos(»  — b ku>  — cos  6 Au», 
sin  n — a)ku> — sin  ak  tu,  sin  [n — A^Au»  = — siuAAu».  patet  sponte  fieri 

» sin  a k u»  = 2sin<i'Au> — 2.sinu'A<u  — 0 
2sinAA«»  = 2sinA’A<u — - sili 6' Aco  — 0 

Summatio  cosinuum  vero  hanc  formam  assumit 

2 cos  <i  Aco  = 2 ~ cos  ak  co 
ii  cos  AAco  -=  2 i.  cos  b'k u> 

unde  fieri  dehebit 

l -f- 42cosa'A’co  — -j- y» 

I -f- 4 2cosA'Aa>  = \ » 

2 2 cos  <i' Aco — 2 ii  cos //Aio  = V” 

II.  1 ii  casu  eo,  ubi  n est  formae  l m — 3 , complementum  cuiusvis  resi- 
dui « ad  n erit  non-residuum,  complementumque  cuiusvis  b erit  residuum;  quo- 
circa omnes  n — a convenient  cum  omnibus  b,  omncsque  n — b cum  omnibus  a. 
Hinc  colligitur 

ii  cos  u A io  — ii  cos  [n  — b)  Aio  ii  cos  b k u» 

quare  quum  omnes  a et  b iuncti  omnes  numeros  1 , 2,  a ....  i»  — 1 expleant, 
adeoque  fiat  ii  cos  u Au»  -f- 2 cos  AAco  = cos A«o  -)-  cos  2 Aco  cos  4 Au»  -f-  etc. 
+cos(n—  l)Au>=  — 1.  summationes 

2 eos  u Aco  — — | 
ii  cos  b k co  — — 1 

sponte  sunt  obviae.  Perinde  erit 

ii  sin  akm  — 2 sin  (w  — b)  Au»  = 2 sin  b A*u» 
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unde  patet,  quomodo  summationum 

2 £ sinu /rui  = + y/n 
2lsiabku>  — + y»t 

altera  ab  altera  pendent. 

3. 

Eccc  iam  com putum  numericum  pro  aliquot  exemplis: 

i.  Pro  u — 5 adest  valor  unus  ipsius  a',  puta  a' = I.  vulorque  unus 
ipsius  b\  puta  b'  = 2 ; est  autem 

costo  = +11,3090169944  eos2u>  = — 0.9090169944 

adeoque  I + 4 cos  tu  — + ^5 , 1+4  cos  2 tu  = — y 5. 

II.  Pro  n — 13  ^feunt  tfes  valores  ipsius  a,  puta  I,  3.  4.  totidemque 
valores  ipsius  b',  puta  2y  5.  6.  unde  computamus 

costo  — + 0.8954  560*97  cos2u»  = + 0,5680647467 

COsSto  = + 0, 1 205366S03'  COs5tu  = — 0,7485107482 

cos  4 tu  = — 0,35460488704,,  COS6tu  — — 0,9709418174 

Summa  = + 0,Sb  1 3^V»3%f  ' Summa  ='  — 1.1513878189 

Hinc  1 +4Scosu'to  = +^13.  l + 4-co»6'tu  = — y*  1 3. 

III.  Pro  n = 1 7 habemus  quatuor  valores  ipsius  a\  puta  1,  2.  4,  8, 
totidemque  valores  ipsius  4'.  pata  3,  5,  0,  7.  Hinc  computantur  cosinus 

cos  t«  = + 0,9324722294  cos3tu  = + 0,4457383558 

cos  2 tu  = + 0,7390089172  cos5to  = — 0,27  36629901 

cos  4 tu  = + 0,0922683595  cos  6 to  = — 0,6026346364 

cosSu»  — 0,9829730997*  cos7u>  = — 0,9502171357 

Summa  = + o,  7807764064  Summa  = — 1,2807764065 

Hinc  1 + 4 i! cosaui  = + y 1 7,  l+4icosi'u»  = — y 1 7. 
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IV . Pro  n = 3 adest  valor  unicus  ipsius  a.  puta  « = 1 , cui  respondet 
sinto  = + 0,8660254038 

Hinc  2 sinto  = — f-  y/3. 

V.  Pro  n = 7 adsunt  valores  tres  ipsius  a.  puta  1.  2.  4:  hinc  haben- 
tur sinus 

sinto  = + 0,7818314825 
sin  2u»  = + 0,9749279122 
sin  Ito  — — 0.4338837391 

-Summa  = -}-  1.32297  56556,  adeoque  ‘ilsineto  = + y7. 

i * 

VI.  Pro  n = 11  valores  ipsius  a sunt  1,  3,  4.  5,  9,  quibus  respondent 

sinus 

sinto  =+0,5406408175 
sin  3to  = +0.9898214419 
sin  4to  = +0,7557495744 
sin  5o>  = +0,2817325568 
sin  9o>  = — 0,9096319954 

Summa  = + 1,65831 23952~et  proin  2lsinau>  = + y 1 1. 

VII.  Pro  n = 19  valores  ipsius  <i  sunt  I,  4.  5,  6,  7,  9,  11,  16,  17,  qui- 
bus respondent  sinus 

sino»  =+0,3246994692 
sin  4 to  =+0,9694002659 
sin  5u>  = + 0,9905844930 
sin  6u»  =+0,9157733267 
sin  7 a»  =+0,7357239107 
sin9u>  =+0,1645945903 
sin  I I to  = —0,4759473930 
sin  I6co  = —0,8371664783 
sin  17u>  = —0,6142127127 

Summa  = +2,1794494718  , adeoque  2£*inao>  = + V/19. 
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II) 

4. 

In  omnibus  hisce  exemplis  quantitas  radicatis  signum  positivum  obtinet, 
idemque  facile  pro  valoribus  maioribus  n — 23 , n — ‘29  etc.  confirmatur,  unde 
fortis  iam  probabilitas  oritur , hoc  generaliter  perinde  se  habere.  Sed  demonstra- 
tio Imius  phaenomeni  e principiis  1.  e.  expositis  peti  nequit , plenissimoque  iure 
altioris  indaginis  aestimanda  est.  Propositum  itaque  huius  commentationis  eo 
tendit,  ut  demonstrationem  rigorosam  huius  elegantissimi  theorematis,  per  plures 
annos  olim  variis  modis  incassum  tentatam , tandemque  per  considerationes  sin- 
gulares satisque  subtiles  feliciter  perfectam  in  medium  proferamus,  simulque  theo- 
rema ipsum  salva  seu  potius  aucta  elegantia  sua  ad  longe  maiorem  generalitatem 
evehamus.  Coronidis  denique  loco  ncxuiu  mirabilem  arctissimum  inter  hanc  sum- 
mationem  aliudque  theorema  arithmeticum  gravissimum  docebimus.  Speramus, 
hasce  disquisitiones  nou  modo  per  se  geometris  gratas  fore,  sed  methodos  quoque, 
per  quas  haec  omnia  efficere  licuit . quaeque  in  aliis  quoque  occasionibus  utiles 
esse  poterunt,  ipsorum  attentione  dignas  visum  iri 


5. 

lVtita  est  demonstratio  nostra  e consideratione  generis  singularis  progres- 
sionum . quarum  termini  pendent  ab  expressionibus  talibus 

(1  —y)  (I  - J— ) (I  — jj— «) ( 1 -,r~- !■■*■•) 

(1-x)  o-«)  (!-*•) (i-y) 

Brevitatis  caussa  talem  fractionem  per  (m,  p)  denotabimus,  et  primo  quasdam  ob- 
servationes generales  circa  huiusmodi  functiones  praemittemus. 


I.  Quoties  m est  integer  positivus  minor  quam  p.  functio  (m,  p'  mani- 
festo evanescit . numeratore  factorem  I — x°  implicante.  Pro  m = p,  factores 
in  numeratore  identici  erunt  ordine  inverso  cum  factoribus  in  denominatote,  unde 


erit  (p,  p)  = 1 ; denique  pro  casu  eo,  ubi  m est  integer  positivus  maior  quam 
p , habentur  formulae 


M-i.  p =£f-  = (p+i.  i) 


(P+2P)  = 
(p+5.  p)  = 


(,_,««)  (,_**«)  _ , , 

(,-x)  (i-«r  — 

= (p-j-3,  3)  etc. 

(l  — x)  (l — XX)  (1  — X*)  1 * 


Digitized  by  Google 


KERIERCM  gWQULARIEM. 


17 


sive  generaliter 


(hi,  (i)  = (m,  m — |i) 


II.  Porro  facile  confirmatur,  haberi  generaliter 

(m.g  + l)  = {m  — I , -f-  1 (m— l,(i) 

quamohrem . quum  perinde  sit 

(tn — l,|i+l)  = (»i  — 2, p+1)  — 2, |x) 

(m  — 2,  (i+l)  = (hi — 3,  (i+l)  + — 3,(i) 

(m-j-3,|i+l)  = (m  — 4,|i  + l)  + x"-|1-*(hi — 4,|i)  etc„ 

quae  series  continuari  poterit  usque  ad 

(|i+2,|i+1)  = (|i+l,p+l)+x(|i+l,(i) 

= (Mi)+*(|i+t,|i) 

siquidem  hi  est  integer  positivus  maior  quam  fi+1.  erit 

(fl»,|i  + l)  = (p,p)  + jr{ji  + llfi)  + a?«(p+2,p)  + .i+ti  + 3.(i)  +etc. 

+ X”*-|*-'(W  — l.|l) 

Ilinc  patet,  si  pro  aliquo  valore  determinato  ipsius  (i  quaevis  functio  (m,  (i) 
integra  sit , existente  hi  integro  positivo,  etiam  quamvis  functionem  (m, |i  + l) 
integram  evadere  debere.  Quare  quum  suppositio  illa  pro  ji  = I locum  habeat, 
eadem  etiam  pro  (i  = 2 valebit,  atque  hinc  etiam  pro  |i  = 8 etc.,  i.  e.  genera- 
liter pro  valore  quocunque  integro  !positivo  ipsius  m erit  (m,  |t)  functio  integra, 
sive  productum 

(i— **)(i— *“-*) (i— 

divisibile  per 

(t_«)(l_«»)(l_**) ....  (i—**) 

6. 

Duas  iam  progressiones  considerabimus,  quae  ambae  ad  scopum  nostrum 
ducere  possunt.  Progressio  prima  haec  est 


3 
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sive 


(,_,■)(,  — x—) 
(«—•')  («—**) 


(>  — *)  (•—**)  (>—**) 


+ etc. 


1 — (m,  1)  — J—  (w,  2)  — (m,  3)-(-(m,4) — ete. 


quam  brevitatis  caussa  per  f[x,  m)  denotabimus.  Primo  statim  obvium  est,  quo- 
ties m sit  numerus  integer  positivus,  hanc  seriem  post  terminum  suum  m-\-  !tu“ 
(qui  fit  = + I)  abrumpi,  adeoque  in  hoc  casu  summam  fieri  debere  functionem 
finitam  integram  ipsius  x.  Porro  per  art.  5.  II.  patet,  generaliter  pro  valore  quo- 
cunque ipsius  m haberi 


1 = 1 

— (m,  1)  — — (m — 1,1)  — x”*-' 

-|-{m,2)  = +(m — i,  2)  + a^"-*  (m  — 1,1) 

— (w,  3)  = — (ra — 1,3)  — **•“•(■» — 1,2)  etc. 

•adeoque 

f[x.m)  = t—  x”-'  — (1—  1,1) + (1—  a?m-*)(m— 1,2) 

— (1 — a^"~ *)  (m — 1,3)  -|-  etc. 

Sed  manifesto  fit 

(i— i,  i)  — .(i— 2.1)  ' 

(1—  — 1,2)  = {1— xr~')[m  — 2,2) 

(1— a**-*)^  — 1,3)  = (1—  — 2,3)  etc. 

unde  deducimus  aequationem 

f{x,  m)  — (1  — *"-')/(<*.  m — 2) [1] 


7. 

• Quum  pro  m = 0 fiat  /(x.  m)  = 1 , per  formulam  modo  inventam  erit 
f{x,  2)=1  — x | 

/(•*.  <)  = (1— *)(!—**) 

/(x,6)  = (I—  ar)(l  — **)(l  — J?) 

f[x, 8)  — (1 — a?)  (I — a^)(l — .1*5(1  — x1)  etc. 

sive  generaliter  pro  valore  quocunque  pari  ipsius  m 

f(x.  m)  = (1 — ar)(l — a^*)(l — a?) . . . . (1  — a^”-1)  ....  [2] 
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Contra  quum  pro  m = 1 fiat  /(,r,  m)  — 0 , erit  etiam 

f (x,  3)  = 0 
f{x,  5)  = 0 
/(x,  7)  — 0 etc. 

sive  generaliter  pro  valorc  quocunque  impari  ipsius  m 

f(x,  m)  = 0 

Ceterum  summatio  posterior  iam  inde  derivari  potuisset , quod  in  progres- 
sione 

1 — (m,  1 2)  — (m,  3)-f-etc.  -}-(«,»• — 1)  — { m,m ) 
terminus  ultimus  primum  destruit,  penultimus  secundum  etc. 


8. 

Ad  scopum  quidem  nostrum  sufficit  casus  is,  ubi  m est  integer  positivus 
impar:  sed  propter  rei  singularitatem  etiam  de  casibus  iis,  ubi  m vel  fractus  vel 
negativus  est.  pauca  adiecissc  haud  poenitebit.  Manifesto  tunc  series  nostra  haud 
amplius  abrumpetur,  sed  in  infinitum  excurret,  facileque  insuj>er  perspicitur,  di- 
vergentem eam  fieri,  quoties  ipsi  x valor  minor  quam  1 tribuatur,  quapropter 
ipsius  summatio  ad  valores  ipsius  x qui  sint  maiores  quam  1 restringi  debebit. 

Per  formulam  1 1]  art.  6.  habemus 

/ 

Aje-~i]  = ~L 


/(*. -4)  = 

X 


/(•*.  — 6} 


etc. 


ita  ut  valor  functionis  f{x,  m)  etiam  pro  valorc  negativo  integro  pari  ipsius  m in 
terminis  finitis  assignabitis  sit.  Pro  reliquis  vero  valoribus  ipsius  m functionem 
f(x,  m)  in  productum  infinitum  sequenti  modo  convertemus. 

Crescente  m in  valorem  negativum  infinitum , functio  /{x,  m)  transit  in 

3* 
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, + x^  + ^-^  + i^TiTri-Fb+  etc- 

Haec  itaque  series  aequalis  est  producto  infinito 


i—— 

* *■ 


i i 

'P 


etc.  in  infin. 


Porro  quum  generaliter  sit 

/(*,  m)  — f[.i\  m — 2 X) . (1  — x®-1)  (1  — .rm_I)  ( I —a 


. ( I — ,rm~w+') 


ent 


/(.r.  m)  =f(x.  — oo).(l—  — ■r’"-5){l  — x"-*)  etc.  in  infin. 

i— y*"‘  i —*"•-*  i— *"-*  i— i»-'  . . ~ 

= T=pr-  ■ r=>-  • • —**•  etc- in  ,ntln- 

quos  factores  tandem  continuo  magis  ad  unitatem  convergere  palam  est. 
Attentionem  peculiarem  meretur  casus  m = — I , ubi  fit 


/( x, — 1)  = 1 -\-x  ,+.r— ' "-f- x etc. 


Haec  itaque  series  aequatur  producto  infinito 


i—*-*  i — . 

__  . _ etc. 


sive  scribendo  x pro  x \ erit 

I j'*-)-  etc 


l-X/  I — X*  I — X*  I — X*  . 

i=i-  • ,-=?  • r-p  ■ i-x' et<- 


Haec  aequalitas  inter  duas  expressiones  abstrusiores,  ad  quas  alia  occasione  reve- 
niemus , valde  sane  est  memorabilis. 


9. 

Secundo  loco  considerabimus  progressionem  hanccc 

, _L.  r|  •=£  _L  , (>-*")<» -«-*)  I ,i  )(■-*— ) , eU. 

‘ 1 — I ' (1— *)  (> — Ai)  ' (i — x)  (t  — xx)  (i  — *’) 


1 + ad  (m.  2)  — J— or*  (m,  3)4-«j?(m,  4)  -f-  etc. 

quam  per  F(x,  m)  denotabimus.  Restringemus  hanc  disquisitionem  ad  casum 
cum,  ubi  m est  integer  positivus,  ita  ut  haec  quoque  series  semjter  abrumpatur 
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cum  termino  «i+i10,  qui  est  — xim(m.  m).  Quum  sit 

= 1 , (*»,  m — 1)  = (tn,  1),  fm,  m — 2)  = (»«,  2)  etc. 
progressio  ita  quoque  exhiberi  poterit: 

F(x,m)  — oj*1"*-1)  (m,  1)  + xt<'n_!>;»i,  2)  + (»,  3)  + etc. 

Hinc  fit 

{t  + x1"^1)  Flx.m J — I +x*(w,  1)  + xi  w, 2)  x* (m, 3)  -(-  etc. 

+ x* . r"  + x . x*-'  [m.  I ) + x1 . jT!  [m,  2)  + etc. 

Quare  quum  habeatur  (art.  5.  11) 

(m,  l)  + x”  = (m  + l,  1) 

(».  2)  + x"-1  (m,  1)  = {m-H . 2) 

(m,  3)  + x”*-’  ( m . 2)  = (»i  — J— 1,3)  etc. . 

provenit 

F(x,m)  = F(x.m  + 1) [3] 

Sed  fit  F(x,  0)  = 1 : quamohrem  erit 
F(x,  1)  = 1 -J-x1 
F(x.  2)  = {1+xl)(1+x) 

F(x,3)  = (l— J— jr1) (t -4- Jr) (I  — x.*)  etc.. 

sive  generaliter 

F(x.  oi)  = (l4-x*)(1-|-x)(l+x*) (l+x1")  ....  [4] 

I». 

Praemissis  hisce  disquisitionibus  praclimi  naribus  iam  propius  ad  propositum 
nostrum  accedamus.  Quum  pro  valore  primo  ipsius  n quadrata  I,  4,9  — I))’ 

omnia  inter  se  incongrua  sint  secundum  modulum  n,  patet,  illorum  residua  mi- 
nima secundum  hunc  modulum  cum  numeris  a identica  esse  debere . adeoque 

2)  casa  A' a>  = cosAa>-(-cos  4 Aw-f- cos  9 Ato  + etc.  + cos  (|(«  — 1])lArto 
ii  sin  a k tu  = sin  k u>  - j-  sin  4 k u>  -f-  sin  9 k tu  etc.  -f-  sin  (J  (n  — 1 ))*  k u> 

Perinde  quum  eadem  quadrata  1,  4,  9 ....  (1  (n  — 1))*  ordine  inverso  congrua  sint 
his  (1  (n  + 1))*.  (J (n  + 3))’,  (l(»  + 5))’ (»i  — 1 )*,  etiam  erit 
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Sc osakm  = cos(J  (n-f-l))*Au>-l-cos { J (n  + 3))’Aio  -f-  etc.  -f-cosin — l)*A<u 
SsinaAut  — sin(f  (»— (— l))*Arc«»— |—  sin  (4-  (»  + 3))’Ao> etc.  -f-sin  'n — 1 Aiu 

■Statuendo  itaque 

T =.  1-f-co9Aio-f-cos4  A«o-|-cos9  Aa>-f-etc. -|- cos^n — l)*Au> 

U = sin  A<o  -f-sin  4 Au>-f-  siu  !>  Aco  -j-etc.  -f-  sin  n — 1 )*  A 10 
erit 

1-)-  2-  co.so  A«j  = T 
2 - sin  a A w = U 

liinc  patet,  summationes,  quales  in  art.  1.  propositae  sunt,  pendere  a sumnm- 
tione  scrierum  T et  U.  quocirca,  missis  illis,  disquisitionem  nostram  his  adap- 
tabimus, eaque  gencralitatc  absolvemus,  ut  non  modo  valores  primos  ipsius  n. 
sed  quoscunque  compositos  complectatur.  Numerum  A autem  supponemus  ad  n 
primum  esse:  nullo  enim  negotio  casus  is,  ubi  A et  n divisorem  communem  ha- 
berent, ad  hunc  reduci  poterit. 


II. 

Designemus  quantitatem  imaginariam  \j — I per  i,  statuamusque 
cosA'<o-(-i  sin  A* a»  = r 

uude  erit  r"  = I . sive  r radix  aequationis  r"  — 1 =0.  Facile  perspicietur, 
omnes  numeros  k,  2A\  3 A ... . («  — 1)A  per  n non  divisibiles  atque  inter  se  se- 
cundum modulum  n incongruos  esse:  hinc  potestates  ipsius  r 

1.  r,  rr,  r*.  . . . r"- 1 

omnes  erunt  inaequales,  singulae  vero  quoque  aequationi  x" — 1 = 0 satisfacient. 
Hanc  ob  caussam  hae  potestates  amnes  radices  aequationis  x" — I = 0 repraesen- 
tabunt. 

Hac  conclusiones  non  valerent,  si  A divisorem  communem  haberet  cum  n. 
Si  enim  s esset  talis  divisor  communis,  foret  A . per  « divisibilis,  udeoque  po- 
testas inferior  quam  r",  puta  r»,  unitati  aequalis.  In  hoc  itaque  casu  potesta- 
tes ipsius  r ad  summum  — radices  aequationis  Vr" — 1 — 0 exhibebunt,  et  qui- 
dem revera  tot  radices  diversas  sistent,  si  v est  divisor  communis  maximus  uurae- 
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rorum  k,  n.  In  casu  nostro,  ubi  k et  n supponuntur  inter  se  primi . r com- 
mode dici  potest  radit  propria  aequationis  x” — 1 = 0:  contra  in  casu  altero,  ubi 
k et  n haberent  divisorem  communem  (maximum)  v,  r vocaretur  radix  impropria 
illius  aequationis , manifesto  autem  tunc  eadem  r foret  radix  propria  aequatio- 
nis x* — 1=0.  Radix  impropria  simplicissima  est  unitas,  in  eoque  casu,  ubi  n 
est  numerus  primus , impropriae  aliae  omnino  non  dabuntur. 


Uuodsi  iam  statuimus 


12. 


W = 1 -f  r+r*  + r"  + etc.  + rt*- *>’ 


patet  fieri  W = T-\-iU,  adcoquc  T esse  partem  realem  ipsius  IV,  atque  V 
prodire  ex  parte  imaginaria  ipsius  tV  factore  i suppresso.  Totum  itaque  nego- 
tium reducitur  ad  inventionem  summae  JV : ad  hunc  finem  vel  series  in  art.  0 
considerata,  vel  ea  quam  in  art.  9 summare  docuimus , adhiberi  potest,  prior  ta- 
men minus  idonea  est  in  casu  eo,  ubi  n est  numerus  par.  Nihilominus  lectoribus 
gTatum  fore  speramus,  si  casum  eum,  ubi  n impar  est,  secundum  methodum  du- 
plicem tractemus. 

Supponamus  itaque  primo,  n esse  numerum  imparem,  r designare  radicem 
propriam  aequationis  a?" — 1 = 0 quamcunque,  et  in  functione  f( x,  m)  statui 
x = r,  atque  m — n — 1.  Hinc  patet  fieri 


usque  ad 


i — xm  i — r" 

1 — x 1 — r 

i ~*m~'  i—f' 

1 — xx  ~~  I — rr 

I— J**~*  I — r-‘ 

t — X1 * *  I — r' 


— r * etc. 


I — x 1 — r” 

I— x*  I— r" 


(Haud  superfluum  erit  monere , has  aequationes  eatenus  tantum  valere,  quatenus 
r supponitur  radix  propria:  si  enim  esset  r radix  impropria,  in  quibusdam  illa- 
rum fractionum  numerator  et  denominator  simul  evanescerent , adeoque  fractio- 
nes indeterminatae  fierent).4 

Hinc  deducimus  aequationem  sequentem 
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/(r,  n — 1)  = 1 + r_'4-r',  + r“”+  etc. 

Kadcm  aequatio  ctiamnum  valebit,  si  pro  r substituitur  r,  designante'  X 
integrum  quetncnuque  ad  n primum : tunc  enim  etiam  r*  erit  radix  propria  ae- 
quationis ,r" — t = o.  Scribamus  itaque  pro  r.  r"-’  sive  quod  idem  est  r-*, 
eritque 

1 + + r“+ etc.  -I-  rC"— 'J-  = ( ! — r-*)  ( t — r-*)  (I  — r-l#)  . . . (1  — r— *(—*)) 

Multiplicemus  utramque  partem  huius  aequationis  per 
r r»  V r(»-»)  _ rt(«— <)' 

•prodibitque , propter 

yt+tt"-!)*  — rt{«— »)*  !(»-')“  _ rt(»+l)' 

jA+K*-!)*  __  y(»-»K»-l)+t(»-t)‘  _ rl("+»)* 

r<*+K"— i)”  — rK"-*)’,  r(n-s)(»-j)+:(»-i)*  _ riU+j)>  etc 

aequatio  sequens 

r«— '>*  + rl  ("—>)*  + rl(— »)*  + etc.  — (—  r — f—  I 
+ _|_  rt(»+i)'  + ri{»+i)'  _|_  ctc  _)_  ,.*(»-»)• 

' = (r — r-1)  (r3  — r->)  (r* — r-1) ....  (r""*— r~* +*) 
aut , partibus  membri  primi  aliter  dispositis  , 

1 +r-\-r'  + etc.  — (r  — r-1)  (r1— r-’) . . . fr"-1  — r-*+*i  . . [5] 


13. 

Fautores  membri  secundi  aequationis  [5]  ita  quoque  exhiberi  possunt 

r — r~'  — —(rn~'  — r~H+‘) 
r5—  r~3  — — (t*-4—  r_n+s) 
r4—  r~s  _=  — (r”-4  — t-”**)  etc. 

usque  ad 

• r"~*  — »■-"+*  = — (r*  — r-’) 
quo  pacto  aequatio  ista  hanc  formam  assumit : 
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W = (—  I )»<—')  (r*  — r~*)  (r4  — r~*)  (r4— r“*) (r—'  — r— +') 

Multiplicando  hanc  aequationem  per  [5]  in  forma  primitiva , prodit 

W*  = (—  i )*("— 'J  (r  — r-‘) (r*  — «"^(r5  — r~*) ....  (v*-'— r— +'} 

ubi  ( — i^f"- ')  est  vel  = -f- 1 vel  = — 1,  prout  n est  formae  4p-)-l,  vel 
formae  4 jj.  — f—  3.  Hinc 

W*  = r-*)(l— r-‘)(t— r~*) ....  (I— r"*<— ')) 

Sed  nullo  negotio  perspicitur,  r-’,  r~' r~* . . . . r_*"+’  exhibere  omnes  radices 
aequationis  jt" — 1 — 0 , radice  x = 1 excepta,  unde  locum  habere  debebit  ae- 
quatio idcntica  indefinita 

(x— r~*){x—  r_4)(x— O (x  — r-*"+*)  etc.  +x  + l 

Quamobrem  statuendo  x = 1 , fiet 

(t— r-4)(t  — r~*) (l-f-*”-*-*)  = b 

et  quum  manifesto  sit  t . aequatio  nostra  transit  in  hanc 

W*  = ±n [6] 

In  casu  itaque  eo,  ubi  n est  formae  4 ;j.  — 1 , fiet 

W — + Pr0*n  7*  — iV»-  U — 0 

Contra  in  casu  altero . ubi  n est  formae  4 p -j-  3 , fiet 

W =■  -j- »' \/ n , adeoque  T — 0 , (/  = + V " 


14. 

Methodus  art.  praec.  valorem  tantummodo  absolutum  aggregatorum  T.  U 
assignat,  ambiguumque  linquit,  utrum  statuere  oporteat  T in  casu  priori  atque 
U in  casu  posteriori  =-f-y/w,  an  = — \hi.  Hoc  autem,  saltem  pro  casu 
eo  ubi  A = 1 . ex  aequatione  [5l  sequenti  modo  decidere  licebit.  Quum  sit.  pro 
A = I. 

4 
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r — r”1  = 2i  sin «> 
r1  — r— 5 = 2 1 sin  3 <u 
r* — r— 1 = 2isin5ui  etc. , 

aequatio  ista  transmutatur  in 

W = (2  i)  •f*- 'j  sin  u>  sin  3 ui  sin  5 u» . . . sin  (n  — 2)  o» 

Iam  in  casu  eo,  ubi  n est  formae  4 (a  — t , in  serie  numerorum  imparium 

1,3,  5,  7 *(*  — 3),  {(n-j-l) (n  — 2) 

reperiuntur  J (n  — 1),  qui  sunt  minores  quam  | n , hisque  manifesto  respondent 
sinus  positivi;  contra  reliqui  J (n  — I)  erunt  maiores  quam  } n,  hisque  sinus  ne- 
gativi respondebunt:  quapropter  productum  omnium  sinuum  statuendum  est  ae- 
quale producto  e quantitate  positiva  in  multiplicatorem  ( — adeoque  W 
aequalis  erit  producto  e quantitate  rcali  positiva  in  i"— ' sive  in  1 . quoniam 
»'*=  1,  atque  n — 1 per  4 divisibilis:  i.  e.  quantitas  W erit  realis  positiva,  unde 
necessario  esse  debebit 

W — +v»,  T=+\<n 

In  casu  altero,  ubi  n est  formae  4p-j-3  in  serie  numerorum  imparium 

1,  3.  5,  7 — 1 ),  j(n  + 3)  — 2) 

priores  f(n-f-t)  erunt  minores  quam  } n , reliqui  |{n  — 3)  autem  maiores.  Hinc 
inter  sinus  arcuum  u>,  3to,  5<o....(n — 2)u>  negativi  erunt  J-(n  — 3),  adeoque  W 
erit  productum  ex  »K"— ')  in  quantitatem  realem  positivam  in  ( — i j * C”  : ’);  factor 
tertius  est  — »*(”  1 ■),  qui  cum  primo  iunctus  producit  i"-5  = »,  quoniam 
i"-*  = 1.  Quamobrem  necessario  erit 

W — -\-i\n,  atque  U ==■  + ^n 


15. 

Iam  ostendemus,  quo  pacto  eaedem  conclusiones  e progressione  in  art.  9 
considerata  deduci  possint.  Scribamus  in  aequ.  [4]  pro  zK  — jr  *,  eritque 
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, _ _i_  (»— r— Ki-r— *1  _ -si.-y  n-~y  - . 

y i_y  ~i~y  (i-yj  (i—  y)  " (>— y')  (i— jr*)  (i— y‘) 

usque  ad  terminum  m 1 tum 

= (*  — jf-’) (» H-jr-*) (i  — jr-*) ( t -hjr-4)  ..(i±jr")  • 


.-»(■  -r>('-yMi  t.-y+q  etc 


[7] 


Quodsi  hic  pro  y accipitur  radix  propria  aequationis  j/" — 1 = 0,  puta  r,  atque 
simul  statuitur  m = n — 1,  erit 


usque  ad 


i — y‘" 
i-r* 

1 — »-*“* 
«— y* 

,_r..4 

t-y 
■ — y* 

i— y™ 


l— r*_ 
l — r~* 

t — r* 
i — r * 

I- r* 

i — y 


| yiM-* 


-r 

-r*  etc. 


ubi  notandum,  nullum  denominatorum  1 — r *,  t — r 4 etc.  fieri  = 0.  Hinc 
aequatio  [7]  hancce  formam  assumit 

l-f-r+r‘--|-r,+  etc.  +rin~,>*  = (I— y')(I  + y*)(l  — r *).  . . . (1-f-y  "+') 


Multiplicando  in  membro  secundo  huius  aequationis  terminum  primum  per  ulti- 
mum , secundum  per  penultimum  etc. , habemus 

(J  — r ')(l-f  yH)  = r— y' 

— r» 

(i—y  *)(]-(- )•”"+*)  = rJ — y* 

(l  + y4)(l  — r*+*)  = r”  — r"-H  etc 

Ex  his  productis  partialibus  facile  perspicietur  conflari  productum 

(j — r-1)  (r* — y*)  (r3 — y4) . . . . (r»-*_r-*+4)(r»-*_r  "+’) 

quod  itaque  erit 

= 1 -fr-(-r4-|-r,-f-  etc.  -j-ri*-1!'  = W 

Haec  aequatio  identica  est  cum  aequ.  5]  in  art.  I 2 e progressione  prima  derivata, 
ratiociniaque  dein  reliqua  eodem  modo  adstruentur,  ut  in  artt.  13  et  14. 

. 4“ 
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16. 

Transimus  ad  casum  alterum,  ubi  n est  numerus  par.  Sit  primo  n formae 
4 pi  — (—  2 sive  impariter  par,  patetque,  numeros  fun,  (Jn-}-l)s — 1,  (lfl+2)’ — 4 etc. 
sive  generaliter  + — W per  ] /i  divisos  producere  quotientes  impares,  ad- 

eoque secundum  modulum  n congruos  fieri  ipsi  4 «.  Hinc  colligitur,  si  r sit  ra- 
dix propria  aequationis  jt"  — 1 =0,  adeoque  r**  = — 1 , fieri 

— — | 
rU»-H)*  _ _r 
rtfH-’)  — _r‘ 
r(4*+*)*  — / etc. 

Hinc  in  progressione 

1 +r+r4-(-Hl+  etc. 

terminus  r'*"  destruet  primum , sequens  secundum  etc. , adeoque  erit 
W — 0 , T = 0 , U = 0 

17. 

Superest  casus,  ubi  n est  formae  4p  sive  pariter  par.  Hic  generaliter 
{$«-{- i)* — fcX  divisibilis  erit  per  n,  adeoque 

Hinc  in  serie 

1-fr-f-r‘+r,4-  etc.  -f- >>* 

terminus  /*"*  aequalis  erit  primo,  sequens  secundo  etc. , ita  ut  fiat 

W = 2(1  — |—  r — r4  — J—  r*  — etc.  +r(,"~,>’} 

lam  supponamus,  in  aequ.  [7]  art.  15  statui  m = J n — 1,  et  pro  y accipi 
radicem  propriam  aequationis  y" — I =0,  puta  r.  Tunc  perinde  ut  in  art.  15 
aequatio  sequentem  formam  obtinet: 

l+r-fV-t-etc.  (I  — r— «"+*) 


Qigitized  by  Google 


SEBIERUM  SINGULARIUM 


29 


sive 

W=  2(l-r-,){l  + r-,)(1-r-')(!  + r-}...(t— r~‘"+‘)  . . (8) 

Porro  quum  sit  «•*"  = — I , adeoque 

t + r-1  = (1— 

1 + r-4  = —rl"-*  (1  — r-*"+‘) 
t — r * = — r'"-6  (1  — r_*"+*)  ctc. 

productumque  e factoribus  — r*"~5,  — r>n~  \ — r'B— 4 etc.  usque  ad  — r5  fiat 
= ( — | 1 r',,"n— l",  aequatio  praecedens  ita  quoque  exhiberi  potest 

W=  2(— I)1"-'  r-,)(l  — 0(1— r~’)(l—  »■“*) (i_r-‘"+1) 

Quum  halieatur 

1— r~'  = —r~'  (1— r~"+1) 

I — r— 1 = -r“*  ()_r-"+1} 

1 — r-’  — — r-5  (1— r_"+s)  etc. 
erit 

{1 — r— ‘)(1— r“*)  (I— r— ') . . .(I  — r-‘"+') 

= (—t)»"-1  r-»»"+t";i — r~,N~,){l— r~,,"_s)(i  — i--»*-4). , 

adeoque 

JV  = 2(—  t)*"-*  r-V.—  (i  — *— ')(l  — r— i— >j (, — (i_r-"+«) 

Multiplicando  hunc  valorem  ipsius  W per  prius  inventum,  adiungendoque  utrim- 
que factorem  1 — r-1",  prodit 

(1— r-*"}  W*  = 4(— — r-"+‘) 

Sed  fit 

1— r-1"  = 2 
= -1 

r~‘"  = — r‘" 

(1  — 0(1—  r-*)(l  — r-1)..  ..(t  — r-"+,)  = a 
Unde  tandem  concluditur 
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W*  = 2 rl"  n [9] 

tam  facile  perspicietur,  r*B  esse  vel  = +i  vel  == — i,  prout  scilicet  k vel 
formae  4pi— |— 1 sit,  vel  formae  4 ja  — {—  3.  Et  quum  sit 

2»  = (l+«/*,  — 2 i — ( 1 — i)* 

erit  in  casu  eo,  ubi  k est  formae  4(i+ 1 . 

W — + (1+0  V+  adeoque  T = U =■  + y n 

in  casu  altero  autem,  ubi  k est  formae  4p-{-  3, 

W — + (t  — i)  y n,  adeoque  T — — U — +y In 

IS. 

Methodus  art.  praec.  valorcs  absolutos  functionum  T,  U suppeditavit,  con- 
ditiouesque  assignavit,  sub  quibus  signa  aequalia  vel  opposita  illis  tribuenda  sint: 
sed  signa  ipsa  hinc  nondum  determinantur.  Hoc  pro  eo  casu,  ubi  statuitur  k — 1, 
sequenti  modo  supplebimus. 

Statuamus  p = cos  j m-f-isin  j ui , ita  ut  liat  r-f  p,  patetque,  propter 
p"  = — l aequationem  L8]  ita  exhiberi  posse 

W = 2(l  + pB-,;(l+p"*4)(l  + p"~*)(l  + p_’).  . . (l+p-"+4){l+p*) 

sive  factoribus  alio  ordine  dispositis 

W — 2(l  + p,)(l+p“‘)(l  + p*)(l+p-*).  • •(,  + p^"+‘){l+pB-1) 
lam  fit 

1 + pJ  = 

1 + P“‘  = 
l + p-  = 

1 + p-  = 

usque  ad 

l + p~B+*  = 

1 + p"-’  = 

Quamobrem  habetur 


2 p cos  J u> 

2p~,costo 
2 p1  cos  | <o 
2p— 4cos2ui  etc. 

2p-*B+,cos(En  — l)o> 
2p*B-1cos(fn  — |)*o 
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IV  = 2*"p*"cos^<o  cosu»  cos  | <o  ....  cosffn — f)o> 

Cosinus  in  hoc  productum  ingredientes  manifesto  omnes  positivi  sunt,  factor  p*n 
autem  fit  = cos  4 5° i sin  4 5°  = ( 1 — (—  i)  1 . Hinc  colligimus,  W esse  productum 
ex  1 + i in  quantitatem  realem  positivam,  unde  necessario  esse  debebit 

w = (l+Ov».  T=+\!n.  U=+sl« 


19. 

Operae  pretium  erit,  omnes  summationes  hactenus  evolutas,  hic  in  unum 
conspectum  colligere.  Generaliter  scilicet  est 


T — 

U = 

prout  n est  formae 

±\jn 

+\Jn 

4g 

±\Jn 

0 

4p+l 

0 

0 

4p+2 

0 

±v,« 

4p  + 3 

et  in  casu  eo , ubi  k supponitur  — 1 , quantitati  radicati  signum  positivum  tri- 
bui debet.  Omni  itaque  iam  rigore  ea,  quae  pro  valoribus  primis  ipsius  n in  art.  3 
per  inductionem  animadverteramus , demonstrata  sunt,  nihilque  superest,  nisi  ut 
signa  pro  valoribus  quibuscunque  ipsius  k in  omnibus  casibus  determinare  docea- 
mus. Sed  antequam  hoc  negotium  in  omni  generalitate  aggredi  liceat,  primo  ca- 
sus eos,  ubi  n est  numerus  primus  vel  numeri  primi  potestas,  propius  conside- 
rare oportebit. 


20. 

Sit  primo  n numerus  primus  impar,  patetque  per  ea,  quae  in  art.  10  ex- 
posuimus, esse  W = l-f-2Sr“  = I — 2 S Z?0'*,  si  statuatur  R = costo -f- « sino», 
denotante  a ut  illic  indefinite  omnia  residua  quadratica  ipsius  n inter  1 et  n — 1 
contenta.  Quodsi  quoque  per  b indefinite  omnia  non-residua  quadratica  inter 
eosdem  limites  exprimimus,  nullo  negotio  perspicitur,* omnes  numeros  ak  con- 
gruos fieri  secundum  modulum  n vel  omnibus  a vel  omnibus  b (nullo  ordinis  re- 
spectu habito),  prout  k vel  residuum  sit  vel  non -residuum.  Quamobrera  in  casu 
priori  erit 
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W=  I + 2 i;  /f  r=  I 4 224-22*  4-22" 4- etc. 


adeoque  IV  =-|-yM , si  n est  formae  4(i-)-l  , atque  W=s-\-i^n,  si  n est 
formae  4 (a  — 3. 

Contra  in  casu  altero,  ubi  k est  non-residuum  ipsius  n,  erit 
W = 1 + 2222* 

Hinc  quum  manifesto  omnes  a,  b complexum  integrum  numerorum  1,  2,  3... 
expleant,  adeoque  sit» 

222<,+S  22*  = 22+22,  + 22s+  etc.  +22’—'  = —l 
liet 

W = — 1 — 2222“  — — (i  + 22  + 22*  + 22“+etc.  4-22;"-')*) 

adeoque  W — — \!n,  si  n est  formae  t jjl -4~  1 . atque  W — — i\‘n,  si  n est 
formae  4ji4 *3. 


Ilinc  itaque  colligitur 

primo,  si  n est  formae  4p  + l,  atque  k residuum  quadraticum  ipsius  n, 

r = +v'«.  U—0 

secundo,  si  n est  formae  4p  + l,  atque  k non-residuum  ipsius  n, 

T = — V».  27=0 

tertio,  si  n est  formae  4p+3,  atque  k residuum  ipsius  n , 

T — 0,  U — + y'n 

quarto,  si  n est  formae  4p+3.  atque  k non-residuum  ipsius  b. 

T — o , U — — y n 

t 

21. 

Sit  secundo  n quadratum  altiorve  potestas  numeri  primi  imparis  p,  statua- 
turque  » = p^q,  ita  ut  sit  q vel  = 1 vel  = p.  Hic  ante  omnia  observare 
convenit,  si  X sit  integer  quicunque  per  //  non  divisibilis,  fieri 
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/x  ri)  +P’l'>'  _(_  rC' +’/'”?)'  tfr+ip’i)'  _j_  etc  _)_  rP  +n-p*?)' 

= rn  j i-l-r^+r‘^+r‘^4-  etc.  = « 

Hinc  facile  perspicietur,  fieri 

W = 1 -f-  j*"  + rv“  + r*P"  + etc.  -f 
Termini  enim  reliqui  progressionis 

l + r+Z+^+etc.  +r("-,)’ 

distribui  poterunt  in  (p% — 1 )q  progressiones  partiales,  quae  .singulae  sint  p*  ter- 
minorum, et  per  transformationem  modo  traditam  summas  evanescentes  conficiant. 

Hinc  colligitur,  in  casu  eo,  ubi  fit  q = 1.  sive  ubi  n est  potestas  numeri 
primi  cum  exponente  pari , fieri 

W = p*  — -|-\/n,  adeoque  T=+\/n,  U=  0 

Contra  in  casu  eo , ubi  q = p,  sive  ubi  n est  potestas  numeri  primi  cum 
exponente  impari , statuemus  r1'"  — p . unde  p erit  radix  propria  aequationis 
x? — 1 = 0 , et  quidem  p = cos  * 360°-)-  isin  *■  360°,  ac  dein 

W = 1 — f- p — |—  p.4  — f—  p“  — |—  etc.  -(-p^P**1- 0*  — p* ( i — p — p*  — (- p”  — J-  etc.  +p^-1^) 

Sed  summa  seriei  1 — f- p — {—  p*  — p*  — (—  etc . per  art.  praec.  determi- 

natur, unde  sponte  concluditur,  fieri 

JV  = = T,  si  fuerit  p formae  tp-f-1 

IV  — -\-i\fn  — i U,  si  fuerit  p formae  -tp-j-3 

signo  positivo  vel  negativo  valente,  prout  k fuerit  residuum  vel  non -residuum 
ipsius  p. 


22. 

Facile  quoque  ex  iis.  quae  in  artt.  20.  et  21  exposita  sunt,  derivatur  pro- 
positio sequens,  quae  infra  usum  notabilem  nobis  praestabit.  Statuatur 

W'  — i + r*-+-r'A-f  r^  + ete.  -fr**"”')’ 
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denotante  A integrum  quemcunque  per  p non  divisibilem,  eritque  in  casu  eo, 
ubi  n ~ p,  vel  ubi  n est  potestas  ipsius  p cum  exponente  impari, 

W'  = W,  si  fuerit  A residuum  quadraticum  ipsius  p 
W'  = — IV,  si  fuerit  A non-residuum  quadraticum  ipsius  p 

Patet  enim,  W'  oriri  ex  W,  si  pro  A substituatur  A A;  in  casu  priori  autem  k 
et  A A similes  erunt,  in  posteriori  dissimiles,  quatenus  sunt  residua  vel  non-resi- 
dua  ipsius  p. 

In  casu  eo  autem , ubi  n est  potestas  ipsius  p cum  exponente  pari . mani- 
festo fit  = adeoque  semper  W'  — W. 

23. 

In  artt.  20.  21.  22  consideravimus  nutneros  primos  impares,  taliumque  po- 
testates ; superest  itaque  casus , ubi  n est  potestas  binarii. 

Pro  n = 2 manifesto  fit  W = l + r = 0. 

Pro  »=4  prodit  IV  = l + = 2+  2r:  hinc  JK=2-|-2«, 

quoties  A est  formae  4 ja— f-1 . atque  W=  2 — 2 i,  quoties  A est  formae  lp-j-  3. 

Pro  n = 8 habemus  TF" 1 r — |-  r4— J—  r*— i-  r,a— |—  r**— |-  r**— J— r4*  = l+4r+2r4 

= 4r.  Hinc  erit 

W = (1  — t ) ^ 8.  quoties  A est  formae  Spt  — J—  1 
IV  = ( — l + t)v;8,  quoties  A est  formae  8(1+3 
IV  — ( — 1 — i)y'8 , quoties  A est  formae  Sp+5 
1P  = (1  — »)^8,  quoties  A est  formae  8p  + 7 

Si  n est  altior  potestas  binarii , statuamus  n — 2*“//,  ita  ut  q sit  vel  = l 
vel  =2,  atque  t maior  quam  1.  Hic  ante  omnia  observari  debet,  si  X sit  in- 
teger quicunque  per  2*'1  non  divisibilis , fieri 

+ _|_  ,.(*+»•*  ’»)*  + r(M-n -i-,)1 

= P + etc.  + = 0 

Hinc  facile  perspicietur , fieri 

IV  z=  1 + r,“”  + r”  *'"’  + etc.  + f-**? 
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.Statuamus  r~"  ' = p , eritque  p,  radix  aequationis  x4*  — 1 — 0 . et  qui- 
dem [i  = cos ~ 360°-{-»sin  - 360";  dein  fiet 

* iq  1 * 

W z=  i — J—  p-|—  p4  -|-  p®  — etc.  H—  p^3***® 

= 1 { t + p + f>4+ P*  ■+■  etc.  -f-  — l**) 

Sed  summa  seriei  I — p— H p*  — {—  p*— }—  ctc.  — per  ea,  quae  de  casibus  n — 4, 

« = 8 explicavimus,  determinatur,  unde  colligimus 

in  casu  eo,  ubi  q — I , sive  ubi  n est  potestas  numeri  4 , fieri 

}V  — (1  — |—  i) 2*  = (l-f-i}^n,  si  fuerit  k formae  4|i-f-  1 
W = (1  — i)  2*  = {1  — *)V#,  fuerit  k formae  4p-(-3 

quae  sunt  ipsissimae  formulae  pro  n — 4 traditae; 

in  casu  eo  autem,  ubi  q — 2.  sive  ubi  n est  potestas  binarii  cum  exponente  im- 
pari maiori  quam  3 , fieri 

W = (t-f-i)2*y/2  s (l  + »')\/«.  si  fuerit  k formae  8p+t 

W = ( — 1 — J— « ) 2*  y1 2 = ( — n . si  fuerit  k formae  8p-J-3 

W — ( — I — »') 2*y/2  = ( — 1 — «)V«.  si  fuerit  k formae  8p-)-5 

IV  = (I  — i) 2*y  2 = (1  — i)y'«,  si  fuerit  A formae  8p.-(-7 

quae  quoque  prorsus  conveniunt  cum  iis.  quae  pro  n — 8 tradidimus. 

24. 

Etiam  hic  operae  pretium  erit,  rationem  summae  progressionis 
W — 1 -|-  r*  r‘*  -j-  /*  -f-  etc. 

ad  W determinare , ubi  A integrum  quemcunque  imparem  denotat.  Quum  W 
oriatur  ex  W , mutando  k in  kh . valor  ipsius  W’  perinde  a forma  numeri  kh 
pendebit.  ut  W a forma  ipsius  k.  Statuamus  — l,  patetque 

I.  in  casu  eo.  ubi  » = 4 . vel  altior  potestas  binarii  cum  exponente  pari, 

fieri 

/ = 1 , si  fuerit  A formae  4p-f-1 

I = — i,  si  fuerit  A formae  4 pi  — (—  3 , atque  k formae  4 p-f-i 
I = -(-i.  si  fuerit  A formae  4p-l-3,  atque  k eiusdem  formae 
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II.  in  casu  eo,  ubi  a = 8,  vel  altior  potestas  binarii  cum  exponente  im- 
pari, fieri 

/ = I , si  fuerit  A formae  Sp-j-l, 

l — — 1,  si  fuerit  A formae  8p-}-5, 

/ = +>.  si  fuerit  vel  A formae  8p-f-3,  atque  k formae  lp-f-1 . 
vel  A formae  Sjj.— (—  7,  atque  k formae  4p+3, 

l — — »,  si  fuerit  vel  A formae  8p-(-3,  atque  k formae  -I jj.  — |—  3, 
vel  A formae  Sp+7,  atque  k formae 

Per  praecc.  determinatio  summae  W pro  iis  casibus,  ubi  n est  numerus 
primus  vel  numeri  primi  potestas,  complete  perfecta  est:  supereat  itaque,  ut  eos 
quoque  casus  absolvamus,  ubi  n e pluribus  numeris  primis  compositus  est,  huc 
viam  uobis  sternet  theorema  sequens. 

25. 

Theorema.  Sit  n productum  e duobus  integris  positivis  inter  se  primis  a,  b, 
statuaturque 

P = t + raa-j-  r*“H- + etc. 

Q = 1 4-rM-fr4“4-r*Ai-(-  etc.  + 

Tum  dico  fore  IV  — PQ. 

Demonstr.  Designet  a indefinite  numeros  u,  1,  2,  3 ... . a — t,  0 indefinite 
numeros  0,  1,  2,  3 ... . b — t,  v indefinite  numeros  0,  1.  2,  3 ... . n — 1.  Tunc 
patet  esse 

p V q _ V J.6410  J y V r ' < 

Hinc  erit  PQ  — substituendo  pro  a et  6 omnes  valores,  omnibus  mo- 

dis inter  se  combinatos;  hinc  porro  propter  2aba6  = 2alin.  erit  P Q — £re,6+*®)\ 
Sed  nullo  negotio  perspicitur,  singulos  valores  ipsius  aG-\-ba  inter  se  diversos 
esse,  ntque  alicui  valori  ipsius  v aequales.  Ilinc  erit  PQ  W. 

Ceterum  notandum  est,  raa  esse  radicem  propriam  aequationis  — 1 = 0, 
atque  r44  radicem  propriam  aequationis  ,r“ — 1 — 0. 
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26. 

Sit  porro  n productum  e tribu»  numeris  inter  se  primis  o,  b,  c,  patetque,  si 
statuatur  bc  — b',  etiam  a et  b'  inter  se  primos  fore;  adeoque  W productum 
e duobus  factoribus 

1 + ru*-\-r*aa  + t*,"+  etc. 
l +»*'*+»■*'* +1*'*+  etc.  O'4  4’ 

Sed  quum  rau  sit  radix  propria  aequationis  xbr  — 1 =0,  erit  ipse  factor  prior 
productum  ex 

1 + p44 + p‘44 + p"44  + etc.  + p^')'44 
1 + p" + p*"  + p,re  -+-  etc.  + pi4-')^ 

si  statuitur  r°a  — p.  Hinc  patet,  \V  esse  productum  c factoribus  tribus 

, r«<M» _|_  faan _J_  ct<J  +rC»~«)W 

1 _f_  44_J_  r»o«M_j_  pfa r(o— l)*««AS 

ubi  r44”,  r"ar' , ra"ii  erunt  resp.  radices  propriae  aequationum  ,r“ — t = 0, 
.r4— 1 = 0,  jf—  | = o. 


27. 


Hinc  facile  concluditur  generaliter , si  n sit  productum  c factoribus  quot- 
cunque  inter  se  primis  a,  b,  c etc.,  W fieri  productum  e totidem  factoribus,  qui 
sint 


nn  4n«  9nn  fa—  l ),wi» 

l + r®a  + ra*+raa  + etc,  +r  aa 

»»  imi  mn  U-ihM 

I -|- r44 -f- r 44  -)-r*4  -(-  etc.  -f-r  44 

i»n  irr  Rrh  (e  < )*wn 

1 + rct  -+-  r cr  -|- r“  -f-  etc.  + r “ etc. 

«ii  s»  nn  i 

ubi  r°°,  rW.  r"  etc.  erunt  radices  propriae  aequationum  r“  — 1=0.  .r — 1=0. 

jf  — 1=0  etc. 


28. 

Ex  his  principiis  transitus  ad  determinationem  completam  ipsius  W’  pro  va- 
lore  quocunque  ipsius  w sponte  iam  obvius  est.  l)c componatur  scilicet  n in  facto- 
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res  a.  b,  c etc.  tales,  qui  sint  vel  numeri  primi  inaequales,  vel  potestates  nume- 
rorum  primorum  inaequalium,  statuatur  raa  = A,  rw  = Ii.  r«  — C etc., 
eruntque  A,  B,  C' etc.  radices  propriae  aequationum  — I = o,  .r4 — t = 0. 
xr — I = o etc.,  atque  W productum  e factoribus 

1 + A + A* + A*  + etc.  + Al“-'? 
l+U-t-J3‘  + //l,+  etc. 

1 + C+Crf+C°4-  etc.  + etc. 

Sed  lii  singuli  factores  per  ea,  quae  in  artt  20  21.  23  docuimus,  determinari  po- 
terunt. unde  etiam  valor  producti  innotescet,  llegulas  pro  determinandis  illis 
faetoribus  hic  in  unum  obtutum  collegisse  haud  inutile  erit.  Quum  radix  A liat 

__  in  _ mo  ? aggregatum  I -(- ,1  + -l4  + A’ -f-  etc.  ')*,  quod  per  L denota- 

**  **  t 

bimus,  perinde  per  numerum  — determinabitur,  ut  in  disquisitione  nostra  gene- 
rali >V  jKir  k.  Duodecim  iam  casus  sunt  distinguendi. 

I.  Si  a est  nuincrus  primus  formae  4 ;jt  — j—  1 , puta  ~p,  vel  potestas  talia 
numeri  primi  cura  exponente  impari , simulque  residuum  quadraticum  ipsius 
p , erit  L =-\-^  a. 

1 # ...  kn  . ... 

II.  Si  manentibus  reliquis  est  iion-residliuin  quadraticum  ipsius  p, 

erit  L = — ^a. 

III.  Si  a est  numerus  primus  formae  4p-4-  3 , puta  — p,  vel  potestas  ta- 
lis numeri  primi  cum  exponente  impuri,  simulque  k"  residuum  quadraticum 
ipsius  p , erit  I*  — -f-iya. 

IV'.  Si,  manentibus  reliquis  ut  in  III,  ^ est  non-residuum  quadraticum 
ipsius  p,  erit  L = — i>Ja. 

V.  Si  a est  quadratum . altiorve  potestas  numeri  primi  (imparis)  cum  ex- 
ponente pari.  erit  L=--\-yJa. 

VI.  Si  n = 2,  erit  L = 0. 

VII.  Si  a — 4 . altiorve  potestas  binarii  cum  exponente  pari,  simulque 
formae  ip-f-1,  erit  L = 

VIII.  Si,  manentibus  reliquis  ut  in  VII,  k~  est  formae  4p-(-3.  erit 
L — (1  — i)\jo. 

IX.  Si  a _=  8,  altiorve  potestas  binarii  cum  exponente  impari,  simulque 
formae  S ji— (— 1 . erit  /j  — (l-f-t)^a. 
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X.  Si,  manentibus  reliquis  ut  in  IX,  — est  formae  S(i  + 3,  erit 
L = ( — > H—  *)V/a- 

XI.  Si  manentibus  reliquis  *o"  est  formae  S|i+5,  erit  L — { — I — i)\a. 

XII.  Si  manentibus  reliquis  est  formae  S(i-4-7.  erit  L — (l  — j)^a. 

251. 

Sit  exempli  caussa  n = 2530  = 6 .9.5.7,  atque  k = 13.  Hic  erit 

pro  a = 8,  per  casum  XII,  L — !\  — i)\/ S 
pro  factore  9.  per  casum  V,  summa  respondens  erit  = y 'J 

pro  factore  5.  per  casum  II.  summa  respondens  erit  = — y'  5 

pro  factore  7,  per  casum  111,  summa  respondens  erit  = + iy  7 

Hinc  fit  W ■■=  (I  — i).( — i).yj 2520  = ( — 1 — i)y'2520. 

Sit  pro  eodem  valore  ipsius  n , k = 1 : tunc  resjiondebit 

factori  8 summa  ( — l4-»)y^8 
factori  9 summa  y'  9 
factori  5 summa  y 5 
factori  7 summa  — 

Hinc  conflatur  productum  W — (1  + 1)^2520. 

30. 

Methodus  alia . summam  W generaliter  determinandi , petitur  ex  iis,  quae 
in  artt.  22.  24  exposita  sunt.  Statuamus  cos  to -}- i sin  io  — f< , atque 

nn  nn  nn 

p““  = a,  p»  = t»,  prc  = y etc. 

ita  ut  habeatur  r — . A = a1 , B = 6* . C — y*  etc.  Tunc  erit 

l + p+p*  + p*+  etc.  +p("-l)’ 

productum  e factoribus 

l-f-a+a*+a,+ etc.  +a^0— 
i-f-6  4-  6‘  -f  6*  etc.  + 

1 4*  7 + y*  4*  y*  4~  etc.  + 'J'  etc. 
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adeoque  W productum  e factoribus 

i+P+P*  + p'+  etc.  +p  f*-1)' 

1+  .1  + A‘  + A'  + etc.  + Ai—')' 
i + i + n‘  + <f  + etc.  + «(*-)* 
i + II  + B'  + IT + etc.  + 

I + 5 + t*  + 6"  + «tc.  + «(*-)’ 
t + C + C'  + ('  + Hc.  + tV-)‘ 
t +7  + 7*  + 7*  + «*•  +7('“‘)* 

Ium  factor  primus  w determinatus  est  per  disquisitiones  supra  traditas  (art.  19); 
factores  reliqui  vero  81,  35.  S etc,  prodeunt  per  formulas  artt.  22.  24,  quas  ut 
omnia  iuncta  habeantur,  hic  denuo  colligimus*).  Duodecim  casus  hic  sunt  distin- 
guendi, scilicet 

I.  Si  a est  numerus  primus  (impar)  = p.  vel  talis  numeri  potestas  cum 
exponente  impari,  atque  k residuum  quadraticum  ipsius  p . erit  factor  respon- 
dens 81  — +1. 

II.  Si  manentibus  reliquis  k est  non-residuum  quadraticum  ipsius  p.  erit 
81  = —1. 

III.  Si  a est  quadratum  numeri  primi  imparis,  altiorve  eius  potestas  cum 
exponente  pari,  erit  81  = -4-1. 

IV.  Si  a est  = 4 , aut  altior  binarii  potestas  cum  exponente  pari,  simul- 
que  k formae  4p-f-l,  erit  2t  = -|-1. 

V.  Si,  manentibus  reliquis  ut  in  IV,  k est  formae  1|a+3,  atque  - 

formae  4 p.  — (—  1 , erit  81  = — ». 

VI.  Si,  manentibus  reliquis  ut  in  IV,  k est  formae  4p-f-3,  atque  “ 

formae  4p+3,  erit  3 = -f-  i. 

VII.  Si  a est  =8,  aut  altior  binarii  potcstns  cum  exponente  impari, 
atque  k formae  8p.  — 1 , erit  81  = -J-l. 

VIII.  Si,  manentibus  reliquis  ut  in  VI 1,  A:  est  formae  8p-)-5,  erit  31= — I. 

IX.  Si.  manentibus  reliquis  ut  in  VII , k est  formae  S|a  + 3,  atque  - 

formae  4p-)-1,  erit  81  = -J-«. 

•)  Manifesto,  quae  illic  erant  k et  A,  hic  erunt  *-  ct  k rmpcctu  factori*  aecundi , ■"  et  A rc*pectu 
factori*  tertii  etc. 


W — 
81  = 

» = 
6 = 
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X.  Si,  manentibus  reliquis  ut  in  VII,  k est  formae  8(i+3,  atque  " 
formae  3,  erit  21  = — i. 

XL  Si,  manentibus  reliquis  ut  in  VII,  k est  formae  Sp-|-7.  atque  - 
formae  -1  jx  — (—  1 erit  21  = — i. 

XII.  Si.  manentibus  reliquis  ut  in  VII,  k est  formae  Sji-f-  7,  atque  " 
formae  4(i— f—  3 , erit  21  = -|-  i. 

Casum  eum , ubi  a — 2 , praeterimus ; hic  quidem  21  foret  = J sive  in- 
determinatus , sed  tunc  semper  IV  = 0. 

Faetores  reliqui  3?,  £ etc.  perinde  pendent  a b,  c etc. , ut  21  ab  a.  quate- 
nus in  illorum  determinationem  ingrediuntur. 

31. 

Secundum  hanc  methodum  alteram  exemplum  primum  art.  29  ita  se  habet : 
Factor  w fit  = (l-f-i)^2520 

Pro  o = 8 factor  respondens  21  fit,  per  casum  VIII,  = — 1 
Factori  ipsius  n secundo  9 respondet  factor  -)- 1 ;per  casum  III.) 
Factori  5 respondet  factor  — 1 (per  casum  II.) 

Factori  7 respondet  factor  — 1 (per  casura  II.) 

Hinc  conflatur  productum  H'  = ( — 1 — »)y,2520.  ut  in  art.  29. 

32. 

Quum  valor  ipsius  IV  per  methodos  duas  determinari  possit,  quarum  altera 
relationibus  numerorum  ~ , — etc.  ad  numeros  a,  b,  c etc.  innititur,  altera 
vero  a relationibus  ipsius  k ad  numeros  a.  b,  c etc.  pendet,  inter  omnes  has  re- 
lationes nexus  quidam  conditionalis  intercedere  debet,  ita  ut  quaeris  e reliquis 
determinabilis  esse  debeat.  Supponamus,  omnes  numeros  a.  b,  c etc.  esse  nume- 
ros primos  impares,  atque  A-  accipi  = 1;  distribuanturque  factores  a.  b,  c etc.  in 
duas  classes,  quarum  altera  contineat  eos  , qui  sunt  formae  4 p.  — (—  I , et  qui  deno- 
teutur  per  p,  p’,  p’  etc. , altera  vero  constet  ex  iis,  qui  sunt  formae  4p-f-  3,  et 
qui  exprimantur  per  q,  q' , q"  cic. : multitudinem  posteriorum  designabimus  per  m. 
His  ita  factis,  observamus  primo,  » fieri  formae  4p-f-1,  si  m fuerit  par  (quorsum 
etiam  referri  debet  casus  is,  ubi  factores  classis  alterius  omnino  desunt,  sive  ubi 
m = 0),  contra  » fieri  formae  4p-f-3,  si  n»  fuerit  impar.  Iam  determinatio 
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ipsius  W per  methodum  primam  ita  perficitur.  Pendeant  numeri  P,  lv,  P"e tc., 

Q.  Q',  Q"  c tc.  ita  a relationibus  numerorum  — , ",  ~ etc.,  — , — etc.  ad  nu- 
, , , P'  P P 9 11 

meros  p,  p , p etc..  q,q,q  etc.  resp. , ut  statuatur 

P — -f-l,  s*  — est  residuum  quadraticum  ipsius  p 

P = — J,  si  ~ est  non-residuum  quadraticum  ipsius  p 

et  perinde  de  reliquis.  Tunc  erit  W productum  e factoribus  F\/>,  P'\Jp,  P\/p~etc., 
iQ\!q.  <Q‘\Jq\  iQ"\Jq"  etc. , adcoquc 

W = PP  P". . . Q QQ”.  . . 

Per  methodum  secundam , aut  potius  statim  per  praecepta  art.  1 9 , erit 

}V  = si  » est  formae  1 pu  — 1 , vel  quod  eodem  redit,  si  m est  par 

rv  = + i\'  n.  si  n est  formae  4p.-)-3,  vel  si  m est  impar 

Utrumque  casum  simul  complecti  licet  per  formulam  sequentem: 

W — 

Hinc  itaque  colligitur 

PP  P".  . . QQ'Q". . . = imm~m 

Sed  fit  = 1.  quoties  m est  formae  4p  vel  4 (a  — |—  I , atque  = — I.  quo- 

ties m est  formae  4p-j-  2 vel  4p-(-3,  unde  deducimus  sequens  elegantissimum 
Theoukma.  Denotantibus  a.  b.  c etc.  numeros  primos  impares  positivos  inae- 
quales. quorum  productum  statuitur  =»,  et  inter  quos  m sint  formae  I jx  — {—  3 , re- 
liqui formae  4p-f- 1 ; multitudo  eorum  ex  his  numeris  a,  b.  c etc.,  quorum  non-resi- 
dua  resp.  sunt  — etc. , par  erit,  ipwties  m est  formae  4 p vel  4 ja— )—  1 . impar 

rero,  quoties  m est  formae  4 ja— J—  2 vel  lp-|-3. 

Ita  e.  g.  statuendo  o = 3,  4 — 5,  c = 7,  d = 1 1 , hahemus  tres  numeros 
formae  4p-j-3,  puta  3,7  et  11;  est  autem  5.7.11JZ3:  3.7.11  Rb:  3.5.1  \Hl; 
3.5.74V11,  sive  unicus  ” est  non-residuum  ipsius  d. 

33. 

Celeberrimum  theorema  fundamentale  circa  residua  quadratica  nihil  aliud  est. 
nisi  casus  specialis  theorematis  modo  evoluti.  limitando  scilicet  multitudinem 
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numerorum  a,  b,  c etc.  ad  duos,  patet,  si  unus  tantum  ex  ipsis,  vel  neuter,  sit 
formae  4p-|-3,  fieri  debere  vel  simul  a lib,  blta,  vel  simul  a Nb,  b Na ; con- 
tra si  uterque  est  formae  4p-j-3,  unus  ex  ipsis  alterius  non-residuura  esse 
debebit , atque  hic  illius  residuum.  E11  itaque  demonstrationem  quartam  huius 
gravissimi  theorematis , cuius  demonstrationem  primam  et  secundam  in  Disqui- 
‘ sitionibus  Arithmeticis,  tertiam  nuper  in  commentatione  peculiari  tradidimus 
( Commenti . T.  XVI):  duas  alias  principiis  rursus  omnino  diversis  innitentes  in 
posterum  exponemus.  Summopere  sane  est  mirandum,  quod  hoccc  venustissimum 
theorema , quod  primo  omnes  conatus  tam  pertinaciter  eluserat , tot  postea  viis 
toto  coelo  inter  se  distantibus  adiri  potuerit. 


34. 

Etiam  theoremata  reliqua,  quae  quasi  supplementum  ad  theorema  funda- 
mentale efficiunt , scilicet  per  quae  dignoscuntur  numeri  primi , quorum  residua 
vel  non-residua  sunt  — t,  -j-2  et  — 2,  ex  iisdem  principiis  derivari  possunt. 
Incipiemus  a residuo  -f-  2. 

Statuendo  » = Sa,  ita  ut  a sit  numerus  primus,  atque  k — I,  per  me- 
thodum art.  29.  W erit  productum  e duobus  factoribus,  quorum  alter  erit 
vel  -f-iy'a,  si  8,  vel  quod  idem  est  2,  est  residuum  quadraticum  ipsius  a;  con- 
tra — \ja  vel  — i>Ja,  si  2 est  non-residuum  ipsius  a.  Factor  secundus  autem  est 

(l-H)\/8,  si  a est  formae  8p-f-  1 
( — 1 + i)V®'  si  a est  formae  8jx  — |—  3 
( — 1 — i )y/  8 , si  a est  formae  8p-)-  5 
(1  — 0^8,  *i  a est  formae  8p  -f-  7 


Sed  per  art.  18  semper  erit  W = ( 1 — » ) y/  n ; dividendo  hunc  valorem  per  qua- 
tuor  valores  factoris  secundi . patet , factorem  primum  fieri  debere 


-\-\Ja,  si  a est  formae  9p-}-! 

— i\Ja,  si  a est  formae  8|i-f-3 

— \]a,  si  a est  formae  8p-f-5 
+ i\Ja.  si  a eRt  formae  8p-|-7 


Hinc  sponte  sequitur,  in  casu  primo  et  quarto  2 esse  debere  residuum  ipsius  a, 
in  casu  secundo  et  tertio  autem  non-residuum. 
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SUMMATI0  QUARUMDAM 


35. 

Numeri  primi,  quorum  residuum  vel  non-rcsiduum  est  — 1.  facile  dignos- 
cuntur adiuinento  theorematis  sequentis,  quod  etiam  per  se  ipsum  satis  memo- 
rabile est. 

Theorema.  Productum  e duobus  factoribus 

\r  = 1 -f  r~'  + r~*  + etc. 

W = 1 +r+r*-f  etc. 

est  — n , si  n est  impar-,  vel  =0,  si  n est  impariter  par;  vel  —2  n,  si  n est 
pariter  par. 

Demonstr.  Quum  manifesto  fiat 

W = + etc.  -f-r"" 

— r‘  -f-  r*  -}-  etc.  +rf"+,>' 

= r*  •+•  etc.  -f-  r(n+^'  etc. 

productum  WW’  ita  quoque  exhiberi  poterit 

l+r+r‘-f  ^-(-ctc.  -4-rt"-1)' 

-fr_1  (r-fV+^  + r^+etc.  +r"") 

-f  r~*  (r4 + r*  + rM  -f  r*3  + etc.  -f-  r("+,)' ) 

-f-r-*  (r,-f-r'*-|-rIa-|-r“+ etc-  ) 

etc. 

+ fH—O'  _|_  r"»  _|_  r («+')‘  _j_  r("+1)'  + etc.  + r<*— *)’ ) 

quod  aggregatum  verticaliter  summatum  producit 

n 

+r  (1+rr-|-r‘-f  r*  + etc. 

-f  r'(l  + r4  + r*4-r”-f-etc.  +r**“*) 

-+-r*(l  + r,-J-rl,+  rI,+  etc.  -fr*"-*) 

-+-  etc. 

-f-  { 1 4-  r”*-'  -f-  r,n— ‘ r*"-*  4-  etc.  -f-  ) 

lam  si  n impar  est,  singulae  partes  huius  aggregati,  praeter  primam  a.  erunt 
= 0 ; secunda  enim  manifesto  fit  r - , tertia  r etc.  Quoties  vero  n 

par  est,  excipere  insuper  oportebit  partem 
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r1*"  (l-f-r*  — r3"  — f—  etc.  + 

quae  fit  = n r:"".  In  casu  priori  itaque  fit  WlV—n,  in  posteriori  autem 
= n -J-nr1"";  sed  r*""  fit  = +1  , si  n est  pariter  par.  tunc  itaque  prodit 
W W’  — 2«;  contra  fit  r*""  = — I,  si  n est  impariter  par.  ubi  itaque  evadit 
WW'=  0.  Q.  E.  D. 

36. 

Iam  per  art.  22  constat,  si  n sit  numerus  primus  impar,  J|;  fieri  = -(-  1 
vel  — — l,  prout  — 1.  fuerit  residuum  vel  non-residuuin  ipsius  n.  Hinc  in  casu 
priori  esse  debebit  W7*  = + «,  in  posteriori  H7’  = — n;  quamobrem  per  art.  13 
concludimus . casum  priorem  tunc  tantum  locum  habere  posse,  quando  n sit  for- 
mae 4 jx  — J—  1 , casumque  posteriorem , quando  n sit  formae  4p-f-3. 

Denique  e combinatione  conditionum  pro  residuis  -f-  2 et  — 1 inventarum 
sponte  sequitur,  — 2 esse  residuum  cuiusvis  numeri  primi  formae  Sp-f-1  vel 
Sp-f-3,  atque  non-residuum  cuiusvis  numeri  primi  formae  8|a  — H 5 vel  Sp-J-7. 
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Theorema  fundamentale  de  residuis  quadraticis . quod  inter  pulcherrimas 
arithmeticae  sublimioris  veritates  refertur,  facile  quidem  per  inductionem  de- 
tectum , longe  vero  difficilius  demonstratum  est.  Saepius  in  hoc  genere  accidere 
solet,  ut  veritatum  simplicissimarum , quae  scrutatori  per  inductionem  sponte 
quasi  se  offerunt,  demonstrationes  profundissime  lateant  et  post  multa  demum 
tentamina  irrita,  longe  forte  alia  quam  qua  quaesitae  erant  via,  tandem  in  lucem 
protrahi  possint  Dein  haud  raro  fit,  quum  primum  una  inventa  est  via,  ut  plu- 
res  subinde  patefiant  ad  eandem  metam  perducentes,  aliae  brevius  et  magis  di- 
recte, aliae  quasi  es  obliquo  et  a principiis  longe  diversis  exorsae,  inter  quae  et 
quaestionem  propositum  vix  ullum  vinculum  suspicatus  fuisses.  Mirus  liuiusraodi 
nexus  inter  veritates  abstrusiores  non  solum  peculiarem  quandam  venustatem  hisce 
contemplationibus  conciliat,  sed  ideo  quoque  sedulo  investigari  atque  enodari  me- 
retur, quod  haud  raro  nova  ipsius  scientiae  subsidia  vel  incrementa  inde  demanant. 

Etsi  igitur  theorema  arithmeticum,  de  quo  hic  agetur,  per  curas  anteriores, 
quae  quatuor  demonstrationes  inter  se  prorsus  diversas*)  suppeditaverunt,  plene 

*)  I)u«e  expositae  *unl  in  Diaquiaitionum  Arithmeticarum  Sect.  quarta  et  quinto;  tertio  in  commenta- 
tione jK*culinri  (Commenti.  Soe.  Gotting.  Vot.  XVI),  quarta  inserta  est  commentationi:  8ummatio  quarundam 
tenerum  lingularium  (Commentt.  Recentiorr»,  Voi.  /). 
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absolutum  videri  possit,  tamen  denuo  ad  idem  argumentum  revertor,  duasque 
alias  demonstrationes  adiungo,  quae  novam  certe  lucem  huic  rei  affundent.  Prior 
quidem  tertiae  quodammodo  aflinis  est,  quod  ab  eodem  lemmate  proficiscitur; 
postea  vero  iter  diversum  prosequitur,  ita  ut  merito  pro  demonstratione  nova  ha- 
beri possit,  quae  concinnitate  ipsa  illa  tertia  si  non  superior  saltem  haud  inferior 
videbitur.  Contra  demonstratio  sexta  principio  plane  diverso  subtiliori  innixa 
est  novumque  sistit  exemplum  mirandi  nexus  inter  veritates  arithmeticas  primo 
aspectu  longissime  ab  invicem  remotas.  Duabus  hisce  demonstrationibus  adiun- 
gitur  algoritlimus  novus  persimplex  ad  diiudicandum,  utrum  numerus  integer  da- 
tus numeri  primi  dati  residuum  quadratieum  sit  an  non-residuum. 

Alia  adhuc  affuit  ratio,  quae  ut  novas  demonstrationes,  novem  iam  abhinc 
annos  promissas , nunc  potissimum  promulgarem , effecit.  Scilicet  quum  inde  ab 
anno  1S>05  theoriam  residuorum  cubicorum  atque  biquadraticorum , argumentum 
longe  difficilius,  perscrutari  coepissem , similem  fere  fortunam,  ac  olim  in  theoria 
residuorum  quadrati  eorum,  expertus  sum.  Protinus  quidem  theoremata  ea,  quae 
has  quaestiones  prorsus  exhauriunt,  et  in  quibus  mira  analogia  cum  theorematibus 
ad  residua  quadratica  pertinentibus  eminet,  per  inductionem  detecta  fuerunt,  quam 
primum  via  idonea  quaesita  essent:  omnes  vero  conatus,  ipsorum  demonstrationibus 
cx  omni  parte  perfectis  potiundi,  per  longum  tempus  irriti  manserunt.  Hoc  ipsum 
incitamentum  erat,  ut  demonstrationibus  iam  cognitis  circa  residua  quadratica 
alias  aliasque  addere  tantopere  studerem,  spe  fultus,  ut  ex  multis  methodis  di- 
versis una  vel  altera  ad  illustrandum  argumentum  affine  aliquid  conferre  |x>sset. 
Quae  spes  ncutiquam  vana  fuit,  laboremque  indefessum  tandem  successus  pro- 
speri sequuti  sunt.  Mox  vigiliarum  fructus  in  publicam  lucem  edere  licebit:  sed 
antequam  arduum  hoc  opus  aggrediar,  semel  adhuc  ad  theoriam  residuorum  qua- 
draticorum  reverti , omnia  quae  de  eadem  adhuc  su|)ersunt  agenda  absolvere,  at- 
que sic  huic  arithmeticae  sublimioris  parti  quasi  valedicere  constitui. 
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THEOREMATIS  EUNDA  MENTA  LIS  IN  THEORIA  RESIDUORVM  Q UADRA  VICORUM 
DEMONSTRATIO  QUINTA. 


I. 

In  introductione  iam  declaravimus,  demonstrationem  quintam  et  tertiam  ab 
eodem  lemmate  proficisci,  quod  commoditatis  caussa,  in  signis  disquisitioni  prae- 
senti adaptatis  hoc  loco  repetere  visum  est. 

Lemma.  Sit  m numerus  /trimus  ( positivus  impar 1 , M integer  per  m non  divi- 
sibilis; capiantur  residua  minima  positiva  numerorum 


M.  2 M,  3.1/,  4 M ] ( m — I ) M 


secundum  modulum  m , quae  partim  erunt  minora  quam  } m . partim  maiora : poste- 
riorum multitudo  sit  = n.  Tunc  erit  M residuum  quadraticum  ipsius  m , rei  non- 
residuum , prout  n par  est , vel  impar. 

Demonstk.  Sint  e residuis  illis  ea,  quae  minora  sunt  quam  J m,  haec  a.  b.  c.  d 
etc.,  reliqua  vero,  maiora  quam  1«,  haec  a',  4',  c,  d'  etc.  Posteriorum  comple- 
menta ad  m,  puta  m—a',  m — b‘,  m — c,  m — d'  etc.  manifesto  cuncta  minora 
erunt  quam  { m.  atque  tum  inter  se  tum  a residuis  a,  b,  c,  d etc.  diversa,  quam- 
obrem  cum  his  simul  sumta,  ordine  quidem  mutato,  identica  erunt  cum  omnibus 
numeris  1,  2,  3,  4 ....  ^(m  — 1).  Statuendo  itaque  productum 

1.2. 3. 4 f (m  — 1 ) ■=  P 

erit 


adeoque 


P — abed . . . . x (m  — d)  (m  — b')[m — e’)(m  — d') ... . 
( — 1)"  P = abed .... . X (a' — n»)  {b’ — m)(c' — m)(d' — m . . . 


Porro  fit,  secundum  modulum  m, 

*{'"— *)  = abed. . x.db'c'd' . . = abed  . . x(a' — m [b' — «)(e — m'  d' — m).. 


adeoque 


PMilm' '>=  P(—  1)" 


Iiinc  0 — | . accepto  signo  superiori  vel  inferiori,  prout  n par  est  vel 

impar,  unde  adiumento  theorematis  in  Disquisitionibus  Arithmeticis  art.  106  de- 
monstrati lemmatis  veritas  sponte  demanat. 


7 


52  THEOREMATIS  FUNDAMENTALIS  IS  DOCTRINA  DE  RESIDUIS  QUADUAT1CIS 

2. 

Theorema.  Sint  m.  M integri  positivi  impares  inter  se  primi , n multitudo 
eorum  e residuis  minimis  positivis  numerorum 

M,  2M.  3 M 

secundum  modulum  m , quae  sunt  maiora  quam  {m ; ac  perinde  N multitudo  eorum 
e residuis  minimis  positivis  numerorum 

m,  2 m.  3 m J [M — l)m 

secundum  modulum  M,  quae  sunt  maiora  quam  J M.  Tunc  tres  numeri  n . A\ 
|(m  — 1)(J/ — 1)  vel  omnes  simul  jmres  erunt , vel  unus  juir  duoque  reliqui  impares. 

Demonstr.  Designemus 

per  f complexum  numerorum  I,  2,  3 l{m — I) 

per  f complexum  numerorum  m — I,  m — 2,  m — 3 .....  J (/»  + !) 

per  F complexum  numerorum  1,  2,  3 } (3f — 1) 

per  F'  complexum  numerorum  3/ — t,  M — 2.  M — 3 j (3/ -f-  I 

Indicabit  itaque  n,  quot  uumeri  3/ f residua  sua  minima  jiositiva  secundum 
modulum  m liabeant  in  complexu  f . et  perinde  A'  indicabit,  quot  numeri  mF 
habeant  residua  sua  minima  positiva  secundum  modulum  3/  ili  complexu  F'. 
Denique  designet 

f complexum  numerorum  I,  2.  3 ! ; m 3/  — 1) 

<f'  complexum  numerorum  mM — 1,  m3I — 2.  m M — 3 J i«3/+l) 

Quum  quilibet  integer  per  m non  divisibilis  secundum  modulum  m vel  alicui  re- 
siduo ex  / vel  alicui  ex  f congruus  esse  debeat,  ae  perinde  quilibet  integer  per 
M non  divisibilis  secundum  modulum  3/  congruus  sit  vel  alicui  residuo  ex  F vel 
alicui  ex  F':  omnes  numeri  f , inter  quos  manifesto  nullus  per  m et  3/  simul 
divisibilis  occurrit,  in  octo  classes  sequenti  modo  distribui  possunt. 

I . In  prima  classe  erunt  numeri  secundum  modulum  m alicui  numero  ex  /, 
secundum  modulum  M vero  alicui  uumero  ex  F congrui.  Designabimus  multi- 
tudinem horum  numerorum  per  a. 
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II.  Numeri  secundum  modulos  m,  M resp.  numeris  es  f.  F'  congrui,  quo- 
rum multitudinem  statuemus  = 6. 

III.  Numeri  secundum  modulos  m.  M resp.  numeris  ex  /',  F congrui, 
quorum  multitudinem  statuemus  y. 

IV.  Numeri  secundum  modulos  m,  M resp.  numeris  ex  /',  F’  congrui, 
quorum  multitudo  sit  — e. 

\r.  Numeri  per  m divisibiles,  secundum  modulum  M vero  residuis  ex  F 
congrui. 

VI.  Numeri  per  i»  divisibiles,  secundum  modulum  M vero  residuis  ex  F' 
congrui. 

VII.  Numeri  per  ,1/  divisibiles,  secundum  modulum  m autem  residuis  ex 
f congrui. 

VI II.  Numeri  per  M divisibiles,  secundum  modulum  m vero  residuis  ex 
f'  congrui. 

Manifesto  classes  V et  VI  simul  sumtae  complectentur  omnes  numeros  mF, 
multitudo  numerorum  in  VI  contentorum  erit  = N,  adeoque  multitudo  nume- 
rorum in  V contentorum  erit  i (M — 1)  — N.  Perinde  classes  VII  et  VIII  simul 
sumtae  continebunt  omnes  numeros  Mf,  in  classe  VII I reperientur  n numeri, 
in  classe  VII  autem  | 'm — 1)  — n. 

Prorsus  simili  modo  omnes  numeri  f'  in  octo  classes  IX  — XVI  distribuen- 
tur, in  quo  negotio  si  eundem  ordinem  servamus,  facile  perspicietur . numeros 
in  classibus 

IX,  X.  XI,  XII,  XIII,  XIV.  XV.  XVI 
contentos  resp.  esse  complementa  numerorum  in  classibus 

IV,  III.  II,  I,  VI,  V,  VIII,  VII 

contentorum  ad  mM.  ita  ut  iu  classe  IX  reperiantur  c numeri;  in  classe  X,  y 
et  sic  porro.  Iam  patet,  si  omnes  numeri  primae  classis  associentur  cum  omni- 
bus numeris  classis  nonae,  haberi  omnes  numeros  infra  mM,  qui  secundum  mo- 
dulum m alicui  numero  ex  f,  secundum  modulum  M vero  alicui  numero  ex  F 
sunt  congrui . quorumque  multitudinem  aequalem  esse  multitudini  omnium  com- 
binationum  singulorum  f cum  singulis  F.  facile  perspicitur.  Habemus  itaque 

a+£  =•  | «i  — l . 3/  — l 
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sitnilique  ratione  etiam  erit 

«+7=  *(»-*)(*-«) 

lunetis  omnibus  numeris  classium  II,  IV,  VI,  manifesto  habebimus  omnes 
numeros  infra  fmAf,  qui  alicui  residuo  ex  F'  secundum  modulum  Af  congrui 
sunt.  Iidem  vero  numeri  ita  quoque  exhiberi  possunt : 

F',  M+F',  2 Af-f-  F\  3 M+F' }(m  — 3:  Af-f-F' 

unde  omnium  multitudo  erit  = f(w — 1 ) ,A/ — 1),  sive  habebimus 

64-S-4-JV  = l-(m  — l){Af — 1) 

1’erinde  e iunctione  omnium  classium  III,  IV,  VIII  colligere  licet 
7 + S-f  " = l(w— l)(Af— 1) 

Ex  his  quatuor  aequationibus  oriuntur  sequentes : 

2a  = 4(1» — t)(Af — 1 ) — JV 
26  = 4(ia — 1)  (Af — — A' 

2y  = { ( m — l)(Af — l)  — b + At 

2 B = 4(w  — i){Af — t)  — « — N 

quanim  quaelibet  theorematis  veritatem  monstrat. 


3. 

Quodsi  iam  supponimus,  m et  Af  esse  numeros  primos,  e combinatione 
theorematis  praecedentis  cum  lemmate  art.  1 theorema  fundamentale  protinus  de- 
manabit. Patet  enim. 

I.  quoties  uterque  m,  Af.  sive  alteruter  tantum , sit  formae  4 A*  — f- 1 , nu- 
merum 1 [m — l)(Af — 1)  fore  parem,  adeoque  n et  N vel  simul  pares  vel  simul 
impares,  etproin  vel  utrumque  m et  Af  alterius  residuum  quadraticum.  vel  utrum- 
que alterius  non-residuum  quadraticum. 

II.  Quoties  autem  uterque  m,  Af  est  formae  4A--I-3,  erit  f (m — l)(Jf — 1) 
impar,  hinc  unus  numerorum  n,  N par,  alter  impar,  et  proin  unus  numerorum 
m,  Af  alterius  residuum  quadraticum.  alter  alterius  non-residuum  quadraticum. 
Q.  E.  D. 
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THEOREMATIS  FUNDAMENTALIS  IN  THEORIA  RESIDUORUM  QUADRATICORUM 
DEMONSTRATIO  SEXTA. 

]. 

Theorema.  Designante  p numerum  primum  (positivum  imparem) , n integrum 
positivum  per  p non  divisibilem , x quantitatem  indeterminatam,  functio 

1 + x" + X*  +xto  -j-  etc. 

divisibilis  erit  per 

I+J+ xx  + x3-!-  etc.  -f-x*1-1 

Demonstr.  Accipiatur  intrer  positivus  g ita  ut  fiat  gn  = 1 (mod. p). 
statuaturque  gn  = i-\-bp.  Tunc  erit 

I + 1"  + ***  + 4-  etc.  + x'r—  _ (l  — (l  — x)  (t— — * + **!"+■) 

l + x + IX  +■  x*  + etc.  +x'“'  (l  — jt") ( l — *P)  (1—  x")  (l — t') 

I — jr">  l—if  i(|  — j«r)  i — jSe 

I — Jy  I — x"  ” l - r"  ' ! — xS 

adeoque  manifesto  functio  integra.  Q.  E.  D. 

Quaelibet  itaque  functio  integra  ipsius  x per  ^ — divisibilis , etiam  di- 
visibilis erit  per 

2. 

Designet  o radicem  primitivam  positivam  pro  modulo  p,  i.  e.  sit  a integer 

positivus  talis,  ut  residua  minima  positiva  potestatum  t,  a,  aa,  a’ a**-1 

secundum  modulum  p sine  respectu  ordinis  cum  numeris  1,  2,  8,  4 p — 1 

identica  fiant.  Designando  porro  per  fx  functionem 

x-\-x'-\-  etc.  +.r',,  ’ — I 

patet,  fx-*-\ — x — xx — x5 — etc. — x**- 1 divisibilem  fore  per  1 — xp.  adeoque 
a potiori  per  = l + x-f-xx-f-x3-!-  etc.  -f-xp— *.  per  quam  itaque  functio- 

nem ipsa  quoque  fx  divisibilis  erit.  Ilinc  vero  sequitur,  quum  x exprimat  quan- 
titatem indeterminatam , esse  quoque  f( x *)  divisibilem  per  . et  proin  (art. 

praec.)  etiam  per  . quoties  quidem  n sit  integer  per  p non  divisibilis.  Con- 

tra, quoties  n est  integer  per  p divisibilis,  singulae  partes  functionis  /(x”)  uni- 
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tate  diminutae  divisibiles  erunt  per  1 — xr ; quamobrem  in  hoc  casu  etiain 
f{, r") — p per  1 — xp  et  proin  etiam  per  divisibilis  erit. 

3. 

Theorema.  Statuendo 

x — x’-f- — .r1*  -f-  x’*  — etc.  — .r’^  = i 

erit  C4  + /I  divisibilis  per  J— accepto  signo  superiori,  quoties  p est  formae 
4 Ar  — J—  1 . inferiori,  quoties  p est  formae  4Ar— |—  3. 

Demonsth.  Facile  perspicietur,  ex  p — t functionibus  hisce 

-j-xi — xx+ J,3+l — f’’®'*'1 4- etc. 

— etc.  +x,'"+a 

+ xM  i — xJaa + jA«“*  — x*,+<“  + etc.  -f  x*'+“ 

— x**C— — x,,+,‘-f-  etc.  +x’ 

etc.  usque  ad 

-x’'"C-^,-+x’,-,+a,,"-x’'^,-,-j-etc.+x’"',+’'" 

primam  fieri  = o,  singulas  reliquas  autem  per  1 — xp  divisibiles.  Quare  per 
1 — xl>  etiam  divisibilis  erit  omnium  summa , quae  colligitur 

= U— (/(*•*)  — 1 ) + (/(*,+l) — 0 — (/{*“+l)  — I ) + (/(«*,+l) — I)  — etc. 

+ (/(x«'"+')— 1) 

= U —f(xx)  +/(x®+l)  — /(x”+l)  + /(x,,+l)  — etc.  -f-  /{*«*)  = L> 

Erit  itaque  hueeee  expressio  U etiam  divisibilis  per  lam  inter  ex|K)neiites 

2.  «-M»  *<*+!.  as  + * unicus  tantum  erit  divisibilis  per  p, 

puta  unde  per  art.  pruee.  singulae  partes  expressionis  U hae 

f xx).  /x,+l).  /x”+'j . (/x",+l)  etc. 

excepto  solo  termino  /(x,!l'“’)+l),  divisibiles  erunt  per  Istas  itaque  jiar- 

tes  delere  licebit,  ita  ut  per  etiam  divisibilis  maneat  functio 

U+Ztx^ 
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ubi  signum  superius  vel  inferius  valebit,  prout  p est  formae  4X"  — 1 vel  formae 
-tAr-f-3.  Et  quum  insuper  v+l) — p divisibilis  sit  per  erit  etiam 

H + p per  divisibilis.  Q.  E.  D. 

Ne  duplex  signum  ullam  ambiguitatem  adducere  possit,  per  e numerum 
+ 1 vel  — 1 denotabimus,  prout  p est  formae  4A+J  vel  lA+  3.  Erit  itaque 
functio  integra  ipsius  x , quam  per  Z designabimus. 

4. 

.Sit  q numerus  positivus  impar,  adeoqne  J [q — I)  integer.  Erit  itaque 
— (*/»)*^*— *'  divisibilis  per  ii—  tp,  et  proin  etiam  per  Sta- 
tuamus C,  atque 

p-'_gp««-')  = !=£!  . y 

eritque  1'  functio  integra  ipsius  x , atque  6 = +1  , quoties  unus  numerorum 
p,  q.  sive  etiam  uterque,  est  formae  tAr+t ; contra  erit  & — — 1,  quoties  uter- 
que  p.  q est  formae  4A'-(-3. 

5. 

Iam  supponamus,  q quoque  esse  numerum  primum  {a  p diversum)  patet- 
que  per  theorema  in  Disquisitionibus  Arithmeticis  art.  51  demonstratum, 

ii— [xfl  — etc.  —xfl'’") 

divisibilem  fieri  per  q , sive  formae  qX.  ita  ut  sit  functio  integra  ipsius  x 
etiam  respectu  coefficientium  numericorum  (quod  etiam  de  functionibus  reliquis 
integris  hic  occurrentibus  Z,  Y,  W subintelligendum  est).  Designemus  pro  mo- 
dulo p atque  radice  primitiva  a indicem  numeri  q per  p.  i.  e.  sit  j=al‘(mod.|i). 

Erunt  itaque  numeri  q , qa,  qaa,  qa3 qal’~3  secundum  modulum  p resp. 

congrui  numeris  a**,  a1*-*"1,  a1*"*-*. . . . a*’-’,  t,  a,  aa <D~',  adeoque 

xfl  —x’1” 

—X**' 

s 


Digitized  by  Google 


58 


TUE0REU ATIS  PUNDAMENTAIJ8  Ui  DOCTRINA  DE  RESIIU'18  QUAIIRATICIS 


.t?*'-"' —x''" 

aT^-x 
d1***  — x' 
&*’’**'— x” 


I>er  I — xr  divisibiles.  Quibus  quantitatibus , alternis  vicibus  positive  et  nega- 
tive sumtis  atque  summatis,  patet,  per  1 — xf  divisibilem  esse  functionem 

**— *»“*+  etc.  + 1 


valente  signo  superiori  vel  inferiori , prout  p par  sit  vel  impar , i.  e.  prout  q sit 
residuum  quadraticuni  ipsius  p vel  non-residuum.  Statuemus  itaque 


^ — ar+x^—jc^+etc.  — — — (1— 


faciendo  y = +t,  vel  y — — 1,  prout  q est  residuum  quadraticum  ipsius  p 
vel  non-residuum , patetque,  W fieri  functionem  integram. 


C. 

His  ita  praeparatis,  e combinatione  aequationum  praecedentium  deducimus 

qtx  = + W*y(,_,)-7)+  Y&-  »^(l-x)) 

•Supponamus , ex  divisione  functionis  £ X per 

etc.  -f-x-H 

oriri  quotientem  U cum  residuo  T,  sive  haberi 

IX  = ^U+T 

ita  ut  U , T sint  functiones  integrae,  etiam  respectu  coCfficicntium  numericorum, 
et  quidem  T ordinis  certe  inferioris,  quam  divisor.  Erit  itaque 

qT-tp^p*^— y)  = I Er  (^(^1(*_,)—r)+  Yii-Wi(i—x)-qU) 

quae  aequatio  manifesto  subsistere  nequit,  nisi  tum  membrum  a laeva  tum  mem- 
brUm  a dextra  per  se  evanescat.  Erit  itaque  tp{Bpt^1~ — y)  per  q divisibi- 
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lis,  nec  non  etiam  6p',q~'^ — y,  aileoque  etiam  propter  86  = I . numerus 
— yfi  per  q divisibilis  erit. 

Quodsi  inm  per  5 designatur  unitas  positive  vel  negative  accepta,  prout  p 
est  residuum  vel  non-residuum  quadraticum  numeri  q,  erit  p^~'^ — 6 per  q 
divisibilis,  adeoque  etiam  8 — yS,  quod  fieri  nequit,  nisi  fuerit  6 = yS.  Hinc 
vero  theorema  fundamentale  sponte  sequitur.  Scilicet 

I.  Quoties  vel  uterque  p,  q,  vel  alteruter  tantum  est  formae  4Xr— J—  1 . adeo- 
que 6 = 4-1,  erit  f»  = y,  et  proin  vel  simul  q residuum  quadraticum  ipsius 
p,  atque  p residuum  quadraticum  ipsius  q;  vel  simul  q non-residuum  ipsius  p, 
atque  p non-residuum  ipsius  q. 

II.  Quoties  uterque  p,  q est  formae  4£-)-3,  adeoque  6 = — 1.  erit 
b'  = — y,  adeoque  vel  simul  q residuum  quadraticum  ipsius  p,  atque  p non-re- 
siduum ipsius  q;  vel  simul  q non-residuum  ipsius  p,  atque  p residuum  ipsius  q. 
Q.  E.  D. 


Algorithmus  novus  ad  decidendum , utrum  numerus  integer  positivus  datu $ numeri  primi  positivi  dati 
residuum  quadraticum  sit  an  non-residuum. 

1. 

Antequam  solutionem  novam  huius  problematis  exponamus,  solutionem  in 
Disquisitionibus  Arithmeticis  traditam  hic  breviter  repetemus , quae  satis  quidem 
expedite  perficitur  adiumento  theorematis  fundamentalis  atque  theorematum  no- 
torum sequentium: 

I.  Relatio  numeri  a ad  numerum  b (quatenus  ille  huius  residuum  quadra- 
ticum est  sive  non-residuum) , eadem  est  quae  numeri  c ad  b , si  a = c (mod.  4). 

II.  Si  a est  productum  c factoribus  a,  6,  y,  8 etc. , atque  b numerus  pri- 
mus , relatio  ipsius  a ad  6 ita  a relatione  horum  factorum  ad  b pendebit , ut  a 
fiat  residuum  quadraticum  ipsius  b vel  non-residuum,  prout  inter  illos  factores  re- 
peritur  multitudo  par  vel  impar  talium , qui  sint  non-residua  ipsius  b Quoties 
itaque  aliquis  factor  est  quadratum,  ad  eum  in  hoc  examine  omnino  non  erit  re- 
spiciendum ; si  quis  vero  factor  est  potestas  integri  cum  exponente  impari , illius 
vice  ij>se  hic  integer  fungi  poterit. 

III.  Numerus  2 est  residuum  quadraticum  cuiusvis  numeri  primi  formae 

Swi-f-1  vel  8m-f-7  , non-residuum  vero  cuiusvis  numeri  primi  formae  8 wt  — (—  3 
vel  9m-|-5.  , 

9 * 
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Proposito  itaque  numero  a,  cuius  relatio  ad  numerum  primum  b quaeritur : 
pro  o,  si  maior  est  quam  b,  ante  omnia  substituetur  eius  residuum  minimum  po- 
sitivum secundum  modulum  6,  quo  residuo  in  factores  suos  primos  resoluto,  quae- 
stio per  theorema  II  reducta  est  ad  inventionem  relationis  singulorum  horum  facto- 
rum ad  b.  Relatio  factoris  2,  (siquidem  adest  vel  semel,  vel  ter,  vel  quinquies 
etc.)  innotescit  per  theorema  III;  relatio  reliquorum,  per  theorema  fundamentale, 
pendet  a relatione  ipsius  b ad  singulos.  Hoc  itaque  modo  loco  unius  relationis 
numeri  dati  ad  numerum  primum  b iam  investigandae  sunt  aliquae  relationes  nu- 
meri b ad  alios  primos  impares  ipso  b minores,  quae  problemata  eodem  modo  ad 
minores  modulos  deprimentur,  raanifcstoque  hae  depressiones  successivae  tandem 
exhaustae  erunt. 

2. 

Ut  exemplo  haec  solutio  illustretur,  quaerenda  sit  relatio  numeri  1 03  ad  379. 
Quum  103  iam  sit  minor  quam  379,  atque  ipse  numerus  primus,  protinus  appli- 
candum erit  theorema  fundamentale,  quod  docet,  relationem  quaesitam  oppositam 
esse  relationi  numeri  379  ad  103.  Haec  iterum  aequalis  est  relationi  numeri  70 
ad  103,  quae  ipsa  pendet  a relationibus  numerorum  2,  5,  7 ad  103.  Prima  ha- 
rum relationum  e theoremate  111  innotescit.  Secunda  per  theorema  fundamentale 
pendet  a relatione  numeri  103  ad  5,  cui  per  theorema  I aequalis  est  relatio  nu- 
meri 3 ad  5;  baec  iterum  per  theorema  fundamentale  pendet  a relatione  numeri  5 
ad  3,  cui  per  theorema  1 aequalis  est  relatio  numeri  2 ad  3,  per  theorema  III 
nota.  Perinde  relatio  numeri  7 ad  103  per  theorema  fundamentale  a relatione  nu- 
meri 103  ad  7 pendet,  quae  per  theorema  I aequalis  est  relationi  numeri  5 ad  7; 
haec  iterum  per  theorema  fundamentale  pendet  a relatione  numeri  7 ad  3,  cui  ae- 
qualis est  per  theorema  I relatio  numeri  2 ad  5 per  theorema  III  nota.  Quodsi 
iam  hanc  analysin  in  synthesin  transmutare  placet,  quaestionis  decisio  ad  quatuor- 
dccim  momenta  referetur,  quae  complete  hic  apponimus,  ut  maior  concinnitas  so- 
lutionis novae  eo  clarius  elucescat. 

1.  Numerus  2 est  residuum  quodraticum  humeri  103  (theor.  111). 

2.  Numerus  2 est  non-residuum  quadraticum  numeri  3 (theor.  III). 

3.  Numerus  5 est  non-residuum  quadraticum  numeri  3 (ex  1 et  2). 

•I.  Numerus  3 est  non-residuum  quadraticum  numeri  5 (theor.  fund.  et  3). 

5.  Numerus  103  est  non-residuum  quadraticum  numeri  5 (I  et  4). 
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fi.  Numerus  5 est  non-residuuru  quadraticum  numeri  103  (theor.  fund.  et  5). 

7.  Numerus  2 est  non-residuum  quadraticum  numeri  5 (theor.  III). 

8.  Numerus  7 est  non-residuum  quadraticum  numeri  5 (I  et  7). 

9.  Numerus  5 est  non-residuum  quadraticum  numeri  7 (theor.  fund.  et  8). 

10.  Numerus  103  est  non-residuum  quadraticum  numeri  7 (I  et  9). 

11.  Numerus  7 est  residuum  quadraticum  numeri  103  (theor.  fund,  et  10). 

12.  Numerus  70  est  non-residuum  quadraticum  numeri  103  (II.  1,0,  11). 

13.  Numerus  379  est  non-residuum  quadraticum  numeri  103  (I  et  12). 

14.  Numerus  103  est  residuum  quadraticum  numeri  379  (theor.  fund.  et  1 3;. 

In  sequentibus  brevitatis  caussa  utemur  signo  in  Commeut.  Gotting.  Vol.  X VI 
introducto.  Scilicet  per  [,r(  denotabimus  quantitatem  ,r  ipsam,  quoties  x est  in- 
teger, sive  integrum  proxime  minorem  quam  x,  quoties  j:  est  quantitas  fracta,  ita 
ut  x — [at]  sernper  fiat  quantitas  non  negativa  unitate  minor. 


3. 

Problema.  Denotantibus  a,  b integros  positivos  inter  se  primos,  et  posito 
[Ja]  = a,  invenire  aggregatum 

Sol.  Designemus  brevitatis  caussa  huiusmodi  aggregatum  per  '.pia,  bj . ita 
ut  etiam  fiat 

«) = [j]+[Vi+m+ 

si  statuimus  [4  6]  =•  b'.  In  demonstratione  tertia  theorematis  fundamentalis  osten- 
sum est,  pro  casu  eo.  ubi  a et  b sunt  impares,  fieri 

ip  (a,  4)  <p  [b,  a)  = ab' 

facileque  eandem  methodum  sequendo  veritas  huius  propositionis  ad  eum  quoque 
casum  extenditur . ubi  alteruter  numerorum  a,  b est  impar,  uti  illic  iam  addigita- 
vimus.  Dividatur,  ad  instar  methodi,  per  quam  duorum  integrorum  divisor  com- 
munis maximus  investigatur,  a per  b,  sitque  6 quotiens  atque  e residuum ; dein 
dividatur  b per  c et  sic  porro , ita  ut  habeantur  aequationes 
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a — flft+C 
b — yc  + d 
c = &d-j-e 
d — ze-\-f  etc. 


Hoc,  modo  in  serie  numerorum  continuo  decrescentium  b.  c,  d,  e.f  etc.  tan- 
dem ad  unitatem  perveniemus , quum  per  hyp.  a et  6 sint  inter  se  primi,  ita  ut 
aequatio  ultimn  fiat 

* = U+\ 

Quum  manifesto  habeatur 

[t]=[s+t1  = «+£] 

«*«  + [$ 


etc..  erit 


<f(b,a)  = <f(b,c)-\-i${b'b'-{-b') 


, et  proin 

<f{a,b)  = a'  b' — { 6 f b'  6'— f-  b')  — t f{b,c) 

I’er  similia  ratiocinia  fit,  si  statuimus  [j-c]  ==  c.  [-J  d}  — d\  [f  e]  — e'  etc. , 

f(b,c)  = b'd — iy(cV-(-c) — f{c,d) 
tp(c,d)  =c'd' — 1 d (dV+rf') — f [d,  e) 

•fld.e)  = d'e' — t z [e  e -f-e)  — (?  (e,/) 


etc.  usque  ad 


Hinc,  quoniam  manifesto  est  |)  = o.  colligimus  formulam 

9 (a, b)  = ab' — b'c -j- ed' — etc.  + k'l'  . 

— |g(6'6’-f-A')-f.  j. y (cd-\- c' ) — J 6 (d'd'-f- d ' ) -f-  4 s (e e -f-  e' ) — etc-.  + +X(/T-f-/') 


4. 

Facile  iam  ex  iis.  quae  in  demonstratione  tertia  exposita  sunt,  colligitur, 
relationem  numeri  A ad  a,  quoties  a sit  numerus  primus,  sponte  cognosci  e va- 
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lore  aggregati  9(11.  26).  Scilicet  prout  hoc  aggregatum  est  numerus  par  vel  im- 
par . erit  6 residuum  quadraticum  ipsius  a vel  non-residuum.  Ad  eundem  vero 
finem  ipsum  quoque  aggregatum  9(0,6)  adhiberi  poterit,  ea  tamen  restrictione, 
ut  casus  ubi  6 impar  est  ab  co  ubi  par  est  distinguatur.  Scilicet 

I.  Quoties  6 est  impar,  erit  6 residuum  vel  non-residuum  quadraticum 
ipsius  a,  prout  9(0,6)  par  est  vel  impar. 

'II.  Quoties  6 est  par,  eadem  regula  valebit,  si  insu|ier  a est  vel  formae 
s « + 1 vel  formae  S n -|-  7 ; si  vero  pro  valore  pari  ipsius  6 modulus  a est  vel 
formae  8« + 3 vel  formae  8n-f-5,  regula  opposita  applicanda  erit,  puta,  6 erit 
residuum  quadraticum  ipsius  o,  si  9(0,6)  est  impar,  non-residuum  vero,  si  9(0.6) 
est  par.  • 

Haec  omnia  ex  art.  4 demonstrationis  tertiae  facillime  derivantur. 


5. 

Exemplum.  Si  quaeritur  relatio  numeri  103  ad  numerum  primum  370.  ha- 
bemus, ad  eruendum  aggregatum  9(379,  103), 


a — 379 

I 0 = 189  1 

6—103 

Ifl 

It 

6 = 3 

C = 70 

C = 35 

7 = 1 

d = 33 

! d'  = 1 6 i 

S = 2 

e = -l 

e'  — 2 

g = 8 

hinc 


9(379,103)  = 9639—  I785  + 560  — 32  — 3978  + 630  —272+  24  = 4786 


unde  103  erit  residuum  quadraticum  numeri  379.  Si  ad  eundem  finem  aggrega- 
tum (379,206)  adhibere  malumus,  habemus  hoccc  paradigma  : 


379 

206 

173 

33 

8 


189 

103 

86 

16 

4 


1 

1 

6 

4 


unde  deducimus 
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206)  = 19467  — 8658+1376  — 64  — 5356  + 3741 — 680  + 40  = 9666 
quapropter  103  est  residuum  quadraticum  numeri  379. 

6. 

Quum  ad  decidendam  relationem  numeri  i ad  a non  opus  sit.  singulas 
partes  aggregati  tp  f «,  b)  computare . sed  sufficiat  novisse , quot  inter  eas  sint  im- 
pares. regula  nostra  ita  quoque  exhiberi  potest: 

Fiat  ut  supra  a — Si  + c.  b ye+r/,  c — £rf+  e etc.,  donec  iu  serie  nu- 
merorum a,  b,  c,  d,  r etc.  ad  unitatem  perventum  sit.  Statuatur  [f  a]  — d,  [4  i] 
= h\  J c}  = c'  etc.,  sitque  p multitudo  numerorum  imparium  in  serie  a',  i',  c' etc. 
eorum,  quos  immediate  sequitur  impar;  sit  jwirro  v multitudo  numerorum  impa- 
rium in  serie  S,  y,  6 etc.  eorum,  quibus  in  serie  b',  c,  d'  etc.  resp.  respondet  nu- 
merus formae  4»  + l vel  formae  4w  + 2.  His  ita  factis,  erit  i residuum  qua- 
draticum vel  non-residuum  ipsius  a,  prout  p + v est  par  vel  impar,  unico  casu 
excepto,  ubi  simul  est  b par  atque  a vel  formae  Sn  + 3 vel  81» +5,  pro  quo 
regula  opposita  valet. 

In  exemplo  nostro  series  a',  11,  c,  d',  e'  duas  successiones  imparium  sistit, 
unde  p — 2;  in  serie  6',  y',  o\  g\  duo  quidem  impares  adsunt,  sed  quibus  in 
serie  b',  c,  d',  e'  respondent  numeri  formae  4«  + 3,  unde  v = 0.  Fit  itaque 
p + v par.  adeoque  103  residuum  quadraticum  numeri  379. 
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COMMENTATIO  PRIMA 


I. 

Theoria  residuorum  quadraticorum  ad  pauca  theoremata  fundamentalia  re- 
ducitur. pulcherrimis  Arithmeticae  Sublimioris  ciineliis  adnumeranda,  quae  primo 
per  inductionem  facile  detecta,  ac  dein  multifariis  modis  ita  demonstrata  esse  con- 
stat, ut  nihil  amplius  desiderandum  relictum  sit. 

Longe  vero  altioris  indaginis  est  theoria  residuorum  cubicorum  et  biquadra- 
ticorum.  Quam  quum  inde  ab  anno  1805  perscrutari  coepissemus,  praeterea, 
quae  quasi  in  limine  sunt  posita , nonnulla  quidem  theoremata  specialia  se  obtu- 
lerunt, tum  propter  simplicitatem  suam . tum  propter  demonstrationum  difficul- 
tatem valde  insignia : mox  vero  comperimus,  principia  Arithmeticae  hactenus  usi- 
tata ad  theoriam  generalem  stabiliendam  neutiquam  sufficere,  quin  potius  hanc  ne- 
cessario postulare,  ut  campus  Arithmeticae  Sublimioris  infinities  quasi  promovea- 
tur, quod  quomodo  intclligeudum  sit,  in  continuatione  harum  disquisitionum  cla- 
rissime elucebit.  Quamprimum  hunc  campum  novum  ingressi  sumus , aditus  ad 
cognitionem  theorematum  simplicissimorum  totam  theoriam  exhaurientium  per  in- 
ductionem statim  patuit:  sed  ipsorum  demonstrationes  tam  profunde  latuerunt,  ut 
post  multa  demum  tentamina  irrita  tandem  in  lucem  protrahi  potuerint. 

Quum  iam  ad  promulgationem  harum  lucubrationum  accingamur,  n theoria 
residuorum  biquadraticorum  initium  faciemus,  et  quidem  in  hac  prima  commen- 

9* 
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tatione  disquisitiones  eas  explicabimus , quas  iam  cis  campum  Arithmeticae  am- 
pliatum absolvere  licuit,  quae  illuc  viam  quasi  sternunt,  simulque  theoriae  divi- 
sionis circuli  quaedam  nova  incrementa  adiunguut.  . 

2. 

Notionem  residui  biquadratici  in  Disqu isition ibus  Arithmeticis  art.  1 15  intro- 
duximus: scilicet  numerus  integer  o,  positivus  seu  negativus,  integri  p residuum 
biquadraticum  vocatur,  si  a secundum  modulum  p biquadrato  congruus  fieri  pot- 
est, et  perinde  non-residuum  biquadraticum,  si  talis  congruentia  non  exstat.  In 
omnibus  disquisitionibus  sequentibus,  ubi  contrarium  expressis  verbis  non  mone- 
tur, modulum  p esse  numerum  primum  (imparem  positivum)  supponemus,  atque  a 
per  p non  divisibilem,  quum  omnes  casus  reliqui  ad  hunc  facillime  reduci  possint. 

3. 

Manifestum  est,  omne  residuum  biquadraticum  numeri  p eiusdem  quoque 
residuum  quadraticum  esse,  et  proin  omne  non-residuum  quadraticum  etiam  non- 
residuum  biquadraticum.  Ilanc  propositionem  etiam  convertere  licet,  quoties  p 
est  numerus  primus  formae  4 n + 3.  Nam  si  in  hoc  casu  o est  residuum  quadra- 
ticum ipsius  p,  statuamus  a = bb  (mod.  p) , ubi  b vel  residuum  quadraticum 
ipsius  p erit  vel  non-residuum:  in  casu  priori  statuemus  b~cc,  unde  a ~ c*, 
i.  e.  o erit  residuum  biquadraticum  ipsius  p ; in  casu  posteriori  — b fiet  residuum 
quadraticum  ipsius  p (quoniam  — 1 est  non-residuum  cuiusvis  numeri  primi  for- 
mae 4»-J-3),  faciendoque  — b = cc,  erit  ut  antea  a = c \ atque  a residuum 
biquadraticum  ipsius  p.  Simul  facile  perspicietur,  alias  solutiones  congruentiae 
x*  = a (mod.  p) , praeter  has  duas  x = c et  x ^ — c in  hoc  casu  non  dari. 
Quum  hae  propositiones  obviae  integram  residuorum  biquadraticorum  theoriam 
pro  modulis  primis  formae  4 « -{-  3 exhauriant,  tales  modulos  a disquisitione  no- 
stra omnino  excludemus,  sive  hanc  ad  modulos  primos  formae  4n-|-l  limitabimus. 

4. 

Ex istente  itaque  p numero  primo  formae  4 n-f-1 , propositionem  art.  praec, 
convertere  non  licet:  nempe  exstare  possunt  residua  quadratica,  quae  non  sunt 
simul  residua  biquadratica,  quod  evenit,  quoties  residuum  quadraticum  congruum 
est  quadrato  non-residui  quadratici.  Statuendo  enim  a = 6 6 . existente  b non- 
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residuo  quadratico  ipsius  p , si  congruentiae  x*  = a satisfieri  posset,  per  valo- 
rem  x~  e,  foret  c*  = bb,  sive  productum  (ce — b)[ce-\-b)  per  p divisibile, 
unde  p vel  factorem  cc — b vel  alterum  ec-|-6  metiri  deberet,  i.  e.  vel  -f- b 
vel  — b foret  residuum  quadraticum  ipsius  p , et  proin  uterque  (quoniam  — 1 est 
residuum  quadraticum) , contra  hyp. 

Omnes  itaque  numeri  integri  per  p non  divisibiles  in  tres  classes  distribui 
possent,  quarum  prima  contineat  residua  biquadratica,  secunda  non-residua  biqua- 
dratica  ea,  quae  simul  sunt  residua  quadratica,  tertia  non-residua  quadratica.  Ma- 
nifesto sufficit,  tali  classificationi  solos  numeros  t,  2,  3 p — I subiiccre,  quo- 

rum semissis  ad  classem  tertiam  reduceretur , dum  altera  semissis  inter  classem 
primam  et  secundam  distribueretur. 


6. 

Sed  praestabit,  quatuor  classes  stabilire,  quarum  indoles  ita  se  habeat. 

Sit  A complexus  omnium  residuorum  biquadraticorum  ipsius  p,  inter  t et 
p — t (intius.)  sitorum,  atque  e non-residuum  quadraticum  ipsius  p ad  arbitrium 
electum.  Sit  porro  B complexus  residuorum  minimorum  positivorum  e productis 
e A secundum  modulum  p oriundorum,  et  perinde  C,  1)  resp.  complexus  residuo- 
rum minimorum  positivorum  e productis  eeA,  e3 A secundum  modulum  p pro- 
deuntium. His  ita  factis  facile  perspicitur,  singulos  numeros  B inter  se  diversos 
fore,  et  perinde  singulos  C,  nec  non  singulos  D;  cifram  autem  inter  omnes  hos 
numeros  occurrere  non  posse.  Porro  patet,  omnes  numeros,  in  vi  et  C conten- 
tos , esse  residua  quadratica  ipsius  p , omnes  autem  in  B et  D non-residua  qua- 
dratica. ita  ut  certe  complexus  A,  C nullum  numerum  cum  complexu  B vel  D 
communem  habere  possint.  Sed  etiam  neque  A cum  C,  neque  B cum  D ul- 
lum numerum  communem  habere  potest.  Supponamus  enim 

I.  numerum  aliquem  ex  A,  e.  g.  a etiam  in  C inveniri,  ubi  prodierit  e pro- 
ducto eea'  ipsi  congruo,  existente  a'  numero  e complexu  A.  Statuatur  «s«*. 
0=0.'*,  accipiaturque  integer  8 ita,  ut  fiat  8a'  = I.  His  ita  factis  erit 
eea*  = a*,  adeoque  multiplicando  per  8\ 

e e = «48‘ 

i.  e.  ee  residuum  biquadraticum . adeoque  e residuum  quadraticum.  contra  hyp. 
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II.  Perinde  supponendo,  aliquem  numerum  complexibus  B,  D communem 
esse,  atque  c productis  ea,  e\i  prodiis.se,  existentibus  a,  a'  numeris  e complexu 
A,  e congruentia  ea  ==  esa'  sequeretur  a ==  eea,  adeoque  haberetur  numerus, 
qui  e producto  eea ' oriundus  ad  C siinulque  ad  A pertineret,  quod  impossibile 
esse  modo  demonstravimus. 

Porro  facile  demonstratur,  omnia  residua  quadratica  ipsius  p,  inter  1 et 
p — 1 iucl.  sita,  necessario  vel  in  A vel  in  C , omniaque  non-residua  quadratica 
ipsius  p inter  illos  limites  necessario  vel  in  B vel  in  D occurrere  debere.  Nam 

I.  Omne  tale  residuum  quadraticum,  quod  simul  est  residuum  biquadrati- 
cum , per  hyp.  in  A invenitur. 

II.  Residuum  quadraticum  /i  (ipso  p minus),  quod  simul  est  non-resi- 
duum  biquadraticum , statuatur  = gg , ubi  g erit  non-residuum  quadraticum. 
Accipiatur  integer  y talis,  ut  fiat  ey=g,  eritque  y residuum  quadraticum 
ipsius  p,  quod  statuemus  ==  kk.  Hinc  erit 

h=gg  = feyy  = cci' 

Quare  quum  residuum  minimum  ipsius  A'  inveniatur  in  .4 , numerus  h , quippe 
qui  ex  illius  producto  per  ee  oritur,  necessario  in  C contentus  erit. 

III.  Designante  A non-residuum  quadraticum  ipsius  p inter  limites  1 et 
p — 1,  eruatur  inter  eosdem  limites  numerus  integer  g talis,  ut  habeatur  cg=h. 
Erit  itaque  g residuum  quadraticum , et  proin  vel  in  .4  vel  in  C contentus : in 
casu  priori  A manifesto  inter  numeros  B,  in  posteriori  uutem  inter  numeros  D 
invenietur. 

Ex  his  omnibus  colligitur,  cunctos  numeros  1.  2,  3 ...  .p  — 1 inter  qua- 
ttior  series  A,  B,  C,  D ita  distribui , ut  quivis  illorum  in  una  harum  reperiatur, 
unde  singulae  series  [{p  — 1)  numeros  continere  debent.  In  hac  classificatione 
classes  A et  C quidem  numeros  suos  essentialiter  possident,  sed  distinctio  inter 
classes  B et  D eatetius  arbitraria  est , quatenus  ab  electione  numeri  e pendet, 
qui  ipse  t em  per  ad  B referendus  est;  quapropter  si  eius  loco  alius  e classe  D ad- 
optatur. classes  B.  D inter  se  permutabuntur. 

6. 

Quum  — 1 sit  residuum  quadraticum  ipsius  p,  statuamus,  — 1 =jQf(mod.p), 
unde  quatuor  radices  congruentiae  a4  — 1 erunt  I ,/, — 1,  — /.  Quodsi  itaque 
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a est  residuum  biquadraticum  ipsius  p,  puta  = a1,  quatuor  radices  congruentiae 
x*  = a ertuit  a,  fa.  —a,  — fa,  quas  inter  se  incongruas  esse  facile  perspici- 
tur. Ilinc  patet,  si  colligantur  residua  minima  positiva  biquadratorum  l,  16. 
81,  256  ....  (/>  — 1)\  quaterna  semper  aequalia  fore,  ita  ut  Jfj» — 1)  residua  bi- 
quadratica  diversa  habeantur  complexum  A formantia.  Si  residua  minima  biqua- 
dratorum usque  ad  (4p — 4)*  tantum  colliguntur,  singula  bis  aderunt. 

7. 

Productum  duorum  residuorum  biquadruticorum  manifesto  est  residuum  bi- 
quadraticum , sive  e multiplicatione  duorum  numerorum  classis  A semper  prodit 
productum,  cuius  residuum  minimum  positivum  ad  eandem  classem  pertinet.  Per- 
inde producta  numeri  ex  B in  numerum  ex  D , vel  numeri  ex  C in  numerum 
ex  C,  habebunt  residua  sua  minima  in  A. 

In  B autem  cadent  residua  productorum  A.B  et  C.D;  in  C residua  pro- 
ductorum A.  C,  B . B et  D . D\  denique  in  D residua  productorum  A . D et  B.C. 

Demonstrationes  tam  obviae  sunt,  ut  sufficiat,  unam  indicavisse.  Sint  e.  g. 
c et  d numeri  ex  C et  D,  atque  c ~ e ea,  d = <?d,  denotantibus  a,  d nu- 
meros ex  A.  Tunc  e'  a d erit  residuum  biquadraticum.  i.e.  ipsius  residuum  mi- 
nimum ad  A referetur:  quare  quum  productum  cd  fiat  = e.eiad,  illius  resi- 
duum minimum  in  B contentum  erit. 

Simul  facile  iam  diiudicari  potest,  ad  quamnam  classem  referendum  sit  pro- 
ductum e pluribus  factoribus.  Scilicet  tribuendo  classi  A,  B , C,  D resp.  cha- 
racterem 0,  1 , 2.  3 , character  producti  vel  aggregato  characterum  singulorum 
factorum  aequalis  erit,  vel  eius  residuo  minimo  secundum  modulum  4. 

8. 

Operae  pretium  visum  est,  hascc  propositiones  dementares  absque  admini- 
culo theoriae  residuorum  potestatum  evolvere,  qua  in  auxilium  vocata  omnia  ad- 
huc multo  facilius  demonstrare  licet. 

Sit  g radix  primitiva  pro  modulo  p,  i.  e.  numerus  talis,  ut  in  serie  potesta- 
tum g,  gg,  g3 . . . . nulla  ante  hanc  gP~'  unitati  secundum  modulum  p congrua 
evadat  Tunc  residua  minima  positiva  numerorum  1 , g , gg,  g3 ... . g11-1  praeter 

ordinem  cum  his  1,  2,  3 p — I convenient,  et  in  quatuor  classes  sequenti 

modo  distribuentur: 
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ad 

residua  minima 

numerorum 

A 

1, 

9"  - 

B 

9 • 

9*<  9*'  9*  - 

• ■■g'-* 

C 

99 <9*<  9'°-  9U  ■ ■ 

• ■g’-* 

D 1 

9’.9".9“- 

■9*-' 

Hinc  omnes  propositiones  praecedentes  sponte  demanant. 

Ceterum  sicuti  hic  numeri  1,  2,  3 ...  .p — 1 in  quatuor  classes  distributi 
sunt,  quarum  complexus  per  A,  B,  C,  D designamus,  ita  quemvis  integrum  per 
p non  divisibilem,  ad  normam  ipsius  residui  minimi  secundum  modulum  p,  ali- 
cui harum  classium  adnumerare  licebit. 


9. 

Denotabimus  per  / residuum  minimum  potestatis  g^p~'*  secundum  modu- 
lum p,  unde  quum  fiat  ff  = g^p~'^  = — 1 (. Disquis.  Arithm . art.  62),  patet,  cha- 
racterem f hic  idem  significare  quod  in  art.  6.  Potestas  gtk^~ ^ itaque,  deno- 
tante X integrum  positivum , congrua  erit  secundum  modulum  p numero  I , /, 
— 1, — f,  prout  X formae  4m,  4m+1,  4m-j-2,  4m-(-3  resp. , sive  prout  resi- 
duum minimum  ipsius  p1  in  A,  B , C , D resp.  reperitur.  Hinc  nanciscimur  cri- 
terium  persimplex  ad  diiudicandum,  ad  quam  classem  numerus  datus  A per  p non 
divisibilis  referendus  sit;  pertinebit  scilicet  A ad  A,  B,  C vel  D,  prout  potestas 
htip-t)  secundum  modulum  p numero  1 , f — 1 vel  — f congrua  evadit. 

Tamquam  corollarium  hinc  sequitur,  — t semper  ad  classem  A referri,  quo- 
ties p sit  formae  Sn+1,  ad  classem  C vero,  quoties  p sit  formae  8»  -(-5.  De- 
monstratio huius  theorematis  a theoria  residuorum  potestatum  independens  ex  iis, 
quae  in  Disquisitionibus  Arithmeticis  art.  1 1 5.  III  docuimus,  facile  adornari  potest. 


10. 

Quum  omnes  radices  primitivae  pro  modulo  p prodeant  e residuis  potesta- 
tum g1 . accipiendo  pro  X omnes  numeros  ad  p — 1 primos,  facile  perspicitur,  il- 
las inter  complexus  B et  D aequaliter  dispertitas  fore,  basi  g semper  in  B con- 
tenta. Quodsi  loco  numeri  g radix  alia  primitiva  e complexu  B pro  basi  accipi- 
tur, classificatio  eadem  manebit;  si  vero  radix  primitiva  e complexu  D tamquam 
basis  adoptatur , classes  B et  D inter  se  permutabuntur. 
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Si  classificatio  criterio  in  art.  praee.  prolato  superstruitur,  discrimen  inter 
classes  B et  D inde  pendebit,  utram  radicem  congruentiae  xx  = — 1 (mod.  p) 
pro  numero  cliaracteristico  f adoptemus. 

11. 

Quo  facilius  disquisitiones  subtiliores,  quas  iam  aggressuri  sumus,  per 
exempla  illustrari  possint,  constructionem  classium  pro  omnibus  modulis  infra 
1 00  hic  apponimus.  Radicem  primitivam  pro  singulis  minimam  adoptavimus. 

P — 5 

9 = 2,/  = 2 
A I 1 
B 2 

C 4 

D I 3 

P=  13 
^ = 2,/=  8 
A | 1,  3,  9 

B 2,  5,  6 

C i 4,  10,  12 

D I 7,  8.  II 

P=  '1 


9 

= 

3,  / = 13 

A 

1 1. 

4, 

13, 

16 

B 

3, 

5, 

12, 

14 

C 

2, 

8, 

0, 

15 

D | 

6, 

7, 

10, 

1 1 

p =z  29 
<7=2./=  >2 
A I 1,  7,  16,  20,  23,  24,  25 

B 2.  3,  1 1,  14,  17,  19,  21 

C 'i  4.  5,  6,  9.  13,  22,  28 

D 8.  10,  12,  15,  18,  26,  27 
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p = 37 


9 

= 

2./ 

= 

31 

A 

1 l. 

7 

, 9. 

10. 

12, 

16, 

26, 

33, 

34 

B 

1 2, 

14 

, 15, 

18, 

20, 

24, 

29, 

31, 

32 

C 

i 3’ 

4, 

, 11, 

21, 

25, 

27, 

28, 

30, 

36 

D 

1 5. 

6 

, 8, 

13, 

17. 

19, 

22. 

23. 

35 

P - 

— 41 

9 

= 

6-/ 

= : 

32 

A 

l, 

4, 

10, 

16, 

18, 

23, 

25, 

31, 

37, 

40 

B 

6. 

14, 

15. 

17, 

19, 

22, 

24, 

26, 

27, 

35 

C 

2, 

5, 

8, 

9. 

20, 

21, 

32, 

33, 

36. 

39 

D 

3, 

7, 

II. 

12, 

13, 

28, 

29. 

30. 

34, 

38 

p = 53 

^ = 2,/=  30 

A I,  10,  13,  15,  16,  24,  28,  36,  42,  44,  46,  47,  49 

B 2.  3,  19,  20,  26.  30,  31,  32,  35,  39,  41,  45,  48 

C 4,  6,  7,  9.1  1,17,25,29,37,38,40,43,52 

D 5,  8,12,14,18,21,22,23,27,33,34.50.51 


p = 61 

<7  = 2,/  = 11 


A 

1, 

9, 

12, 

13, 

15, 

16, 

20, 

22, 

25, 

34, 

42, 

47, 

56, 

57, 

58 

B 

2, 

7. 

18, 

23. 

24, 

26, 

30, 

32, 

33, 

40, 

44, 

50, 

51, 

53, 

55 

C 

3, 

4, 

5, 

<4, 

19, 

27, 

36, 

39, 

41, 

45, 

46. 

48, 

49, 

52, 

60 

D 

6, 

8, 

10, 

11. 

17, 

21, 

28, 

29, 

31. 

35, 

37, 

38, 

43, 

54, 

59 

p = 73 

5,/=  27 


1, 

2, 

4, 

8, 

9, 

16, 

18. 

32, 

36, 

37, 

41, 

55, 

57, 

64, 

65, 

69, 

71, 

72 

B \ 

5. 

7, 

10. 

14. 

17, 

20, 

28, 

33, 

34, 

39, 

40, 

45. 

53, 

56, 

59, 

63. 

66, 

68 

C 

3, 

6, 

12, 

19, 

23, 

24, 

25, 

27. 

35, 

38, 

46, 

48, 

49, 

50, 

54, 

61, 

67, 

70 

D 

11. 

13, 

15. 

21, 

22, 

26, 

29, 

30, 

31, 

42, 

43, 

44. 

47, 

51, 

52, 

58, 

60, 

62 
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A 

B 

C 

D 


p = 89 

.9  = 3, /=34 

I.  2,  4,  8.  11,  16,  22,  25,  32.  39,  44,  45,  50,  57,  64,  67,  73,  78,  81.  85, 

87,  8$ 

3,  6,  7,  12,  14,  23,  24,  28,  33,  41,  43,  46,  48,  56,  61,  65,  66,  75,  77,  82, 
83,  86 

5.  9,  10,  17,  18,  20,  21,  34,  36,  40,  42,  47,  49,  53,  55,  68,  69,  71,  72,  79, 
80,  84 

13,  15,  19,  26,  27,  29,  30.  31,  35,  37,  38,  51,  52,  54,  58,  59,  60,  62,  63,  70, 
74,  76 


A 

B 


C 


D 


p = 97 

<7=5,/=  22 

I 1,  4,  6,  9,  16,  22,  24,  33,  35,  36,  43,  47,  50.  54,  61.  62,  64,  73,  75,  81, 
88.  91,  93,  96 

I 5,  13,  14,  17.  19,  20,  21,  23,  29,  30,  41,  45,  52,  56,  67,  68,  74,  76,  77,  78, 
80,  83,  84.  92 

2.  3,  8.  11,  12,  18,  25,  27,  31,  32,  44,  48,  49,  53,  65.  66,  70,  72,  79,  85, 
86,  89,  94,  95 

7,  10,  15,  26,  28,  34,  37,  38,  39,  40,  42,  46,  51,  55,  57,  58,  59,  60,  63.  69. 
71,  82.  87.  90 


12. 

Quum  numerus  2 sit  residuum  quadraticum  omnium  numerorum  primorum 
formae  Sn-f-l,  non-residuum  vero  omnium  formae  8 »-(-5,  pro  modulis  primis 
formae  prioris  2 in  classe  A vel  C,  pro  modulis  formae  posterioris  in  classe  B 
vel  D invenietur.  Quum  discrimen  inter  classes  B et  D non  sit  essentiale, 
quippe  quod  tantummodo  ab  electione  numeri  f pendet,  modulos  formae  8n-f-5 
aliquantisper  seponemus.  Modulos  formae  8»-f-l  autem  inductioni  subiiciendo, 
invenimus  2 pertinere  ad  A pro  p — 73,  89,  1 13,  233,  257,  281,  337,  353  etc.; 
contra  2 pertinere  ad  C pro  p — 17,  41,  97,  137,  193,  241,  313,  401,  409,  433, 
449,  457  etc. 

Ceterum  quum  pro  modulo  primo  formae  8 « — 1 numerus  — 1 sit  residuum 
biquadraticum,  patet,  — 2 semper  cura  + 2 ad  eandem  classem  referendum  esse. 

10* 
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13. 

Si  exempla  art.  praec.  inter  se  comparantur,  primo  saltem  aspectu  criterium 
nullum  simplex  se  offerre  ridetur,  per  quod  modulos  priores  a posterioribus  digno- 
scere liceret.  Nihilominus  duo  liuiusmodi  criteria  dantur , elegantia  et  simplici- 
tate perinsignia,  ad  quorum  alterum  considerationes  sequentes  viam  sternent. 

Modulus  p,  tamquam  numerus  primus  formae  Sn-j-1,  reduci  poterit,  et 
quidem  unico  tantum  modo,  sub  formam  a«-{-266  (Disquiss.  Arithm.  art.  IS2,  II); 
radices  a,  b positive  accipi  supponemus.  Manifesto  a impar  erit,  b vero  par; 
statuemus  autem  b = 2 'c,  ita  ut  c sit  impar.  Iam  observamus 

I.  quum  habeatur  p — au  (mod.  c)  ipsum  p esse  residuum  quadraticum 
ipsius  c,  et  proiu  etiam  singulorum  factorum  primorum,  in  quos  c resolvitur:  ri- 
cissim  itaque,  per  theorema  fundamentale,  singuli  hi  factores  primi  erunt  residua 
quadratica  ipsius  p , et  proiu  etiam  illorum  productum  c erit  residuum  quadrati- 
cum  ipsius  p.  Quod  quum  etiam  de  numero  2 valeat,  patet,  b esse  residuum 
quadraticum  ipsius  p,  et  proin  bb,  nec  non  — 66,  residuum  biquadraticum. 

II.  Hinc  — 266  ad  eandem  classem  referri  debet,  in  qua  invenitur  nume- 
rus 2;  quare  quum  a a = — 2 66,  manifestum  est,  2 vel  in  classe  A,  vel  in 
classe  C inveniri,  prout  a sit  vel  residuum  quadraticum  ipsius  p,  vel  non-resi- 
duum  quadraticum. 

III.  Iam  sup]>onamus , a in 'factores  suos  primos  resolutum  esse,  e quibus 
ii,  qui  sunt  vel  formae  Sm-j-1  vel  Sm-f-7,  denotentur  per  a,  a,  a"  etc.,  ii  vero, 
qui  sunt  vel  formae  Sm-f-3  vel  b m -f-  r> , per  6,  fi’,  fi”  etc.:  posteriorum  mul- 
titudo sit  = p.  Quoniam  p = 266  (mod.  a),  erit  p residuum  quadraticum  eo- 
rum factorum  primorum  ipsius  a,  quorum  residuum  quadraticum  est  2,  i.  e.  fac- 
torum a,  at,  a etc. ; non-residuum  quadraticum  vero  factorum  eorum , quorum 
non-residuuin  quadraticum  est  2,  i.  e.  factorum  6,  6’.  6"  etc.  Quocirca,  vice  versa, 
per  theorema  fundamentale,  singuli  a,  ct,  at'  etc.  erunt  residua  quadratica  ipsius 
p,  singuli  fi,  fi\  fi"  etc.  autem  non-residua  quadratica.  Ex  his  itaque  concludi- 
tur, productum  a fore  residuum  quadraticum  ipsius  p,  vel  non-residuum,  prout 
p par  sit  vel  impar. 

IV.  Sed  facile  confirmatur,  productum  omnium  «,  ct,  a"  etc.  fieri  formae 

8t»-|-  1 vel  idemque  valere  de  producto  omnium  6,  fi',  fi"  etc.,  si  ho- 

rum multitudo  fuerit  par , ita  ut  in  hoc  casu  etiam  productum  a necessario  fieri 
debeat  formae  S m — J—  1 vel  St» 4- 7;  contra  productum  omnium  fi,  fi',  fi"ctc..  quo- 
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ties  ipsorum  multitudo  impar  sit,  fieri  formae  8 m + 3 vel  Sm  + 5,  idemque  adeo 
iu  hoc  casu  valere  de  producto  a. 

Ex  his  omnibus  itaque  colligitur  theorema  elegans: 

Quoties  a est  formae  8m+t  vel  8 m -|-7  . numerus  2 in  complexu  A con- 
tentus erit;  quoties  vero  a est  formae  Sm  + 3 vel  8m  + 5.  numerus  2 in  com- 
plexu C invenietur. 

Quod  confirmatur  per  exempla  in  art.  praee.  enumerata;  priores  enim  mo- 
duli ita  discerpuntur:  73  = 1 + 2.36,  89  = 81+2.4,  1 1 3 = SI  + 2 . 16, 

233  = 225  + 2.4,  257  = 225  + 2.16.  281  = 81  + 2.100,  337  = 49+2.144, 
353=  225  + 2.64;  posteriores  vero  ita:  17  = 9 + 2.4,  41=9+2.16, 

97  = 25  + 2.36,  137  = 9 + 2.64,  193  = 121+2.36,  241  = 169  + 2.36, 

313  = 25+  2.144,  401  = 9 + 2.196,  409  = 121  + 2.144.  4 33  = 361  + 2.36. 
449  = 441  + 2.4,  457  = 169+2.144. 

14. 

Quum  discerptio  numeri  p in  quadratum  simplex  et  duplex  nexum  tam  in- 
signem cum  classificatione  numeri  2 prodiderit,  operae  pretium  esse  videtur  ten- 
tare.  uum  discerptio  in  duo  quadrata,  cui  numerum  p aeque  obnoxium  esse  con- 
stat, similem  forte  successum  suppeditet.  Ecce  itaque  discerptiones  numerorum 
p,  pro  quibus  2 pertinet  ad  classem 


A 

C 

9 + 64 

1+16 

25  + 64 

25-|-16 

49  + 64 

81+16 

169  + 64 

121  + 16 

1 + 256 

19+144 

25  + 256 

225+16 

81+256 

169+144 

289  + 64 

1+400 

9 + 400 

289+  144 

49  + 400 
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Ante  omnia  observamus , duorum  quadratorum , in  quae  p discerpitur,  al- 
terum impar  esse  debere , quod  statuemus  = na,  alterum  par , quod  statuemus 
= hb.  Quoniam  a a fit  formae  5n  -f-l , patet,  valoribus  impariter  paribus  ipsius 
b respondere  valores  ipsius  p formae  8 « — (—  5 , ab  inductione  nostra  liic  exclusos, 
quippe  qui  numerum  2 in  classe  B vel  D haberent.  Pro  valoribus  autem  ipsius 
p,  qui  sunt  formae  5 n -f-1 , b esse  debet  pariter  par,  et  si  inductioni,  quam  schema 
allatum  ob  oculos  sistit,  fidem  habere  licet,  numerus  2 ad  classem  A referendus 
erit  pro  omnibus  modulis,  pro  quibus  b est  formae  Sn,  ad  classem  C vero  pro 
omnibus  modulis,  pro  quibus  b est  formae  8»-)- 4.  Sed  hoc  theorema  longe  al- 
tioris  indaginis  est,  quam  id,  quod  in  art.  praec.  eruimus.  dcmonstTationique  plu- 
re-s  disquisitiones  praeliminares  sunt  praemittendae , ordinem , quo  numeri  com- 
plexuum A.  B,  C,  D se  invicem  sequuntur,  spectantes. 

i:>. 

Designemus  multitudinem  numerorum  e complexu  A,  quos  immediate  se- 
quitur numeras  e complexu  A,  B.  C.  D resp.,  per  (00),  (01),  (02),  (03);  perinde 
multitudinem  numerorum  c complexu  B,  quos  sequitur  numerus  e complexu  A. 
B,  C,  D resp.  per  (10).  (11),  (12),  (13);  similiterque  sint  in  complexu  C resp. 
(20),  (21),  (22),  (23)  numeri,  in  complexu  D vero  (30),  (31),  (32),  (33)  numeri, 
quos  sequitur  numerus  e complexu  A,  B.  C,  D.  Proponimus  nobis,  has  sedecim 
multitudines  a priori  determinare.  Quo  commodius  lectores  ratiocinia  generalia 
cum  exemplis  comparare  possint,  valores  numcricos  terminorum  schematis  ( S ) 

(00),  (01),  (02).  (03) 

(10),  (11),  ('12),  (13) 

(20),  (21),  (22).  (23) 

(30),  (31),  (32),  (33) 

pro  singulis  modulis,  pro  quibus  classificationes  in  art.  1 1 tradidimus,  hic  adseri- 
bcre  visum  est. 


f 

I = 

= 3 

p 

= 

: 13 

P 

= 

: 17 

P 

= 

: 29 

0, 

1, 

0, 

0 

0, 

i, 

2,  0 

0, 

2, 

1,  0 

2, 

3, 

0,  2 

0, 

0, 

o. 

1 

1, 

i, 

0,  1 

2, 

0, 

1.  1 

1, 

1. 

2,  3 

0. 

0, 

0, 

0 

: o. 

‘i. 

0,  1 

»• 

1, 

1,  1 

2, 

1, 

2,  1 

0, 

o, 

1, 

0 

! 

0, 

1,  1 

0, 

1, 

1.  2 

1, 

2, 

3.  1 
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p — 31 

j />  = 41 

eo 

II 

Sis 

P — 61 

3,  1.  2,  4 

0,  4,  3,  2 

2,  3,  6,  2 

4,  3,  2,  6 

2.  2,  4,  1 

4,  2,  2,  2 

4,  4,  2.  3 

3,  3.  6.  3 

2,  2,  2,  2 

3,  2,  3,  2 

2,  4,  2,  4 

4,  3,  4,  3 

2,  4,  1,  2 

2.  2.  2,  4 

4,  2.  3,  4 i 

3,  6,  3,  3 

p = 73 

j p = 89 

p = 97 

5.  6,  4,  2 

; 3,  8,  6,  4 

2,  6,  7,  8 

8,  2,  5,  5 

8,  4,  5,  5 

6,  8,  5.  5 

4.  5,  4.  5 

6,  5,  6,  5 

7,  5,  7,  5 

2,  5,  5,  6 

4,  5,  5,  8 

8,  5,  5,  6 

Quum  moduli  formae  8*  + l et  8«  + 5 diverso  modo  se  habeant,  utros- 
que seorsim  tractare  oportet : a prioribus  initium  faciemus. 

16. 

Character  (00}  indicat,  quot  modis  diversis  aequationi  a -f- 1 = a'  satis- 
fieri possit,  denotantibus  a,  a'  indefinite  numeros  e complexu  A.  Quum  pro  mo- 
dulo formae  8»-f-l,  qualem  hic  snbintelligimus , a et  p — a ad  eundem  com- 
plexum pertiucaut,  concinnius  dicemus,  (00)  exprimere  multitudinem  modorum 
diversorum,  aequationi  \-\-a-\-d  — p,  satisfaciendi:  manifesto  huius  aequa- 
tionis vice  etiam  congruentia  1 -j-  a + a’  = 0 (mod.  p)  fungi  potest. 

Perinde 

(01)  indicat  multitudinem  solutionum  congruentiae  l-)-a-f-{>  = 0 (mod.  p) 

(02)  multitudinem  solutionum  congruentiae  l-J-a-f-y  = 0 

(03)  multitudinem  solutionum  congruentiae  1 — ^ = 0 

(tl)  multitudinem  solutionum  congruentiae  l-|-l>+6'=  0 etc. 

exprimendo  indefinite  per  6 et  6'  numeros  e complexu  B , per  y numeros  e 
complexu  C,  per  e numeros  e complexu  D.  Hinc  statim  colligimus  sex  aequa- 
tiones sequentes: 

(01)  = (10),  (02)  = (20),  (03)  = (30),  (12)  = (21),  (13)  = (31).  (23)  = (32) 

E quavis  solutione  data  congruentiae  I — 6 ^ 0 demauat  solutio  con- 
gruentiae = 0,  accipiendo  pro  i numerum  inter  limites  I ....  /i — 1 
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eum  qui  reddit  60  = t {qui  manifesto  erit  e complexu  D),  et  pro  0'  residuum 
minimum  positivum  producti  «0  (quod  itidem  erit  e complexu  D);  perinde  patet 
regressus  a solutione  data  congruentiae  1 + 0+0'=  0 ad  solutionem  congruen- 
tiae l + a+6  = 0,  si  6 accipitur  ita.  ut  fiat  60=  1,  simulque  statuitur  a = 60'. 
Hinc  concludimus,  utramque  congruentiam  aequali  solutionum  multitudine  gau- 
dere . sive  esse  (01)  = {33}. 

Simili  modo  e congruentia  l+a  + y = 0 deducimus  y+ y"+t  = 0,  si 
y'  accipitur  e complexu  C ita  ut  fiat  y y'  = * • nt(luc  y”  ex  eodem  complexu 
congruus  producto  ay'.  Unde  facile  colligimus,  has  duas  congruentias  aequalem 
solutionum  multitudinem  admittere,  sive  esse  (02)  = (22). 

Perinde  e congruentia  1 — |—  ct  — S = 0 deducimus  6 + 6+-I  = 0,  acci- 
piendo 8,  6'  ita  ut  fiat  80=1,  6a  = 6\  eritque  adeo  (03)  = (11). 

Denique  e congruentia  l + 8+y  = 0 simili  modo  tum  congruentiam 
0-|-l-f-6'=  0,  tum  hanc  y’+  0’+ 1 = 0 derivamus,  atque  hinc  concludimus 
(M)=(I3)  = (33). 

Nacti  sumus  itaque,  inter  sedecim  incognitas  nostras,  undecim  aequationes, 
ita  ut  illae  ad  quinque  reducantur,  schemaque  S ita  exhiberi  possit: 

. h,  k,  l 

i,  l,  m.  m 

k,  m,  k,  m 

l,  m,  m.  i 

Facile  vero  tres  novae  aequationes  conditionalcs  adiiciuntur.  Quum  enim 
quemvis  numerum  complexus  A,  excepto  ultimo  p-*- 1,  sequi  debeat  numerus  ex 
aliquo  complexuum  A,  B,  C vel  D , habebimus 

(00)  + (0 1 ) + (02)  + (03)  = 2n  — 1 

et  perinde 

(I0}  + (1 1)+(f  2)  + (1 3)  = 2« 

(20)  + (2l)  + (22)  + (23)  = 2« 

(30)  + (31)  + (32)  + {33)  = 2« 

in  signis  modo  introductis  tres  primae  aequationes  suppeditant : 

/«  + «'+*  + / = 2»  — 1 
«'  + / + 2 m = 2b 
k-j-m  = n 
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Quarta  cum  secunda  fit  identica.  Adiumento  harum  aequationum  tres  incognita- 
rum eliminare  licet,  quo  pacto  omnes  sedecim  iam  ad  duas  reductae  sunt. 

I 7. 

l"t  vero  determinationem  completam  nanciscamur,  investigare  conveniet 
multitudinem  solutionum  congruentiae 

1 -f-  a -f-  d -f-  y = 0 (mod.  p) 

designantibus  a,  6,  y indefinite  numeros  e complexibus  A,  B,  C.  Manifesto  va- 
lor  a — p — 1 non  est  admissibilis , quum  fieri  nequeat  d-f-y  = 0:  substitu- 
endo itaque  pro  a deinceps  valores  reliquos,  prodibunt  A,  i.  It,  l valores  ipsius 
1 — |—  ff  ad  A,  B,  C,  D resp.  pertinentes.  Pro  quovis  autem  valore  dato  ipsius  1-f-a 
ad  A pertinente,  puta  pro  1 -f-a  — a°.  congruentia  a°-f- d-f-y  = 0 totidem  so- 
lutiones admittet,  quot  congruentia  l-f-d'-f-y'  = 0 (statuendo  scilicet  d — a“ti', 
y = a°y'),  i.  c.  solutiones  (t  2)  = m.  Perinde  pro  quovis  valore  dato  ipsius  I -j-  a 
ad  B pertinente,  puta  pro  l-j-«  = d8,  congruentia  d°-f- d -f- y ==  0 totidem 
solutiones  lmbcbit,  quot  haec  l-f-a'-f-d'  = 0 (scilicet  statuendo  fi  = d*a\ 
y = fi“fi'),  i.  e.  solutiones  (01)  = i.  Similiter  pro  quolibet  valore  dato  ipsius 
1-f-a  ad  C pertinente,  puta  pro  l-f-a  = y°.  congruentia  yn-f-  b’  -f-  y = 0 toti- 
dem modis  diversis  solvi  poterit,  quot  haec  l-f-£-f-a'  = 0 (nempe  statuendo 
d ==  y “ c , y = y"a'),  i.  e.  solutionum  multitudo  erit  (03)  — l.  Denique  ]iro 
quovis  valore  dato  ipsius  1-f-a  ad  D pertinente,  puta  pro  1-f-a  = C°,  con- 
gruentia ts*-f-  S-fysO  totidem  solutiones  habebit,  quot  haec  1 -f-  y'-f-  8 ~ 0 
statuendo  fi  = C° y',  y = fi”d‘),  i.  e.  (23)==»»  solutiones.  Omnibus  itaque  col- 
lectis, patet,  congruentiam  1 — |— « — f—  — f- y 0 admittere 

A »i  — f-  i t -f  — It  l — f—  / m 

solutiones  diversas. 

Prorsus  vero  simili  modo  eruimus , si  pro  d singuli  deinceps  uumeri  com- 
plexus B substituuntur,  summam  1-f-d  obtinere  resp.  (1 0),  (11),  (1 2).  (1 3)  sive 
i,  /,  m,  m valores  ad  A,  B,  C,  D pertinentes,  et  pro  quovis  valore  dato  ipsius 
1-f-d  ad  hos  complexus  pertinente,  congruentiam  1-f-d-f-a-f-y  = b resp.  (02), 
(31),  (20),  (13)  sive  k.  m,  k.  m solutiones  diversas  admittere,  ita  ut  multitudo 
omnium  solutionum  fiat 

tl 


Digitized  by  Google 


82 


THEORIA  RESIDUORUM  B1QUADRATIC0RUM. 


— ik-\- 

Ad  eundem  valorem  perducimur,  si  evolutionem  considerationi  valorum  summae 
1 -f-  y superstruimus. 

18. 

Ex  hac  duplici  eiusdem  multitudinis  expressione  nanciscimur  aequationem : 
0 = hm-j-ii-\-kl — ik  — km — mm 
atque  hinc,  eliminando  k adiumento  aequationis  h — 2«  — k — I. 

0 = ( k — jm)*— * s -|—  Ar / — ik  — kk  — m 

Sed  duae  aequationes  ultimae  art.  16  suppeditant  k = |(/-f-i),  quo  valorc  sub- 
stituto ii-\-kl — ik  — kk  transit  in  — i)*,  adeoque  aequatio  praecedens,  per 
4 multiplicata,  in  hanc 

0 = 4 (k — (/  — i)’ — 4 m 

Hinc,  quoniam  4«  = 2(ifc-|-m) — 2 [k  — m)  — 2«  — 2(Ar  — m).  sequitur 
2»  — 4,*  — »)*-+-  1{k  — m)  -f - {/—  i)* 

■ive 

8*+l  =(4(*-»)-|-l)M-4(/—  *')* 

Statuendo  itaque 

4 (k  — m)  + 1 = a,  2 / — 2 »'  6 

habebimus 

p ss  aa-\-bl 

Sed  constat,  p unico  tantum  modo  in  duo  quadrata  discerpi  posse,  quorum 
alterum  impar  accipi  debet  pro  aa,  alterum  par  pro  bb,  ita  ut  aa,  bb  sint  numeri 
ex  asse  determinati.  Sed  etiam  a ipse  erit  numerus  prorsus  determinatus ; radix 
enim  quadrati  positive  accipi  debet,  vel  negative,  prout  radix  positiva  est  formae 
4 — )—  1 vel  4 A/ -f-3.  De  determinatione  signi  ipsius  b mox  loquemur. 

lam  combinatis  his  novis  aequationibus  cum  tribus  ultimis  art.  16,  quinque 
numeri  k,  i,  k,  l.  m per  a,  b et  n penitus  determinantur  sequenti  modo : 
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8 A = in  — 3<J  — 5 
8»  = ln+a— 26  — I 
8 k = 4 n-\-a — 1 
8/  = li»+a  + 26  — 1 
8 1»  = i n — o+1 

Si  loco  ipsius  n modulum  p introducere  malumus,  schema  8,  singulis  ter- 
minis ad  evitandas  fractiones  per  1 6 multiplicatis , ita  se  habet : 


p — Ha—  11 

p + 2a  — 4 b — 3 

p + 2a — 3 

p -+  2 u -f-  4 b — 3 

p — 2 u — 4 b — 3 

p + 2a  + 4i — 3 

P—  2a+t 

p — 2a+  1 

p + 2o-3 

P — 2a+t 

^>  + 2a — 3 

p—  2a+1 

/>+2a  + 46 — 3 

p—  2a+l 

p — 2a+  1 

p-\-ia  — 46  — 3 

19. 

Supcrest.  ut  signum  ipsi  b tribuendum  assignare  doceamus,  lam  supra, 
art.  10,  monuimus,  distinctionem  inter  complexus  B et  D,  per  se  non  essentia- 
lem, ab  electione  numeri  f pendere,  pro  quo  alterutra  radix  congruentiae  xx  = — 1 
accipi  debet,  illasque  inter  se  permutari , si  loco  alterius  radicis  altera  adoptetur. 
Iam  quum  inspectio  schematis  modo  allati  doceat , similem  permutationem  cum 
mutatione  signi  ipsius  b cohaerere , praevidere  licet , nexum  inter  signum  ipsius 
b atque  numerum  f exstare  debere.  Quem  ut  cognoscamus,  ante  omnia  observa- 
mus, si,  denotante  p.  integrum  non  negativum,  pro  : accipiantur  omnes  numeri 
I,  2,  3 . . . .p — 1,  fieri  secundum  modulum  p,  vel  2*1*  = 0,  vel  = — t, 
prout  p vel  non-di visibilis  sit  per  p — 1,  vel  divisibilis.  Pars  posterior  theorema- 
tis inde  patet,  quod  pro  valore  ipsius  p per  p — 1 divisibili,  habetur  j1*  = 1: 
partem  priorem  vero  ita  demonstramus.  Denotante  g radicem  primitivam,  omnes 
; convenient  cum  residuis  minimis  omnium  g* . accipiendo  pro  g omnes  numeros 
0,  1,  2,  3 . . . .p  — 2,  eritque  adeo  2***  = Sed  fit 

-g'**  = , adeoque  (y ** — 1)2***  — 1=0 

Hinc  vero  sequitur,  quoniam  pro  valore  ipsius  p per  p — 1 non-divisibili  g''  ipsi 
1 congruus  sive  g' — 1 per  p divisibilis  esse  nequit,  = 0.  Q.  E.  D. 
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Iam  si  potestas  (s*  — f—  I )*^  '1  secundum  theorema  binomiale  evolvitur,  per 
lemma  praec.  fiet 

— *>  = — 2 (mod.  p) 

Sed  residua  minima  omnium  x*  exhibent  omnes  numeros  /1.  quovis  quater  occur- 
rente; habebimus  itaque  inter  residua  minima  ipsius  2*  + t 

4 (UO)  ad  A 
4 (Ot)  ad  B 
4 (02)  ad  C 
4 (03)  ad  I) 

pertinentia,  quatuorque  erunt  =0  (puta  pro  x*=  p — 1).  Hinc,  considerando 
criteria  complexuum  A,  B,  C,  D,  deducimus 

= 4(00)  + 4/(01)  — 4(02)— 4/(03} 

adeoque 

— 2 = 4 (00)  4-  4/(01)  — 4 (02)  - 4 /(03) 
sive  substitutis  pro  (00).  (01)  etc.  valoribus  in  art.  praec  inventis. 

— 2 = — 2a  — 2 — 24/ 

Hinc  itaque  colligimus,  semper  fieri  debere  a-\-bf  = 0.  sive,  multiplicando  per/. 

b = af 

quae  congruentia  determinationi  signi  ipsius  b,  si  numerus  / iam  electus  est.  vel 
determinationi  numeri  f si  signum  ipsius  b aliunde  praescribitur,  inservit. 


20. 

Postquam  problema  nostrum  pro  modulis  formae  » n -f- 1 complete  solvi- 
mus, progredimur  ad  casum  alterum,  ubi  p est  formae  8»-|-5:  quem  eo  brevius 
absolvere  licebit,  quod  omnia  ratiocinia  parum  a praecedentibus  differunt. 

Quum  pro  tali  modulo  — I ad  classem  C pertineat,  complementa  nume- 
rorum complexuum  A,  B,  C,  D ad  summam  p . in  classibus  C,  D.  A,  B resp. 
contenta  erunt.  Hinc  facile  colligitur 
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signum 

denotare  multitudinem 
solutionum  congruentiae 

(00) 

l+a+7  = o 

(01) 

i + « + 2 = o 

(02) 

1 + a -f-  «'  = 0 

(03) 

l+a  + S = 0 

(10) 

1 + 6 + y = o 

(11) 

i + fi+2  = o 

(12) 

1-f-  fi  -)-«  = 0 

(13) 

t + 6 + fi‘  = o 

(20) 

1 + ? + r' = 0 

(21)  • 

1 + 7+3  = 0 • 

(22) 

i + y+«  = 0 

(23) 

i + y + S=  o 

(30) 

i + g+7  = o 

(ai)  ; 

1 + 2 + «'=  o 

(32)  j 

l + 2+«  = o 

(33)  1 

i + 2 + fi  = o 

unde  stntim  habentur  sex  aequationes: 

(00)  = (22),  (01)  = (32),  (03)  = (12),  (10)  = (23),  (11)  = (83),  (21)  = (30) 

•Multiplicando  congruentiam  I -(-  a + y = 0 per  numerum  y'  e complexu  C 
ita  electum,  ut  fiat  yy'~  1 . accipiendoque  pro  y"  residuum  minimum  producti  ay', 
quod  manifesto  quoque  complexui  C adnumeraudum  erit,  prodit  y'+y’+ 1 = 0. 
unde  colligimus  (00)  = (20). 

Prorsus  simili  modo  habentur  aequatioues  01)  = (13),  (03  =(31), 
(10)  = (II)  = (21). 

Adiumento  harum  undecim  aequationum  sedecim  incognitas  nostras  ad  quin- 
que reducere . schemaque  S ita  exhibere  possumus : 

A,  i,  k,  l 
m,  m.  I,  i 
A,  m.  A.  m 
m,  I,  i.  M 
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Porro  habemus  aequationes 

(00)4-  (01)  + (02)  + (03)  = 2»  + 1 
(10)+(11)+(IS)  + (I8)  = 2#  + l 
(20)  + (21)  + {22)  + (23)  = 2» 

(30)  + (3l)  + (32)  + (33)  = 2»  + t 

sive,  adhibendo  signa  modo  introducta,  has  tres  (1); 

A+i  + A+/  = 2n+l 
2m  + i+/  = 2n  + l 
A + m — n 

quarum  itaque  adiumento  incognitas  nostras  iam  ad  duas  reducere  licet. 

Aequationes  reliquas  c consideratione  multitudinis  solutionum  congrueutiac 
l + a + 0 + 7 = 0 derivabimus  (per  a,  6,  y,  etiam  hic  indefinite  numeros  e com- 
plexibus A.  B,  C resp.  denotantes).  Scilicet  perpendendo  primo,  l+a  prncl>ere 
A,  »,  k.  I numeros  resp.  ad  A.  B,  C,  D pertinentes,  et  pro  quovis  valorc  dato 
ipsius  a in  his  quatuor  casibus  resp.  haberi  solutiones  m,  /,  »'.  m,  multitudo  om- 
nium solutionum  erit 

= Am+«7-|-iA:+/m 

Secundo  quum  1 + 6 exhibeat  m,  m,  I.  i numeros  ad  A.  B,  C,  D pertinentes, 
et  pro  quovis  valore  dato  ipsius  6 in  his  quatuor  casibus  exstent  solutiones  A,  m, 
A,  m , multitudo  omnium  solutionum  erit 

= Aw»+toto  + A/+»in 

unde  derivamus  aequationem 

0 = mm  + AZ+im — il — ik  — Im 

quae  adiumento  aequationis  ic  — 2m  — A,  ex  (I)  petitae,  transit  in  hanc 
0 = niwt  + AZ+Ai — il — im  — Im 
lam  ex  aequationibus  I habemus  etiam  /+«  = I + 2A.  unde 

2.-=  1 + 2A  + (i-/) 

21  — 1 + 2 A — (»  — /) 
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Qnibus  valoribus  in  aequatione  praecedente  substitutis,  prodit: 
0 = 4»nn» — 4 m — 1 — B A m — 4 A A — f*  — /}* 


Quodsi  tandem  pro  4 m bic  substituimus  ‘2  (A -f-  m)  — 2 {A  — m)  sive,  propter  ae- 
quationem ultimam  in  I,  2»  — 2{A — m),  obtinemus: 


adeoque 

•Statuendo  itaque 
fiet 


0 = 4 (A  — m)* — 2n-f-2(A — m)  — t -J— *(i — /1’ 
bn-(-  5 = (4(A  — w»)  — |—  1 )*— |—  4{«  — /)’ 

4 (A — m)+l=fl,  2« — 2/ — h 


p — aa-\-bb 

Iant  quum  in  hoc  quoque  casu  p unico  tantum  modo  in  duo  quadrata . par 
alterum,  alterum  impar,  discerpi  possit,  aa  et  b b erunt  numeri  prorsus  determi- 
nati; manifesto  enim  a a quadrato  impari . bb  pari  aequalis  statui  debet.  Prae- 
terea signum  ipsius  a ita  erit  stabiliendum,  ut  fiat  a = 1 (mod.  4),  signumque 
ipsius  b ita,  ut  habeatur  b — a f 'mod.  p).  uti  per  ratiocinia  iis,  quibus  in  art. 
pracc.  usi  sumus , prorsus  similia  facile  demonstratur. 

His  praemissis  quinque  numeri  A,  i,  Is,  l,  m per  a,  b et  n ita  determinantur: 


S A — 4n-f-a — t 
8«  = 4»-f-a-J-  26-{-3 
8 A — 4«— 3a  + 3 
8 i — 4 w — |—  a — 2 b -j-  3 
Shi  = 4»  — a-f-1 

aut  si  expressiones  per  p praeferimus,  termini  schematis  8 per  16  multiplicati 
ita  se  habebunt: 


p+'la—  7 

/i-f-2«+4A-f  1 

t 

p-\-'la  — 4 & — I 

p — 2 a — 3 

p — ia  — 3 

p + 2«—  46-f-l 

p -f-  2 fl  -}-  4 b -f- 1 

p+2a  — 7 

p — 2<i—  3 

p-\-2a  — -7 

p-2«-3 

p — 2« — 3 

/>-+•  2«  — 4 6— (—  1 

/>  — 1—  2 </  — 4 6 — |—  1 

p — 2«  — 3 
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21. 

Postquam  problema  nostrum  solvimus,  ad  disquisitionem  principalem  re- 
vertimur. determinationem  completam  complexus,  ad  quem  numerus  2 pertinet, 
iam  aggressuri. 

I.  Quoties  p est  formae  b n -f- 1 , iam  constat,  numerum  2 vel  in  com- 
plexu A vel  in  complexu  C inveniri.  In  casu  priori  facile  perspicitur,  etiam  nu- 
meros ^!p  — 1),  J(p+1)  ad  A pertinere,  in  posteriori  vero  ad  C.  Iam  perpen- 
damus, si  «et  a -+-1  sint  numeri  contigui  complexus  A,  etiam  p — « — t,  p — a 
tales  numeros  esse,  sive,  quod  idem  est,  numeros  complexus  A tales,  quos  se- 
quatur numerus  ex  eodem  complexu,  binos  semper  associatos  esse,  («  et  p — 1 — a). 
Talium  itaque  numerorum  multitudo,  (00),  semper  erit  par , nisi  quis  exstat  sibi 
ipse  associatus,  i.  e.  nisi  t{p — I)  ad  A |>ertinet,  in  quo  casu  multitudo  illa  im- 
par erit.  Hinc  colligimus,  (00)  imparem  esse,  quoties  2 ad  complexum  .4,  pa- 
rem vero , quoties  2 ad  C pertineat.  Sed  habemus 

16(00)  = aa-f-bb — 6a  — 1 1 

sive  statuendo  a — 4 <y  — (—  I , b = 4r  (v.  art.  14),  , 

(00)  = qq  — q + rr  — 1 

Quoniam  igitur  qq  — q manifesto  semper  par  est,  (00)  impar  erit  vel  par,  prout 
r par  est  vel  impar,  adeoque  2 vel  ad  .4  vel  ad  C pertinebit,  prout  b est  vel 
formae  8 m vel  formae  s m -f-  4 . Quod  est  ipsum  theorema,  in  art.  14  per  in- 
ductionem inventum. 

II.  Sed  etiam  casum  alterum,  ubi  p est  formae  bw+j,  aeque  completo 
absolvere  licet.  Numerus  2 hic  vel  ad  B,  vel  ad  1)  pertinet,  perspiciturque  fa- 
cile, in  casu  priori  } {p — 1)  ad  B,  J (/>  — f- 1 ) ad  I) , in  casu  posteriori  autem 
> (p  — 1)  ad  D.  ) (p  +1)  ad  B pertinere.  Iam  perpendamus,  si  b sit  numerus 
ex  B talis,  quem  sequatur  numerus  ex  D,  fore  etiam  numerum  p — 6 — 1 ex 
B atque  p — 6 ex  D,  i.  e.  numeros  illius  proprietatis  binos  associntos  semper 
adesse.  Erit  itaque  illorum  multitudo,  (13),  par,  excepto  casu,  in  quo  unus  eo- 
rum sibi  ipse  associatus  est,  i.  e.  ubi  }(/>—!)  ad  B,  f(p-(-l)  ad  D pertinet; 
tunc  scilicet  (13)  impar  erit.  Hinc  colligimus,  (13)  parent  esse,  quoties  2 ad  I), 
imparem  vero,  quoties  2 ad  B pertineat.  Sed  habemus 

1 6(t  3)  = aa  + bb-{-2a  ib-{-l 
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sive  statuendo  a = 4 y + l . b = 4 r+  2, 

(13)  = ??  + ?-Urr4-2r+1 

Erit  itaque  (13)  impar,  quoties  r par  est;  contra  (13)  par  erit,  quoties  r est 
impar:  unde  colligimus,  2 pertinere  ad  B,  quoties  b sit  formae  8m-|-2.  ad  T ) 
vero,  quoties  b sit  formae  8 m — 6. 

Summa  harum  investigationum  ita  enunciari  potest: 

Numeras  2 pertinet  ad  complexum  A,  B , C vel  D.  prout  numerus  J b est 
formae  4m,  lm-f-1,  4w»-)-2  vel  4m-|-3. 


22. 

Iu  Disquisitionibus  Arithmeticis  theoriam  generalem  divisionis  circuli,  at- 
que solutionis  aequationis  xf — 1 = 0 explicavimus,  interque  alia  docuimus , si 
11  sit  divisor  numeri  p — 1,  functionem  in  u factores  ordinis  p—  resolvi 

posse  adiumeuto  aequationis  auxiliaris  ordinis  p.  Praeter  theoriam  generalem 
huius  resolutionis  simul  casus  speciales . ubi  p = 2 vel  p = 3 , in  illo  opere 
artt.  336 — 358  seorsim  consideravimus,  aequationemque  auxiliarem  a priori  assig- 
nare docuimus,  i.  e.  absque  evolutione  schematis  residuorum  minimorum  potesta- 
tum alicuius  radicis  pruritivae  pro  modulo  p.  lam  vel  nobis  nou  monentibus  lecto- 
res attenti  facile  percipient  nexum  arctissimum  casus  proximi  istius  theoriae,  puta 
pro  p = 4,  cum  investigationibus  hic  in  artt.  15 — 20  explicatis,  quarum  adiumento 
ille  quoque  sine  difficultate  complete  absolvi  poterit.  Sed  hanc  tractationem  ad 
aliam  occasionem  nobis  reservamus,  ideoque  etiam  in  commentatione  praesente 
disquisitionem  in  forma  pure  arithmetica  perficere  maluimus,  theoria  aequationis 
xr — 1 = 0 nullo  modo  immixta.  Contra  coronidis  loco  adhuc  quaedam  alia  theo- 
remata nova  pure  arithmetica,  cum  argumento  hactenus  pertractato  arctissime 
couiuneta,  adiiciemus. 

23. 

Si  potestas  (jr*  — f—  1 ^ '1  secundum  theorema  binomiale  evolvitur,  tres  ter- 

mini aderunt,  in  quibus  exponens  ipsius  x per  p — I divisibilis  est,  puta 


Px1^'  atque  1 
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denotando  per  P coCfficientem  inedium 

+(l>— 0 • 10»-»)  •!()»-») t(y  + ») 

• ■ i • > i(j>— ') 

Substituendo  itaque  pro  x deinceps  numeros  1,  2,  3 ....  p — 1,  obtinebimus  per 
lemma  art.  1 9 


+ = — 2 — P 


At  perpendendo  ea  quae  in  art.  19  exposuimus,  insuperque,  quod  numeri  com- 
plexuum A.  B,  C,  D.  ad  potestatem  exponentis  J ( p — 1)  evecti  congrui  sunt, 
secundum  modulum  p.  numeris  -j-l,  — t,  — I , — 1 resp.,  facile  intelligitur  fieri 

= 4(00)  — 4(0 1 )-4-  4(02)  — 4(03} 

adeoque  per  schemata  in  fine  artt.  18,  20  tradita 

2 {^4- 1)4(1'-*)=  _2o  — 2 

Comparatio  horum  duorum  valorum  suppeditat  elegantissimum  theorema:  scili- 
cet habemus 

P = 2 a (mod.  p) 

Denotando  quatuor  producta 

1.2.3.....  f (p  — I) 

*(/>+»}•  K/>+7).  *(/>+•»).. . . . *(/>—») 

Hl*+ !)■*(*+»)  ■*(*  + *)  * (j»  — i) 

i(3/l  + l).i(3p4-5).f(3p-|-9) >-l) 

resp.  per  q.  r,  s.  t,  theorema  praecedens  ita  exhibetur: 

2n  = ~ (mod.  p 

Quum  quilibet  factorum  ipsius  <y  complementum  suum  ad  p habeat  in  I,  erit 
q = t (mod.  p),  quoties  multitudo  factorum  par  est,  i.  c.  quoties  p est  formae 
8fi-4-l,  contra  q — — I,  quoties  multitudo  factorum  impar  est.  sive  p formae 
8n-f-5.  Perinde  in  casu  priori  erit  r = *,  in  posteriori  r= — s.  In  utroque 
casu  erit  qr  = st,  et  quum  constet,  haberi  qrst  = — 1,  erit  qqrr  == — 1, 
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adeoque  qr  = f (mod.  p).  Combinando  hanc  congruentiam  cum  theoremate 
modo  invento  obtinemus  r r = -f-  2 a f,  et  proin,  per  artt.  1 9,  20 

2 6 = +rr  (mod.  p)*) 

Valde  memorabile  est.  discerptionem  numeri  p in  duo  quadrata  per  operationes 
prorsus  directas  inveniri  posse;  scilicet  radix  quadrati  imparis  erit  residuum  abso- 
lute minimum  ipsius  — . radix  quadrati  paris  vero  residuum  absolute  minimum 
ipsius  j rr  secundum  modulum  p.  lix  pressionem  ' , cuius  valor  pro  p = 5 
fit  =■  1 , pro  valoribus  maioribus  ipsius  p,  ita  quoque  exhibere  licet: 

«.  I».  1«. II) ( p — s) 

*0>—  i) 

Sed  quum  insuper  noverimus,  quonam  signo  affecta  prodeat  ex  hac  formula  radix 
quadrati  imparis , eo  scilicet,  ut  semper  fiat  formae  attentione  perdig- 

num est,  quod  simile  criterium  generale  respectu  signi  radicis  quadrati  paris  hacte- 
nus inveniri  non  potuerit.  Quale  si  quis  inveniat,  et  nobiscum  communicet,  mag- 
nam de  nobis  gratiam  feret.  Interim  hic  adiungere  visum  est  valores  numerorum 
a.  6,  f,  quales  pro  valoribus  ipsius  p infra  200  e residuis  minimis  expressionum 
{rr,  qr  prodeunt. 

•)  Atque  |(«Ti)f|*  = « = (T  ~-rr)* 


12* 


<r 
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p 

a 

b 

1 / 

Tl 

+~T 

2 

13 

— 3 

— 2 

5 

17 

+ ‘ 

— 4 

13 

29 

4*  5 

4-  2 

12 

37 

+ 1 

— 6 

31 

41 

4"  5 

+ 4 

9 

53 

— 7 

— 2 

23 

61 

+ 5 

— 6 

1 1 

73 

— 8 

27 

89 

+ 5 

— 8 

34 

97 

+ 9 

4-  4 

22 

101 

+ « 

— 10 

91 

109 

— 3 

+ 10 

33 

113 

— 7 

+ 8 

15 

137 

— 11 

+ 4 

37 

149 

— 7 

— 10 

44 

157 

— 11 

— 6 

129 

173 

+ 13 

4-  2 

80 

181 

+ 9 

+ 10 

162 

193 

— 7 

+ 12 

81 

197 

4-  i 

— 14 

183 

J 
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24. 

In  commentatione  prima  ea,  quae  ad  clarificationem  biquadraticam  numeri 
-f-  2 requiruntur,  complete  absoluta  sunt.  Dum  scilicet  omnes  numeros  per  mo- 
dulum p (qui  supponitur  essse  numerus  primus  formae  4n  + l)  non  divisibiles  in- 
ter quatuor  complexus  A,  B,  C , D distributos  concipimus,  prout  singuli  ad  po- 
testatem exponentis  J (p — 1)  evecti  congrui  fiunt  secundum  modulum  p ipsi 
+ 1,  +/.  -1.  -/.  denotante  f radicem  alterutram  congruentiae  ff  s — I 
(mod . p):  invenimus,  diiudicationem,  cuinam  complexui  adnumerandus  sit  nume- 
rus + 2.  pendere  a discerptione  numeri  p in  duo  quadrata,  ita  quidem,  ut  si 
statuatur  p — aa-\-bb,  denotante  aa  quadratum  impar,  bb  quadratum  par.  si 
porro  signa  ipsorum  a,  b ita  accepta  supponantur,  ut  habeatur  a — I mod.  4;. 
b = af(mod.p),  numerus  -)-  2 ad  complexum  A,  B,  C,  D pertinere  debeat, 
prout  ^-6  sit  formae  4»,  4n-f-l,  4n-f-2,  4n  + Sresp. 

Sponte  quoque  hinc  demanat  regula  classificationi  numeri  — 2 inserviens. 
Scilicet  quum  — 1 pertineat  ad  classem  A pro  valore  pari  ipsius  i b,  ad  clas- 
sem C vero  pro  impari:  pertinebit,  per  theorema  art.  7,  numerus  — 2 ad  clas- 
sem A,  B,  C,  D,  prout  ] b est  formae  4n.  4n-J-3,  I « — 2,  4»-f-l  resp. 

Haec  theoremata  etiam  sequenti  modo  exprimi  possunt : 
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Pertinet 

+ 2 

i 

ad  complexum 

si  4,  secundum  modulum  8,  fit  congruus  ipsi 

A 

0 

0 

B 

2 a 

6 a 

C 

4 a 

4 a 

D 

6 a 

2 a 

Facile  intelligitur , theoremata  sic  enuuciata  haud  amplius  pendere  a conditione 
a = 1 (mod.  4),  sed  ctiamnuui  valere,  si  fuerit  a = 3 (mod.  4),  dummodo  condi- 
tio altera,  af  — 6(mod.;>),  conservetur. 

Aeque  fiicile  perspicitur,  summam  horum  theorematum  eleganter  contrahi 
posse  in  formulam  unicam,  puta: 

si  a et  b positive  accipiuntur , semjier  fit 

6lo»_al«i  2H*-'l  (mod.  p) 


25. 

Videamus  nunc,  quatenus  inductio  classiticationem  numeri  3 indigitet.  Ta- 
bula art.  1 1 ulterius  continuata  (semper  adoptata  radice  primitiva  minima),  mon- 
strat . -|-  3 pertinere 

ad  complexum 


A 

p«-°  Ii 

B 

pro 

1 

C ,| 

pro 

p 1 

a 

5 

P j 

a 

b 

p 

a 

4 j 

13 

j — 

3 

+ 2 

17 

+ 

i 

— 

4 

37 

+ 

1 1 

— 6 'J 

109 

— 

»i 

j + 1 0 | 

29 

+ 

5 

+ 

2 

! 61 

+ 

5 

— 6 

181 

+ 

9 

1 + 10 

53 

— 

7 

+ 

2 

73 

! 

3 

— S ll 

193 

; 

7 1 

— 12 

89 

+ 

5 

— 

* 

97 

+ 

9 

+ * 

229 

‘ 

15 

| + 2 

101 

j + 

1 

+ 

10 

157 

— 

Hj 

-6  , 

277 

! + 

9 

| + 14 

113 

— 

7 

— 

8 

211 

— 

15 

1—4 

137 

— 

1 1 

i — 

4 

197 

+ 

1 i 

— 

14 

233 

+ 

13 

+ 

8 

. 257 

+ 

1 

— 

16 

269 

+ 

13 

+ 

io 

281 

+ 

5 

+ 

16  > 

- 

1 293 

+ 

17 

+ 

2 

1 

D pro 

p a 4 
51+  l|+  2 

4 1 j + 5 | — 4 
149  — 7 -f  10 
1731  + 13  + 2 
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Primo  saltem  aspectu  nexum  simplicem  inter  valores  numerorum  a.  b,  qui- 
bus idem  complexus  respondet,  non  animadvertimus.  At  si  perpendimus,  diiu- 
dicationcm  similem  in  theoria  residuorum  quadraticorum  per  regulam  simplicio- 
rem absolvi  respectu  numeri  — 3,  quam  respectu  numeri  + 3.  spes  affulget  suc- 
cessus aeque  secundi  in  theoria  residuorum  biquadraticorum.  Invenimus  autem, 
— 3 pertinere  ad  complexum 


A 

pro 

B pro 

C 

pro 

D pro 

P 

a 

b 

P 

a 

•> 

P 

a 

6 

p 

* 

37 

+ 

1 

— 6 

5 

+ 1 

+ 2 

13 

— 

3 

+ 2 

29 

+ 5 

61 

+ 

5 

— 6 

17 

+ 1 

- 4 

7 3 

— 

3 

— 8 

41 

+ 5 

157 

— 

II 

— 6 

89 

4-  s 

— 8 

97 

+ 

9 

+ 4 

53 

— 7 

193 

— 

7 

— 12 

1 13 

- -> 

— 8 

109 

— 

3 

+ 10 

101 

+ » 

137 

—ii 

— 4 

181 

+ 

9 

+ 10 

197 

+ i i 

149 

— 7 

+ 10  229 

— 

15 

+ 2 

269 

+ 13, 

173 

+ 13 

+ 2 

241 

— 

15 

- 4 

293 

+ 17 

233 

+ 13 

+ s 

277 

+ 

9 

+ 14 

257 

+ 1 

— 16 

281 

+ & 

+ 16 

b 

+ 2 

— 4 
+ 2 
+ 10 

— 14 
+ 10 
+ 2 


ubi  lex  inductionis  sponte  se  offert.  Scilicet  pertinet  — 3 ad  complexum 

A,  quoties  b per  3 divisibilis  est,  sive  b = 0 (mod.  3) 

B,  quoties  a + 6 per  3 est  divisibilis,  sive  6 = 2a  (mod.  3 

C,  quoties  a per  3 est  divisibilis,  sive  a — 0 (mod.  3; 

D,  quoties  a — b per  3 divisibilis  est , sive  6 = a (mod.  3) 


26. 

Numerum  + 5 adseribendum  invenimus  complexui 

A pro  p = 101,  109,  149,  181,  269 
B pro  p = 13,  17,  73,  97,  157,  193,197.  233.  277,  293 
C pro  p = 29,  41,  61,  89,  229,  241.  281 
D pro  p = 37.  53,  113,  137,  173,  257 

In  considerationem  vocatis  valoribus  numerorum  a,  b singulis  p respondentibus, 
lex  hic  aeque  facile , ut  pro  classificatione  numeri  — 3 , prehenditur.  Scilicet 
incidimus  in  complexum 


13 
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A,  quoties  6 = 0 (mod.  5) 

B,  quoties  6 = a 

C,  quoties  a = 0 

D,  quoties  6 = 4« 

Manifestum  est,  has  regulas  complecti  casus  omnes,  quum  pro  6=  2 a,  vel 
4 = 3«  mod.5),  tieret  aa-f-44  = 0,  Q.E.  A.,  quum  per  hypothesin  p sit  nu- 
merus primus  a 5 diversus. 

27. 

Perinde  inductio  ad  numeros  — 7, — lt,  +13,  +17,  — 19,  — 23  appli- 
cata satisque  producta  sequentes  regulas  indigitat: 

Pro  numero  — 7. 


A | 

<1=0, 

vel  6 = 0 (mod.  7) 

B ! 

4=4« 

3 

III 

-C) 

'fi 

C , 

4 = a, 

vel  6=0« 

D i 

6 = 2« 

, vel  6 = 3« 

Pro  numero  — 11. 

A 

6 = 0, 

5«,  vel  6«  (mod.  1 1) 

B 

1 6 = a, 

3«  vel  4« 

C 

1 a = 0, 

vel  6 = 2«  vel  9« 

D 

6 ==  7 a,  8 a vel  lOa 

Pro  numero  +13. 

A b = 0,  4«,  9«  (mod.  13) 

B b = 6a,  1 Ia,  12« 

C ' « = 0 ; 4 = 3«,  lOa 
D 4 = «,  2«,  7 « 

Pro  numero  +17. 

A a = 0 ; 6 = 0,  a,  Hia  (mod.  17) 
B 4=  2a,  6«.  Ha,  14« 

C 4 = 5a,  7 «,  10«,  12« 
l)  b = 3a,  9«,  1 1 a,  13« 
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Pro  numero  — 1 9. 

A b ==  0,  2 a,  5 a,  14o,  17«  (mod.  19} 
B b — 3a,  7 a,  I Ia,  13a,  ISa 
C a = 0;  b ~ 4 a.  9 a.  10 a,  15a 
J5  b = a,  6a,  8a,  1 2a,  1 6a 


A 

/i 

C 

D 


Pro  numero  — 23, 

a = 0;  b = 0,  7b,  lOa,  13a,  16a  (mod. 23) 
i = 2 a,  3 a,  4 a,  I Ia,  1 5 a,  17  a 
b = a,  5a,  9a,  14a,  ISa,  22a 
4 = 6 a,  Sa,  1 2 a,  1 9 a.  20  a,  2 1 a 
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28. 

Theoremata  specialia  lioc  modo  per  inductionem  eruta  confirmari  inveniun- 
tur, quousque  haec  continuetur,  formamque  criteriorum  pulcherrimam  manifestant. 
Si  vero  inter  se  conferuntur,  ut  conclusiones  generales  inde  petantur,  primo  sta- 
tim  aspectu  se  offerunt  observationes  sequentes. 

Criterin  dijudicationis,  ad  quemnam  complexum  referendus  sit  numerus  pri- 
mus A-q  (sumendo  signum  superius  vel  inferius,  prout  q est  formae  4 w — (—  1 vel 
4 n -f-  3),  pendent  a formis  numerorum  a,  b inter  se  collatorum  respectu  moduli  q. 
Scilicet 

I.  quoties  a = 0 (mod .q),  + q pertinet  ad  complexum  determinatum,  qui 
est  A pro  q = 7,  17,  23,  nec  non  C pro  q — 3,  11,  13,  19.  unde  coniectura 
oritur,  casum  priorem  generaliter  valere,  quoties  q sit  formae  8 n — 1 . posterio- 
rem vero,  quoties  q sit  formae  Sn+3.  Ceterum  complexus  B et  D iam  abs- 
que inductione  excluduntur  pro  valore  ipsius  a per  q divisibili,  ubi  fit  p = bb 
mod.  q),  i.  e.  ubi  p est  residuum  quadraticum  ipsius  q,  unde  per  theorema  fun- 
damentale + q esse  debet  residuum  quadraticum  ipsius  p. 

II.  Quoties  autem  a per  q non  est  divisibilis,  criterium  pendet  a valore 

expressionis  ~ (mod.  q).  Admittit  quidem  haec  expressio  q valores  diversos,  puta 
0,  1.  2,  3 q — l:  sed  quoties  q est  formae  4«-f-t,  excludendi  sunt  bini  valo- 
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res  expressionis  — 1 (mod.  q) , qui  manifesto  nequeunt  esse  valores  expressionis 
* (mod.  q),  quum  p = aa-~bb  semper  supponatur  esse  numerus  primus  a q di- 
versus. Quapropter  multitudo  valorum  admissibilium  expressionis  * 'mod,  q)  est 
— - q — 2.  pro  q = I (mod.  4),  dum  manet  = q pro  q = 3 {mod.  4). 

lam  hi  valores  in  quaternas  classes  distribuuntur,  puta,  ut  quidam,  indefi- 
nite per  a denotandi,  respondeant  complexui  A ; alii  per  6 denotandi  complexui 
B;  alii  y complexui  C;  denique  reliqui  C complexui  l),  ita  scilicet,  ut  +f/ 
complexui  A,B,C,D  adseribendus  sit,  prout  habeatur  b = aa,  b = f>«.  6=ya. 
e = Sa  (mod.  q). 

At  lex  huius  distributionis  abstrusior  videtur,  etiamsi  quaedam  generalia 
promte  animadvertantur.  Multitudo  in  ternus  classibus  eadem  reperitur,  puta 
— \{q — 1)  vel  1 (y  + l ),  dum  in  una  (et  quidem  in  eadem,  quae  respondet  com- 
plexui cum  criterio  a = 0}  unitate  minor  est,  ita  ut  multitudo  omnium  criterio- 
rum  diversorum  respectu  singulorum  complexuum  fiat  eadem,  puta  — J q — I) 
vel  1 (y-j- 1 ).  Porro  animadvertimus,  u semper  in  prima  classe  (inter  a)  reperiri. 
nec  non  complementa  numerorum  a,  S,  y,  i ad  q , puta  q — a,  q — 6,  q — y. 
q — c resp.  in  classe  prima,  quartn,  tertia,  secunda.  Denique  valores  expressio- 
num -i,  -j-,  — , -j-  (mod.  q)  pertinere  videmus  ad  classem  primam,  quartam,  ter- 
tiam, secundam,  quoties  criterium  a = 0 respondet  complexui  A;  ad  classem 
tertiam,  secundam,  primam,  quartam  resp.  autem,  quoties  criterium  a = 0 re- 
fertur ad  complexum  C.  Sed  ad  haec  fere  limitantur,  quae  per  inductionem  as- 
sequi licet,  nisi  audacius  ea,  quae  infra  e fontibus  genuinis  haurientur,  anticipare 
nobis  arrogemus. 


29. 

Antequam  ulterius  progrediamur,  observare  convenit,  criteria  pro  numeris 
primis  (positive  sumtis,  si  sunt  formae  4»-(-l,  negative,  si  formae  4»-}"3)  suf- 
ficere ad  diindicationein  pro  omnibus  reliquis  numeris,  si  modo  theorema  art.  7, 
atque  criteria  pro  — 1 et  + 2 in  subsidium  vocentur.  Ita  e.  g.  si  desiderantur 
criteria  pro  numero  -(-3,  criteria  in  art.  25  prolata,  quae  referuntur  ad  — 3, 
etiamnum  pro  -|-3  valebunt,  quoties  { b est  numerus  par:  contra  complexus 
A,  B,  C,  D cum  complexibus  C,  D,  A,  B permutandi  erunt,  quoties  f b est  im- 
par, unde  sequuntur  praecepta  haecce: 
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-f-  3 pertinet 
ad  complexum  si 

A 4 = 0(mod.l2);  vel  simul  a = 0(mod,3),  4=2(mod.41 

B b=hu  vel  I0a(mod.  12) 

C 4=0«  (mod.  12);  vel  simul  o — 0 mod.  3),  4=0(mod.4) 

V b = 2a  vel  4a(mod.  t2) 

Perinde  critcria  pro  + 0 petuntur  e combinatioue  eriteriorum  pro  ip  2 et 
— 3;  scilicet 

-f-6  pertinet 
ad  complexum  si 

A 4=0,  2 a,  22o(mod.  24);  vel  simul  a=0 (mod. 3),  4=4«  mod. 8) 

B i 4 = 4 a.  6a,  $afmod.  24);  vel  simul  a = 0(mod.  3),  4 = 2a(mod.8) 

C | 4=10a,  !2o,  14a {mod.  24);  vel  simul  « = 0 (mod.  3),  4=0  (mod.  8) 

D 4=l6a,  ISa,  20a(mod.  24);  vel  simul  a=0  (mod.  3),  4= 6a  (mod.  8) 

— 6 vero 
ad  complexum  si 

A 4 = 0,  lOa,  14«{mod.  24);  vel  simul  « = 0(mod.  3),  4 = 4a;mod.S) 

B 4 = 4a,  8a,  18a(mod.  24);  vel  simul  a = 0 (mod.  3),  4 = 6«{mod.S) 

C 4=2«.  t2a,  22« {mod.  24l;  vel  simul  a=0(mod.3).  4 = 0 (mod.8) 

D 4 = Ca,  I6a,  20« {mod. 24);  vel  simul  a = 0 (mod.  3),  6=  2a  (mod.  8) 

Simili  modo  criteria  pro  numero  ri-21  concinnabuntur  e criteriis  pro  — 3 
et  — 7;  criteria  pro  — 105  e criteriis  pro  — 1,  — 3.  +5,  — 7,  etc. 

30. 

Amplissimam  itaque  messem  theorematum  specialium  aperit  inductio,  theo- 
remati pro  numero  2 affinium : sed  desideratur  vinculum  commune,  desiderantur 
demonstrationes  rigorosac , quum  methodus . per  quam  in  commentatione  prima 
numerum  2 absolvimus,  ulteriorem  applicationem  non  patiatur.  Non  desunt  qui- 
dem methodi  diversae,  per  quas  demonstrationibus  pro  casibus  particularibus  jk>- 
tiri  liceret,  iis  potissimum,  qui  distributionem  residuorum  quadraticornm  inter 
complexus  A,  C spectant,  quibus  tamen  non  immoramur,  quum  theoria  genera- 


Digitized  by  Google 


102 


THEORIA  RESIDUORUM  BIQUADRATICORUM. 


lis  omnes  casus  complectens  in  votis  esse  debeat.  Cui  rei  quum  inde  ab  anno  1 805 
meditationes  nostras  dicare  coepissemus,  mox  certiores  facti  sumus,  fontem  ge- 
nuinum theoriae  generalis  in  campo  arithmeticae  promoto  quaerendum  esse , uti 
iain  in  art.  1 addigitavimus. 

Quemadmodum  scilicet  arithmetica  sublimior  in  quaestionibus  hactenus  per- 
tractatis inter  solos  numeros  integros  realcs  versatur,  ita  theoremata  circa  residua 
biquadratica  tunc  tantum  in  summa  simplicitate  ac  genuina  venustate  resplendent, 
quando  campus  arithmeticae  ad  quantitates  imaginarias  extenditur,  ita  ut  absque 
restrictione  ipsius  obiectum  constituant  numeri  formae  o+6i,  denotantibus  i, 
pro  more  quantitatem  imaginariam  y/ — I.  atque  a,  i indefinite  omnes  numeros 
reales  integros  inter  — oo  et  -J-  oo.  Tales  numeros  vocabimus  numeros  integros 
complexos,  ita  quidem,  ut  reales  complexis  non  opponantur,  sed  tamquam  species 
sub  his  contineri  censeantur.  Commentatio  praesens  tum  doctrinam  elementarem 
de  numeris  complexis,  tum  prima  initia  theoriae  residuorum  biquadraticorum  sistet, 
(piam  ab  omni  parte  perfectam  reddere  in  continuatione  subsequente  suscipiemus  *). 

31. 

Ante  omnia  quasdam  denominationes  praemittimus,  per  quarum  introductio- 
nem brevitati  et  perspicuitati  consuletur. 

Campus  numerorum  complexorum  u -j-6i  continet 

I.  numeros  reales,  ubi  4 — 0,  et,  inter  hos,  pro  indole  ipsius  a 

1)  cifrarn 

2)  numeros  positivos 

3)  numeros  negativos 

II.  numeros  imaginarios,  ubi  b citrae  inaequalis.  Ilie  iterum  distinguuntur 

1}  numeri  imaginarii  absque  parte  reali,  i.  e.  ubi  a = 0 

2)  numeri  imaginarii  cum  parte  reali,  ubi  neque  b neque  a ~ 0. 

Priores  si  placet  numeri  imaginarii  puri,  posteriores  numeri  imaginarii  mixti  vo- 
cari possunt. 

"}  Obiter  «altem  hic  adhuc  rnonere  contremi,  campum  ita  definitum  imprimis  theoriae  residuorum  bi* 
quadrat  i eorum  accommodatum  esse.  Theoria  residuorum  cubicorum  simili  tnodo  superstruenda  est  considera- 
tioni dumetorum  formae  n + 4/j,  ubi  h nt  radix  imaginaria  aequationis  A*—  1 =■  u,  puta  A = •—  f 4"Vl  • • J 
et  perinde  theoria  residuorum  potestatum  alliorum  introductionem  aliarum  quantitatum  imaginariarum  postu- 
labit. 
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Unitatibus  in  hac  doctrina  utimur  quaternis.  — f—  I . — I,  +«,  — i.  quae 
simpliciter  positiva,  negativa,  positiva  imaginaria,  negativa  imaginaria  audient. 

Producta  terna  cuiuslibet  numeri  complexi  per  — t,  +»,  — illius  socios 
vel  numeios  illi  associatos  appellabimus.  Excepta  itaque  cifra  (quae  sibi  ipsa  as- 
sociata est) , semper  quaterni  numeri  inaequales  associati  sunt. 

Contra  numero  complexo  commictum  vocamus  eum . qui  per  permutationem 
ipsius  i cum  — » inde  oritur.  Inter  numeros  imagiunrios  itaque  bini  inaequales 
semper  coniuncti  sunt,  dum  numeri  reales  sibi  ipsi  sunt  coniuncti,  siquidem  de- 
nominationem ad  hos  extendere  placet. 

Productum  numeri  complexi  per  numerum  ipsi  coniunctum  utriusque  nor- 
mam vocamus.  Pro  norma  itaque  numeri  realis,  ipsius  quadratum  habendum  est. 

Generaliter  octonos  numeros  nexos  habemus , puta 


a + iii 

— b a i 

— a — bi 
b — ai 


a — bi 


— b — ai 

— a-\-bi 
6 — 


ubi  duas  quaterniones  numerorum  associatorum , quatuor  biniones  coniuuctorum 
conspicimus,  omniumque  norma  communis  est  aa-\-bb.  Sed  octo  numeri  ad  qua- 
tuor inaequales  reducuntur,  quoties  vel  a — + 6,  vel  alteruter  numerorum  a,  b = 0 . 

E definitionibus  allatis  protinus  demanant  sequentia: 

Producto  duorum  numerorum  complexorum  coniunctum  est  productum  e 
numeris . qui  illis  coniuncti  suut. 

Idem  valet  de  producto  e pluribus  factoribus,  nec  non  de  qnotientibus. 

Norma  producti  e duobus  numeris  complexis  aequalis  est  producto  ex  ho- 
rum normis. 

Hoc  quoque  theorema  extenditur  ad  producta  c quotcunque  factoribus  et  ad 
quotientes. 

Cuiusvis  numeri  complexi  (excipiendo  cifnun . quod  plerumque  abhinc  ta- 
cite subintclligemus)  norma  est  numerus  positivus. 

Ceterum  nihil  obstat , quominus  definitiones  nostrae  ad  valorcs  fractos  vel 
adeo  irrationales  ipsorum  a,  b extendantur;  sed  o-j-ii  tunc  tantum  numerus 
complexus  integer  audiet,  quando  uterque  a,  b est  integer,  atque  tunc  tantum 
rationalis . quando  utirque  a,  b rationalis  est. 
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32. 

Algori  th  mus  operationum  arithmeticarum  circa  numeros  complexos  vulgo 
notus  est:  divisio,  per  introductionem  normae,  ad  multiplicationem  reducitur, 
quum  habeatur 

o-fAi  __  > . « e — di  ac  + bd  , bc — ad  . 

C+di  ^ 1 cc-\-dd  cc  + dd  cc  + dd  * 

Extractio  radicis  quadratae  perficitur  ad  i umento  formulae 
\J(a  + bi)  =.  + (^aa--+-**)-±f  _)_  ,-v'v'(r +**)-_<■ ) 

si  b est  numerus  positivus , vel  huius 

V(o  + 6«)  = + ,y  »^l±  “)±_«  _ ) 

si  b est  numerus  negativus.  Usui  transformationis  quantitatis  complexae  a -{-b i 
in  r (cos  -f  -f-  i sin  9)  ad  calculos  facilitandos,  non  opus  est  hic  immorari. 


33. 

Numerum  integrum  complexum , qui  in  factores  duos  ab  unitatibus  diver- 
sos*) resolvi  potest,  vocamus  numerum  complexum  compositum;  contra  numerus 
primus  complexus  dicetur,  qui  talem  resolutionem  in  factores  non  admittit.  Hinc 
statim  patet,  quemvis  numerum  compositum  realem  etiam  esse  compositum  com- 
plexum. At  numerus  primus  realis  poterit  esse  numerus  complexus  compositus, 
et  quidem  hoc  valebit  de  numero  2 atque  de  omnibus  numeris  primis  realibus  po- 
sitivis formae  4 «4-1  (excepto  numero  1),  quippe  quos  in  bina  quadrata  positiva 
deconiponi  posse  constat;  puta,  fit  2 = (I— {— t)  (1  — i),  6 = (l-f-2i)(l — 2«), 
t 3 = (3 -f- 2 i)  (3  — 2 »’),  17  = (14-4i)(l  — 4t)  etc. 

Contra  numeri  primi  reales  positivi  formae  4 n 4-  3 semper  sunt  numeri 
primi  complexi.  Si  enim  talis  numerus  q esset  = (o-)-6i)  (a  4-  f>»),  foret  etiam 
q = (a  — b i)  (a  — Si),  adeoque  qq  = (aa-f-66)  («  a-f-  b'  (?) : at  qq  unico  tantum 
modo  in  factores  positivos  unitate  maiores  resolvi  potest,  puta  in  q X q.  unde  esse 
deberet  q — aa-\-bb  = a a 4- b' fi,  Q.  E.  A;  quum  summa  duorum  quadratorum 
nequeat  esse  formae  4 n 4-  3. 

■}  uve,  quod  idem  est,  Iulea,  quorum  normae  unitate  sint  maiore». 


Digitized  by  Google 


COMMENTATIO  SECUNDA. 


105 


Numeri  rcales  negativi  manifesto  easdem  denominationes  servant,  quas  po- 
sitivi, idemque  valet  de  numeris  imaginariis  puris. 

Supcrest  itaque,  ut  inter  numeros  imaginarios  mixtos,  compositos  a primis 
dignoscere  doceamus,  quod  fit  per  sequens 


Theokema.  Quiris  numerus  integer  imaginarius  mixtus  a hi  est  vel  nume- 
rus primus  complexus,  vel  numerus  compositus , prout  ipsius  norma  est  vel  numerus 
primus  realis,  vel  numerus  compositus. 

Dem.  I.  Quoniam  numeri  complexi  compositi  norma  semper  est  numerus 
compositus,  patet,  numerum  complexum,  cuius  norma  sit  numerus  primus  rea- 
lis, necessario  esse  debere  numerum  primum  complexum.  Q.  E.  P. 

II.  Si  vero  norma  na-f-AA  est  numerus  compositus,  sit  p numerus  primus 
positivus  realis  illam  metiens.  Duo  iam  casus  distinguendi  sunt. 

1)  Si  p est  formae  4«-f-3,  constat,  aa-f-AA  per  p divisibilem  esse  non 
posse,  nisi  p simul  metiatur  ipsos  a,  b,  unde  a-\-bi  erit  numerus  compositus. 

2)  Si  p non  est  formae  4n-(-3,  certo  in  duo  quadrata  dccomponi  poterit: 
statuemus  itaque  p — aa  S 5.  Quum  fiat 

(aa-f-A6)(<ia — 56)  = aa(aa-{-fifi) — 66(a<i-(-fcft) 

adeoque  per  p divisibilis,  p certo  alterutrum  factorem  act  -j-  A fi , aa — At 5 me- 
tietur, et  quum  insuper  fiat 

(a a -f- A 6)’  + (A a — at>)*  = (net — ib t5 )*  — 1 — (A ct  — f—  c« S )*  (ua-f-AA)(uci-f-iJ(J) 

I 

adeoque  per  pp  divisibilis,  patet,  in  casu  priori  etiam  ba  — 06,  in  posteriori 
Aa-|-  ad  per  p divisibilem  esae  debere.  Quare  in  casu  priori 

aa-\-bt  , ba — «6 

« +6«  p ' p 


erit  numerus  integer  complexus,  in  posteriori  autem 


a b i 
a — 6 1 


a a — b 6 , b a a 6 
P P 


integer  erit.  Quum  itaque  numerus  propositus  vel  per  a -f-  6 i vel  per  a — fJi 
divisibilis  sit,  quotientisque  norma  = “y--*  per  hyp.  ab  unitate  diversa  fiat,  pa- 
tet, o-|-A«  in  utroque  casu  esse  numerum  complexum  compositum.  Q.  E.  S 


14 
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34. 

Totum  itaque  ambitum  numerorum  primorum  complexorum  exhauriunt  qua- 
tuor  species  sequentes: 

1)  quatuor  unitates , 1,  — f- i.  — I,  — i,  quas  tamen,  dum  de  numeris  pri- 
mis agemus,  plerumque  tacite  subintelligcmus  exclusas. 

2}  numerus  1 — t cum  tribus  sociis  — 1 — t , — 1 — »,  l — i. 

3)  numeri  primi  reales  positivi  formae  4 n 3 cum  ternis  sociis. 

4)  numeri  complexi,  quorum  normae  sunt  numeri  primi  reales  format:  4«-{-l 
unitate  maiores , et  quidem  cuivis  normae  tali  datae  semper  octoni  numeri  primi 
complexi  et  non  plures  respondebunt , quum  talis  norma  unico  tantum  modo  in 
bina  quadrata  dccomponi  possit. 


35. 

Quemadmodum  numeri  integri  reales  in  pares  et  impares  distribuuntur,  at- 
que illi  iterum  in  pariter  pares  et  impariter  pares,  ita  inter  numeros  complexos 
distinctio  aeque  essentialis  se  offert:  sunt  scilicet 

vel  per  t+i  non  divisibiles,  puta  numeri  a-\-bi,  ubi  alter  numerorum  a.b 
est  impar,  alter  par; 

vel  per  1 -f- » neque  vero  per  2 divisibiles,  quoties  uterque  a,  b est  impar; 

vel  per  2 divisibiles , quoties  uterque  a,  b est  par. 

Numeri  primae  classis  commode  dici  possunt  numeri  complexi  impares,  se- 
cundae semipares,  tertiae  pares. 

Productum  e pluribus  factoribus  complexis  semper  impar  erit,  quoties  omnes 
factores  sunt  impares;  semipar,  quoties  unus  factor  est  semipar.  reliqui  impares; 
par  autem , quaties  inter  factores  vel  saltem  duo  semipares  inveniuntur . vel  sal- 
tem unus  par. 

Norma  cuiusvis  numeri  complexi  imparis  est  formae  4 w — 1 ; norma  numeri 
semiparis  est  formae  S n — 1—  2 ; denique  norma  numeri  paris  est  productum  numeri 
formae  4«-f-l  in  numerum  4 vel  altiorem  binarii  potestatem. 

36. 

Quum  nexus  inter  quaternos  numeros  complexos  socios  analogus  sit  nexui 
inter  binos  numeros  reales  oppositos  (i.  e.  absolute  aequales  signisque  oppositis  af- 
fectos), atque  ex  his  vulgo  positivus  tamquam  primarius  merito  considerari  soleat: 
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quaestio  oritur,  num  similis  distinctio  inter  quaternos  numeros  complexos  socios 
stabiliri  possit,  et  pro  utili  haberi  debeat.  Ad  quam  decidendam  perpendere  opor- 
tet, principium  distinctionis  ita  comparatum  esse  debere,  ut  productum  duorum 
numerorum,  qui  inter  socios  suos  pro  primariis  valent,  seinper  fiat  numerus  pri- 
marius inter  socios  suos.  At  mox  certiores  fimus,  tale  principium  omnino  non 
dari,  nisi  distiuctio  ad  numeros  integros  restringatur:  quinadeo  distinctio  utilis  ad 
numeros  impares  limitanda  erit.  Pro  his  vero  finis  propositus  duplici  modo  attingi 
potest.  Scilicet 

I.  Productum  duorum  numerorum  a-f-fti,  a'-\-b'i  ita  comparatorum,  ut 
o,  a'  sint  formae  4n-f-1.  atque  b,  b'  pares,  eadem  proprietate  gaudebit,  ut  pars 
realis  fiat  = I (niod.  4),  atque  pars  imaginaria  par  Et  facile  perspicietur,  inter 
quaternos  numeras  impares  associatos  unum  solum  sub  illa  forma  contentum  esse. 

II.  Si  numerus  a-\-bi  ita  comparatus  est,  ut  a — 1 et  b vel  simul  pari- 
ter pares  sint,  vel  simul  impariter  pares,  cius  productum  per  numerum  com- 
plexum eiusdem  formae  eadem  forma  gaudebit,  facileque  perspicitur,  e quaternis 
numeris  imparibus  associatis  unum  solum  sub  hac  forma  contineri. 

Ex  his  duobus  principiis  aeque  fere  idoneis  posterius  adoptabimus , scilicet 
inter  quaternos  numeros  complexos  impares  associatos  eum  pro  primario  habebi- 
mus , qui  secundum  modulum  2 — 2 i unitati  positivae  fit  congruus : hoc  pacto 
plura  insignia  theoremata  maiori  concinnitate  enuueiare  licebit.  Ita  e.g.  sunt  nu- 
meri primi  complexi  primarii  — I -f-  2 i,  — 1 — 2 i,  -f-  3 -j-  2 i,  -f-  3 — 2 i,  — f- 1 — f-  4 . 
+ !-4i  etc.,  nec  non  reales  — 3,  — 7.  — II,  — 19  etc.  manifesto  semper  signo 
negativo  afficiendi.  Numero  complexo  impari  primario  couiunctus  quoque  pri- 
marius erit. 

Pro  numeris  semiparibus  et  paribus  in  genere  similis  distinctio  nimis  arbitra- 
ria parumque  utilis  foret.  E numeris  primis  associatis  1-f-i,  1 — i, — t — J— «, — t — « 
unum  quidem  piae  reliquis  pro  primario  eligere  possumus,  sed  ad  compositos  ta- 
lem distinctionem  non  extendemus. 


37. 

Si  inter  factores  numeri  complexi  compositi  inveniuntur  tales,  qui  ipsi  sunt 
compositi,  atque  hi  iterum  in  factores  suos  resolvuntur,  manifesto  tandem  ad  faeto- 
res primos  dclabiinur , i.  e.  quivis  numerus  compositus  in  factores  primos  resolu- 
bilis est.  Inter  quos  si  qui  non  primarii  reperiuntur , singulorum  loco  substitua- 
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tur  productum  primarii  associati  per  i,  — 1 vel  — i.  Hoc  pacto  patet,  quemvis 
numerum  complexum  compositum  M reduci  posse  ad  formam 

M ==  CP 

ita  ut  A,  Ii,  C etc.  sint  numeri  primi  complexi  primarii  inaequales,  atque 
|i  = 0,  I,  2 vel  3.  Circa  hanc  resolutionem  theorema  se  offert,  unico  tantum 
modo  eam  fieri  posse , quod  theorema  obiter  quidem  consideratum  per  se  manife- 
stum videri  posset,  sed  utique  demonstratione  eget.  Ad  quam  sternit  viam  sequens 

Theorema.  Productum  M — A*B*CP . . . .,  denotantibus  A,  Ii,  C etc.  nu- 
meros primos  complexos  primarios  diversos , divisibile  esse  nequit  per  ullum  numerum 
primum  complexum  primarium , qui  ititer  .4,  B.  C etc.  non  reperitur. 

Dem.  Sit  P numerus  primus  complexus  primarius  inter  A,  B,  C etc.  non 
contentus,  sintque  p,  a,  b,  c etc.  normae  numerorum  P,  A.  B,  C etc.  Hinc  fa- 
cile colligitur,  normam  numeri  M fore  = a*6teTetc. , unde  hic  numerus,  si  M 
per  P divisibilis  esset,  per  p divisibilis  esse  deberet.  Quum  singulae  normae 
sint  vel  numeri  primi  reales  (e  serie  2,  5,  13,  17  etc.).  vel  numerorum  primorum 
realium  quadrata  (e  serie  9.  19.  121  etc.),  sponte  patet,  illud  evenire  non  posse, 
nisi  p cum  aliqua  norma  a,  b,  c etc.  identica  fiat:  supponemus  ituque  p — a.  At 
quum  P,  A per  hyp.  sint  numeri  primi  complexi  primarii  non  idcntici,  facile 
perspicietur,  haec  simul  consistere  non  posse,  nisi  P,  A sint  numeri  complexi 
imaginarii  coniuncti,  et  proin  p s=s  a numerus  primus  realis  impar,  'non  qua- 
dratum numeri  primi) : supponemus  itaque  A = k-\-li,  P — k — li.  llinc (ex- 
tendendo notionem  et  signum  congruentiae  ad  numeros  integros  complexos'  erit 
A E5  2 k (mod.  P;,  unde  facile  colligitur 

J/=  PFlfCi (mod.  P; 

Quapropter  dum  M per  P divisibilis  supponitur , erit  etiam 

2’*,JB*Ct 

per  P divisibilis,  adeoque  norma  huius  numeri,  quae  fit 

^ 2 

divisibilis  per  p.  At  quum  2 et  A:  per  p certo  non  sint  divisibiles , hinc  sequi- 


Digitized  by  Google 


COMMENTATIO  SECUNDA. 


109 


tur,  p cum  aliquo  numerorum  b,  c etc.  identicum  esse  debere:  sit  e.  g.  p — b. 
Hinc  vero  concludimus,  esse  vel  B = k -\-li , vel  Ii  — k — /i,  i. e.  vel  B — A, 
vel  B = P,  utrumque  contra  hyp. 

Ex  hoc  theoremate  alterum,  quod  resolutio  in  factores  primos  unico  tantum 
modo  perfici  potest . facillime  derivatur,  et  quidem  per  ratiocinia  iis,  quibus  in 
Disquisitionibus  Arithmeticis  pro  numeris  realibus  usi  sumus  (art.  1 6),  prorsus  ana- 
loga: quapropter  illis  hic  immorari  superfluum  foret. 


3S. 

Progredimur  iam  ad  congruentiam  numerorum  secundum  modulos  com- 
plexos. fSed  in  limine  huius  disquisitionis  convenit  indicare,  quomodo  ditio  quan- 
titatum complexarum  intuitui  subiici  possit. 

Sicuti  omnis  quantitas  realis  per  partem  rectae  utrinque  infinitae  ab  initio 
arbitrario  sumendam,  et  secundum  segmentum  arbitrarium  pro  unitate  acceptum 
aestimandam  exprimi,  adcoque  per  punctum  alterum  repraesentari  potest,  ita  ut 
puncta  ab  altera  initii  plaga  quantitates  positivas,  ab  altera  negativas  repraesen- 
tent: ita  quaevis  quantitas  complexa  repraesentari  poterit  per  aliquod  punctum  in 
plano  infinito . in  quo  recta  determinata  ad  quantitates  realcs  refertur , scilicet 
quantitas  complexa  .F-j-ty  perpunctura,  cuius  abscissa  ordinata  (ab  al- 

tera lineae  abscissarum  plaga  positive,  ab  altera  negative  suinta)  = y.  IIoc  pacto 
dici  potest,  quamlibet  quantitatem  complexam  mensurare  inaequalitatem  intersi- 
tum puncti  ad  quod  refertur  atque  situm  puncti  initialis,  denotante  unitate  posi- 
tiva deflexum  arbitrarium  determinatum  versus  directionem  arbitrariam  determi- 
natam; unitate  negativa  deflexum  neque  magnum  versus  directionem  oppositam; 
denique  unitatibus  imaginariis  deflexus  aeque  magnos  versus  duas  directiones  la- 
terales normales. 

Hoc  modo  metaphysica  quati litatum , quas  imaginurias  dicimus,  insigniter 
illustratur.  $i  punctum  initiale  per  (0)  denotatur,  atque  duae  quantitates  com- 
plexae m,  m ad  puncta  M,  M'  referuntur,  quorum  situm  relative  ad  (0)  expri- 
munt, differentia  m — m'  nihil  aliud  erit  nisi  situs  puncti  M relative  ad  punctum 
M'.  contra,  producto  mm'  repraesentante  situm  puncti  N relative  ad  (0),  facile 
perspicies,  hunc  situm  jierinde  determinari  per  situm  puncti  M ad  (0),  ut  situs 
puncti  SI'  determinatur  per  situm  puncti  cui  respondet  unitas  positiva,  ita  ut 
haud  inepte  dicas,  situs  punctorum  respondentium  quantitatibus  complexis  mm. 
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m,  m,  1 formare  proportionem.  Sed  uberiorem  huius  rei  tractationem  ad  aliam  oc- 
casionem nobis  reservamus.  Difficultates,  quibus  theoria  quantitatum  imagina- 
riarum involuta  putatur,  ad  magnam  partem  a denominationibus  parum  idoneis 
originem  traxerunt  (quum  adeo  quidam  usi  sint  nomine  absono  quantitatum  im- 
possibilium). Si,  a conceptibus , quos  offerunt  varietates  duarum  dimensionum, 
quales  in  maxima  puritate  conspiciuntur  in  intuitionibus  spatii!  profecti,  quanti- 
tates positivas  directas,  negativas  inversas,  imaginarias  laterales  nuncupavissemus, 
pro  tricis  simplicitas . pro  caligine  claritas  successisset. 


39. 

Quae  in  art.  praec.  prolata  sunt,  ad  quantitates  complexas  continuas  refe- 
runtur: in  arithmetica,  quae  tantummodo  circa  numeros  integros  versatur,  schema 
numerorum  complexorum  erit  systema  punctorum  aequidistantium  et  in  rectis  ae- 
quidistantibus  ita  dispositorum,  ut  planum  infinitum  in  infinite  multa  quadrata  ae- 
qualia dispertiant.  Omnes  numeri  per  numerum  complexum  datum  o-f-fc»  =»n 
divisibiles  item  infinite  multa  quadrata  formabunt,  quorum  latera  — y(aa-(-6A) 
sive  areae  = aa-\-bb;  quadrata  posteriora  ad  priora  inclinata  erunt,  quoties  qui- 
dem neuter  numerorum  a,  b est  = 0.  Cuivis  numero  per  modulum  m non  divi- 
sibili respondebit  punctum  vel  intra  tale  quadratum  situm  vel  in  latere  duobus 
quadratis  contiguo;  posterior  tamen  casus  locum  habere  nequit,  nisi  a.  b diviso- 
rem communem  habent:  porro  patet,  numeros  secundum  modulum  m congruos  in 
quadratis  suis  locos  congruentes  occupare.  Hinc  facile  concluditur,  si  colligantur 
omnes  numeri  intra  quadratum  determinatum  siti , nec  non  omnes  qui  forte  in 
duobus  cius  lateribus  non  oppositis  iaceant,  denique  his  adseribatur  numerus  per 
m divisibilis,  haberi  systema  completum  residuorum  incongruorum  secundum  mo- 
dulum m,  i.  e.  quemvis  integrum  alicui  ex  illis  et  quidem  unico  tantum  congruum 
esse  debere.  Nec  difficile  foret  ostendere,  horum  residuorum  multitudinem  ae- 
qualem esse  moduli  normae,  puta  = aa-\-bb.  Sed  consultum  videtur,  hoc  gra- 
vissimum theorema  alio  modo  pure  arithmetico  demonstrare. 

10. 

Theorema.  Secundum  modulum  complexum  datum  m = a cuius  nonna 

aa-\-bb—p,  et  pro  quo  a,  b sunt  numeri  inter  se  primi,  quilibet  integer  complexus 
congruus  erit  alicui  residuo  e serie  0,  1 , 2,  3 ..../> — I , et  non  pluribus. 
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Demonstr.  I.  Sint  a,  f>  integri  tales  qui  faciant  an  + 66  — l,  unde  erit 
» = ab  — fi(»-|-ro{(5-f-cti) 


Proposito  itnque  numero  integro  complexo  habebimus 

.4+J3i  = A-^-(ab — ^a)B-\-m{6Il-\-alii) 

Quare  denotando  per  h residuum  minimum  positivum  numeri  A+(ab  — fi  a;  fi 
secundum  modulum  p,  statuendoque 

.4-J-(ni — tia)B  — h~~-kp  = A-j-mfnA- — bki) 


erit 


A-\-Bi  = h-\-m{$B-}-ak-\-{aB — bk)i) 
sive 


A-\-Bi  ~ A(mod.»»}.  Q.  E.  P. 


II.  Quoties  eidem  numero  complexo  duo  numeri  realcs  A,  A'  secundum 
modulum  m congrui  sunt,  etiam  inter  se  congrui  erunt.  Statuamus  itaque 
A — A' = w(c-)-rf«5,  unde  fit 

(A  — A'){« — bi)  = p[c-\~di) 

adeoque 

(A  — A')o  = pc,  (A  — A' ) 6 = — pd 
nec  nou,  propter  aa~ +-66  = I, 

A — h' = p(ca  — dfi),  i.  e.  A = A'(mod.p) 

Quapropter  A et  A',  siquidem  sunt  inaequales,  ambo  simul  in  complexu  nu- 
merorum 0,  l,  2,  3 . . . .p — i contenti  esse  nequeunt.  Q.  E.  S. 

41. 

Theorema.  Secundum  modulum  complexum  rn  = a + A»,  cuius  norma 
aa-\-bb  — p , et  pro  quo  a,  b non  sunt  inter  se  primi , sed  divisorem  communem 
maximum  X habent  ( quem  positive  acceptum  supponimus) , quilibet  numerus  complexus 
congruus  est  residuo  X-\-gi  tali,  ut  x sit  aliquis  numerorum  0,1,2,  3....^ — I, 
atque  g aliquis  horum  0,  1,  2,  3 ....  X — 1,  et  quidem  unico  tantum  ititer  omnia  p 
residua , quae  tali  forma  gaudent. 
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Demonstr.  I.  Accipiendo  integros  a,  d ita.  ut  fiat  an-j-66  = X,  erit 
Xi  = ah  — tja-j-m  (f>  — (—  ot  t ).  Iam  sit  A-j-Bi  numerus  complexus  propositus, 

y residuum  minimum  positivum  ipsius  B secundum  modulum  X,  atque  x resi- 
duum minimum  positivum  ipsius  .1  + (a i — da)-— .J*  secundum  modulum  ? , 
statuaturque 

A-j-(a6  — da)  ■ — ^ = x-\-  * • k 

Hinc  erit 

(x+yi)  — f k + (B—y)i  — {ab — da)*^ 

= %k+B^-m{tj  + ai) 

— (f  — r',5't'”+^rLy(6+a,)m 

i.  e.  per  m divisibilis,  sive  A-\-Bi  = x-^-yi(mod.m)  Q.  E.  P. 

II.  Supponamus,  secundum  modulum  m eidem  numero  complexo  congruos 
esse  duos  numeros  x-f-y»,  qui  proin  etiam  inter  se  congrui  erunt  se- 

cundum modulum  m.  A potiori  itaque  secundum  modulum  X congrui  erunt,  ad- 

eoque  y e/  (mod.  X).  Quodsi  igitur  uterque  y,y'  inter  numeros  0, 1 , 2,  3 X — l 

contentus  esse  supponitur.  necessario  debet  esse  y = y.  Hoc  pacto  vero  etiam 
fiet  x = x'(mod.  m),  i.  e.  x — x'  per  m , adeoque  integer  per 

divisibilis,  sive 

^=0^0 d.‘  + |-i) 

Hinc  autem  . quum  * , J sint  numeri  inter  se  primi,  concluditur  per  partem  se- 
cundam theorematis  art.  pracc.,  etiam  per  normam  numeri  " -+- * •»,  i.  e. 

per  numerum  /!  divisibilem  fore,  adeoque  x — x'  per  ■£.  Quapropter  si  etiam 
uterque  x.  x'  in  complexu  numerorum  0,  1,  2,  3 ....  y — 1 contentus  esse  sup- 
ponitur, necessario  erit  x = x\  sive  residua  x -j-y  i,  x'-\~y'i  identica.  Q.  E.  8. 

Ceterum  sponte  patet,  huc  quoque  referendum  esse  casum,  ubi  modulus 
est  numerus  realis , puta  6 = 0,  et  proin  X = + a , nec  non  cum,  ubi  modu- 
lus est  numerus  pure  imaginarius.  puta  a = 0.  et  proin  X = +6.  In  utroque 
casu  habetur  £ = X. 
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42. 

Referendo  itaque  omnes  numeros  complexos  secundum  modulum  datum  in- 
ter se  congruos  ad  eandem  classem,  incongruos  ad  diversas,  omnino  aderunt  p 
classes  totum  numerorum  integrorum  ambitum  exhaurientes,  denotante  p normam 
moduli.  Complexus  totidem  numerorum  e singulis  classibus  desumtorum  exhibe- 
bit systema  completum  residuorum  incongruorum,  quale  in  artt.  40.  41  assignavi- 
mus. Et  in  hocce  quidem  systemate  electio  residuorum  classes  suas  quasi  reprae- 
sentantium innixa  erat  principio  ei,  ut  in  quavis  classe  adoptaretur  residuum 
tale,  pro  quo  y habeat  valorem  minimum,  atque  inter  omnia,  quibus 
idem  valor  minimus  ipsius  y inest,  id,  pro  quo  valor  ipsius  x est  minimus,  ex- 
clusis valoribus  negativis  tum  pro  x tum  pro  y.  Sed  ad  alia  proposita  aliis  prin- 
cipiis uti  conveniet,  imprimisque  notandus  est  modus  is,  ubi  residua  talia  adop- 
tantur. quae  per  modulum  divisa  offerunt  quotientes  simplicissimos.  Manifesto 
si  a-f-f>«,  a'-(-  fi' i.  a’-f-  fi"  i etc.  sunt  quotientes  e divisione  numerorum  congruo- 
rum per  modulum  oriundi,  differentiae  tum  quantitatum  a,  a\  a"  etc,  inter  se 
erunt  numeri  integri,  tum  differentiae  inter  quantitates  6,  fi',  fi"  etc..  patetque, 
semper  adesse  residuum  unum,  pro  quo  a et  fi  iaceant  inter  limites  0 et  1,  li- 
mite priori  incluso,  posteriori  excluso:  tale  residuum  simpliciter  vocamus  resi- 
duum minimum.  Si  magis  placet,  loco  illorum  limitum  etiam  hi  adoptari  possunt 
— J et  -J-  J (altero  admisso,  altero  excluso):  residuum  tali  limitationi  respondens 
absulute  minimum  dieemus. 

Orca  haec  residua  minima  offerunt  se  problemata  sequentia. 


4 3. 

Residuum  minimum  numeri  complexi  dati  A -f-  Di  secundum  modu- 
lum a + A»,  cuius  norma  = p,  invenitur  sequenti  motio.  Si  x-f-^i  est  resi- 
duum minimum  quaesitum,  erit  i) (« — bi)  residuum  minimum  producti 

(.d-f-  Di)  [a  — bi)  secundum  modulum  (a  -)-  A i ) (o  — A»),  i.  e.  secundum  modu- 
lum p.  -Statuendo  itaque 

aA-\-bB  = Fp-\-f,  aB  — bA  = GpA-ff 

ita  ut  f,g  sint  residua  minima  numerorum  a vl  -f-  A D,  aB — bA  secundum  mo- 
dulum p,  erit 
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x+jm  = £U! 

' * «—6« 

sive 

x — ?Ll±i  — A—aF+bG 

P r 

y = = I! — aG — bF 

3 p 

Manifesto  residua  minima  fg  vel  inter  limites  0 et  p — 1,  vel  inter  hos  — 
et  +4/>  accipi  debent,  prout  numeri  complexi  vel  residuum  simpliciter  mini- 
mum vel  absolute  minimum  desideratur. 


44. 

Constructio  systematis  completi  residuorum  minimorum  pro  modulo  dato 
pluribus  modis  effici  potest.  Methodus  prima  ita  procedit,  ut  primo  determinen- 
tur limites,  intra  quos  termini  reales  iacere  debent,  ac  dein  pro  singulis  valoribus 
intra  hos  limites  sitis  assignentur  limites  partium  imaginariarum.  Criterium 
generale  residui  minimi  x-\-  yi  pro  modulo  a-\-bi  in  eo  consistit,  ut  tum 
ax-{-by  = £,  tum  ay — bx  = q iaccnt inter  limites  0 et  aa-\-bb,  quoties  de 
residuis  simpliciter  minimis  agitur,  vel  inter  limites  — |(aa  -f-  bb)  et 
quoties  residua  absolute  minima  desiderantur,  limite  altero  excluso.  Regulae  spe- 
ciales distinctionem  casuum,  quos  varietas  signorum  numerorum  a,  b affert,  re- 
quirerent, cui  tamen  evolvendae,  quum  nulli  difficultati  obnoxia  sit,  hic  im- 
morari supersedemus:  sufficiat,  methodi  indolem  per  unicum  exemplum  expo- 
suisse. 

Pro  modulo  5 — J—  2»  residua  simpliciter  minima  x+jri  ita  comparata  esse 
debent,  ut  tum  5x-f-2 y z=  tum  5 y — 2x  = tj  aequetur  alicui  numerorum 
0,  1 , 2,  3 . . . . 28.  Aequatio  29, v — b£  — 2ij  ostendit,  valores  positivos  ipsius 
x maiores  esse  non  posse  quam  negativos  abstrahendo  a signo  non  maiores 

quam  Omnes  itaque  valores  admissibiles  ipsius  x erunt  — 1,0,  1,  2,  3,  4. 

Pro  x = — 1 debet  esse  2 y aequalis  alicui  numerorum  5,  6,  7 ...  . 33,  atque 
5 y alicui  horum  — 2,  — 1,  0,  1 ....  26;  hinc  valor  minimus  ipsius  y est  3, 
maximus  -f-  5.  Tractando  perinde  valores  reliquos  ipsius  x,  oritur  sequens 
schema  omnium  residuorum  minimorum  : 
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X 

9 

— 1 

3,  4,  5 

0 

0,  1,  2,  3,  4,  5 

+ » 

1,  2,  3,  4,  5,  6 

+ 2 

1,  2,  3,  4,  5,  6 

+ 3 

2,  3,  4,  5,  6 

+ 4 

2,  3,  4 

Simili  modo  pro  residuis  absolute  minimis,  £ ct  ij  alicui  numerorum 
— 14,  — 13.  — 12  . . . . — 1 4 aequales  esse  debent;  hinc  29x  nequit  esse  extra 
limites  — 7.14  et  +7.14,  adeoque  x alicui  numerorum  — 3, — 2, — 1.0, 1,2,  3 
aequalis  esse  debet.  Pro  x = — 3 erit  — £ — 5x  = £ + 1 5 alicui  nu- 
merorum 1,  2,  3 ....  29  aequalis,  5y  = tj  + 2 ,r  = rj  — 6 autem  alicui  horum 
— 20, — 19, — 18.. ..+8:  hinc  prodit  pro  y valor  unicus  +1.  Tractando  eo- 
dem modo  valorcs  reliquos  ipsius  x,  habemus  schema  omnium  residuorum  abso- 
lute minimorum  : 


X 

9 

— 3 

+ 1 

— 2 

— 2,  —1,  0,  +1.  +2 

— 1 

— 3,  —2,  —1,  0,  +1,  +2 

0 

— 2,  —1.  0,  +1,  +2 

4-» 

— 2,  —1,  0,  +1,  +2,  +3 

+ 2 

— 2,  —1,  0,  +1,  +2, 

+ 3 

— 1 

45. 

Iu  applicatione  methodi  secundae  duos  casus  distinguere  conveniet. 

In  casu  priori,  ubi  a et  b divisorem  communem  non  habent,  liat  aa-f-Sb  — 1, 
sitque  k residuum  minimum  positivum  ipsius  fla — ab  secundum  modulum  p 
Hinc  aequationes  identicae 

a(6a  — ab)  = fjp — 6(aa+66),  b(6a  — ab)  = — ap  + a(aa  + 66) 

docent,  esse  ak  = — b,  b k = a(mod.p).  Statuendo  itaque  ut  supra  ax+6y=£, 

15* 
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ay — bx  = ij,  erit  q=Ar£,  C = — £q(mod.p).  Omnes  itaque  numeri  £+q». 
quibus  residua  simpliciter  minima  x +_y  * respondent,  habebuntur,  dum  vel  pro 
i deinceps  accipiuntur  valores  0,  1 , 2,  '.i  ....  p — 1,  et  pro  q residua  minima 
positiva  productorum  ki  secundum  modulum  p,  vel  ordine  alio  pro  q illi  valo- 
res et  pro  i residua  minima  productorum  • — k q.  E singulis  £ + q i dein  respon- 
dentes x -\~y  i invenientur  |>er  formulam 

*+*»•  = i+5i  = . 

Ceterum  obvium  est,  q,  dum  £ unitate  crescat,  vel  augmentum  k vel  decremen- 
tum p — k pati,  adeoque  ,r +_y» 

d.  • a — kb  , 0^  + 6 . ii  a — kb  . » , tak-\-b  v . 

mutationem — • i vel  nant:  — h » -f- » a)  i 

p 1 p p 1 v p 

quae  observatio  ad  constructionem  faciliorem  reddendam  inservit 

Denique  patet,  si  residua  absolute  minima  .r+^i  desiderentur,  haec  prae- 
cepta eatenus  tantum  mutari,  quatenus  ipsi  £,  deinceps  tribuendi  sint  valores  in- 
ter limites  — jp  et  + 1 p , dum  pro  q accipere  oporteat  residua  absolute  mi- 
nima productorum  ki.  Ecce  conspectum  residuorum  minimorum  pro  modulo 
5 + 2 » hoc  modo  adornatorum  : 

Residua  simpliciter  minima. 


6+»|«' 

•r+JM 

4+n» 

x+yi 

4+1» 

x+yi 

0 

0 

10+25» 

+ 5» 

20  + 21» 

+ 2 + 5» 

1 + 17» 

— 1+  3» 

11+13« 

+ l+3i 

21+  9» 

+ 3 + 3.' 

2 -[•  5 i 

+ *' 

12+  « 

+ 2+  i 

22  + 26» 

+ 2 + 6 1 

3 + 22» 

+ 1 + 4 »' 

13+18« 

+ 1+4* 

23+14» 

+ 3 + 4» 

4+10» 

+ 2i 

14+  6 i 

+ 2 + 2» 

24+  2» 

+ 4 + 2» 

5 + 27» 

— 1 +5» 

15  + 23» 

+ 1+5»' 
+ 2+3»  1 

25+19» 

+ 3+5» 

0 -j-  15» 

+ 3i 

16  + 11» 

26+  7« 

+ 4 + 3.' 

7+  3» 

+ 1 + » 

17  + 28» 

+ 1+  6» 

27+24» 

+ 3 + 6 »' 

8 + 20» 

+ 4« 

18+16» 

+ 2 + 4 i 

28+12» 

+ 4 + 4»' 

9+  8 i 

+ 1+2.' 

19+  4 i 

+ 3 + 2 »' 

Digitized  by  Google 


COMMKXTATIO  8KCINIM. 


11  7 


Residua  absolute  minima. 


£4-+ 

+ 

-=s 

*+yi  1 4+q» 

X + yt 

— 14 — 6 i 

— 2 — 2i 

— 4 — 1 0 1 

— 2t'  + 5—  2 i 

4-1 

— 13  + lli 

— 3+  i 

— 3+  7 1 

— 1 + i ! + 6 — 1 4 i 

+ 2 — 2 i 

— 1 2 — t' 

— 2—  i 

— 2 — 5 i 

— i + 7 + 3 » 

+ 1 + i 

— 11—13* 

— 1 — 3t 

— 1 + 12» 

— 1 + 2 i + 8—  9» 

+ 2-  i 

— 10+  4» 

— 2 

0 

0 + 9+  St 

+ 1+2* 

— 9—  St 

— 1 — 2t' 

+ 1 — I2i 

-4-1  — 2 » +10—  4 i 

+ 2 

— 8+  Di 

— 2+  t 

+ 2+  5t 

+ t +11  + 13* 

+ t + 3 i 

— 7 — 3 i 

— 1 — t 

+ 3 — 7 1 

+ 1—  » ; 4-12+  t 

+ 2+  t 

— 6 + 1 4 i 

— 2 + 2* 

+ 4 + 10* 

+ 2i  +13  — 111 

+ 3-  t 

— 5+  2 i 

— 1 

— }—  1 4 +*  6 t 

+ 2 + 2 1 

Casum  secundum , ubi  a,  b non  sunt  inter  se  primi,  facile  ad  casum  prae- 
cedentem reducere  licet.  Sit  X divisor  communis  maximus  numerorum  a.  b,  at- 
que a — Xa,  b — Xb'.  Denotet  F indefinite  residuum  minimum  pro  modulo  X, 
quatenus  tamquam  numerus  complexus  consideratur,  i.  e.  exhibeat  indefinite 
numerum  talem  f—  * , ut  x,  y sint  vel  inter  limites  0 et  X,  vel  inter  hos 

— J-X  et  +fX  (prout  de  residuis  vel  simpliciter  vel  absolute  minimis  agitur): 
denotet  porro  F indefinite  residuum  minimum  pro  modulo  a'+  b'i.  Tunc  erit 
■a'+  b'i)  f + F'  indefinite  residuum  minimum  pro  modulo  a -j-  i i , prodibitque 
systema  completum  horum  residuorum,  dum  omnia  F cum  omnibus  F'  combi- 
nantur. 


46. 

Duo  numeri  complexi  inter  se  primi  dicuntur,  si  praeter  unitates  alios  divi- 
sores communes  non  admittunt:  quoties  autem  tales  divisores  communes  adsunt, 
ii  divisores  communes  maximi  vocantur,  quorum  norma  maxima  est. 

Si  duorum  numerorum  propositorum  resolutio  in  factores  primos  praesto  est. 
determinatio  divisoris  communis  maximi  prorsus  eodem  motio  perficitur,  ut  pro 
numeris  realibus  [Di.srjuusx.Ar.  art.  IS).  Simul  hinc  elucet,  omnes  divisores  com- 
munes duorum  numerorum  datorum  metiri  debere  eorundem  divisorem  commuuem 
maximum  hoc  modo  inventum.  Quare  quum  sponte  iam  pateat,  ternos  numeros 
huic  socios  etiam  esse  divisores  communes,  semper  quaterni  numeri,  et  non  plu- 
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res,  divisores  communes  maximi  appellandi  erunt,  horumque  norma  erit  multi- 
plum normae  cuiusvis  alius  divisoris  communis. 

Si  resolutio  duorum  numerorum  propositorum  in  factores  simplices  non  ad- 
est, divisor  communis  maximus  adiumento  similis  algorithmi  eruitur,  ut  pro  nu- 
meris realibus.  Sint  m,  m'  duo  numeri  propositi,  formeturque  [ier  divisionem  re- 
petitam series  m",  ro'"etc.  ita,  ut  m”  sit  residuum  absolute  minimum  ipsius  m se- 
cundum modulum  m,  dein  m"  residuum  absolute  minimum  ipsius  m'  secundum 
modulum  m"  et  sic  porro.  Denotando  normas  numerorum  m,  m, m",  m'“  etc.  resp. 
per  p,  p.  p",  p”'  etc. , erit  A norma  quotientis  ^r,  adeoque  per  definitionem  resi- 
dui absolute  minimi  certo  non  maior  quam  J ; idem  valet  de  r\.  etc.  Quapropter 
integri  reales  positivi  p',  p",  pm  etc.  seriem  continuo  decrescentem  formabunt,  unde 
necessario  tandem  ad  terminum  0 pervenietur,  sive,  quod  idem  est,  in  serie 
m,  m,  m",  iri " etc.  tandem  ad  terminum  perveniemus,  qui  praecedentem  absque 
residuo  metitur.  Sit  hic  statuamusque 


etc.  usque  ad 


m = k m' 
ni  = km'  -j-m” 
m = k m 

k^hn^ 


Percurrendo  has  aequationes  ordine  inverso,  elucet,  m"-''1)  singulos  terminos 
praecedentes  m'"'1 . ...  m",  iri,  m metiri ; percurrendo  autem  easdem  aequationes 
ordine  directo,  manifestum  est,  quemvis  divisorem  communem  numerorum  m,  m 
etiam  metiri  singulos  sequentes.  Conclusio  prior  docet,  m(n+|)  esse  divisorem 
communem  numerorum  m,  ni;  posterior  autem,  hunc  divisorem  esse  maximum. 

Ceterum  quoties  residuum  ultimum  alicui  quatuor  unitatum 

1,  — 1.  ».  — i aequale  evadit,  hoc  indicium  erit,  m et  iri  inter  se  primos  esse. 


47. 

Si  aequationes  art.  praec. , omissa  ultima,  ita  combinantur,  ut  m”.  iri", 
m " ....  m M eliminentur , orietur  aequatio  talis 

— km  + Htri 
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ubi  A,  A'  erunt  integri,  et  quidem,  si  designatione  in  Disquiss.  Ar.  art.  27  intro- 
ducta uti  placet 

A = ± [K.  A".  r . . . . *<*-')]  = ± [*<*-’>.  *("-*) . ...  k".  A’] 
h'  = + [A,  A\  k",  r....  = 4:  [*("-*),  k — •) ....  k",  k\  k} 

valentibus  signis  superioribus  vel  inferioribus , prout  n par  est  vel  impar.  Hoc 
theorema  ita  enunciamus : 

Divisor  communis  maximus  duorum  numerorum  complexorum  in,  m'  redigi  pot- 
est ad  formam  hm-\-him,  ita  ut  h,  h'  sint  integri. 

Manifesto  enim  hoc  non  solum  de  eo  divisore  communi  maximo  valet,  ad 
quem  algorithmus  art.  pracc.  deduxit,  sed  etiam  de  tribus  illi  associatis,  pro  qui- 
bus loco  cofifficientium  h,  h'  accipere  oportebit  vel  hos  hi.  h'i  vel  — h.  — h', 
vel  — hi,  — Ai. 

Quoties  itaque  numeri  m,  m'  inter  se  primi  sunt,  satisfieri  poterit  aequationi 

1 = A >»  + h'm 

Propositi  sint  e.  g.  numeri  31  +6 i = m,  1 1 — 20 i = m.  Hic  invenimus 

k = i,  m"  = -f- 1 1 — 5i 

. k'  =4-1—1,  «”  = 4-  6 — 4 i 

k — 1 4"  ^ • tn  = 4”  1 -f  3 i 

A”  = — 1 — 2 i,  m"~  — 4-i 

A“  = 4-3  — i 

atque  hinc 

[A1,  k",  km)  = — 6—  5i 
[A,  A',  A",  A”]  = 4-4  — 10« 

et  proin 

m"“  = i = (6  4-5i)«»4-(‘l  — 10*)m' 

nec  non 

1 = (5  — 6i)i»4( — 1°  — 4i)«' 
quod  <»lculo  instituto  confirmatur. 

48. 

Per  praecedentia  omnia,  quae  ad  theoriam  congruentiarum  primi  gradus  in 
arithmetica  numerorum  complexorum  requiruntur,  praeparata  sunt:  sed  quum  illa 
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essentialiter  non  differat  ab  ea,  quae  pro  arithmetica  numerorum  realium  locum 
habet,  atque  in  Disquisitionibus  Arithmeticis  copiose  exposita  est,  praecipua  mo- 
menta hic  adseripsisse  sufficiet. 

I.  Congruentia  mt  = 1 (mod.  m)  aequivalet  aequationi  indeterminatae 
— t , et  si  huic  satisfit  per  valores  t = h.  u = ti,  illius  solutio  gene- 
raliter exhibetur  per  f=A(mod.m'):  conditio  autem  solubilitatis  est,  ut  modu- 
lus »t'  cum  coefficiente  m divisorem  communem  non  habeat. 

II.  Solutio  congruentiae  a .T-f-  b = c (mod.  M)  in  casu  eo,  ubi  a,  M sunt 
inter  se  primi , pendet  a solutione  huius 

at  = 1 (mod.  Jf} 

cui  si  satisfacit  t — h,  illius  solutio  generalis  continetur  in  formula 

x — ( c — b}A  (mod.  M) 

III.  Congruentia  ax-\-b  = c (mod.  M)  in  casu  eo,  ubi  a,  M divisorem 
communem  X habent,  aequivalet  huic 

X'x  = ’~T  (n>od.  f ) 

Dum  itaque  pro  X adoptatur  divisor  communis  maximus  numerorum  a.  M,  solu- 
tio congruentiae  propositae  ad  casum  praecedentem  reducitur,  patetque,  ad  reso- 
lubilitatem  requiri  et  sufficere , ut  X etiam  differentiam  c — b metiatur. 

49. 

Hactenus  elementaria  tantum  attigimus,  quae  tamen  nexus  caussa  omittere 
non  licuit.  In  disquisitionibus  altioribus  arithmetica  numerorum  complexorum 
arithmeticae  realium  in  eo  similis  est,  quod  theoremata  elegantiora  et  simpliciora 
prodeunt . dum  tales  modulos , qui  sunt  numeri  primi , solos  admittimus : revera 
illorum  extensio  ad  modulos  compositos  plerumque  prolixior  quam  difficilior  est, 
et  laboris  potius  quam  artis.  Quapropter  in  sequentibus  imprimis  de  modulis  pri- 
mis agetur. 


50. 

Denotante  X functionem  indeterminatae  x talem 

4 x”  + B jf'~'  -f-  Cx”-'  -t-ctc.  +Mx  + N 
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ubi  n est  integer  renlis  positivus,  .1,  Ii.  Cete,  integri  reales  vel  imaginarii,  m au- 
tem integer  complexus : vocabimus  hic  quoque  radicem  congruentiae  X = 0 (mod.  m) 
quemlibet  integrum,  qui  pro  x substitutus  ipsi  X valorem  per  modulum  m divi- 
sibilem conciliat.  Solutiones  per  radices  secundum  modulum  congruas  non  specta- 
bimus tamquam  diversas. 

Quoties  modulus  est  numerus  primus , talis  congruentia  ordinis  n hic  quo- 
que plurcs  quam  n solutiones  diversas  admittere  non  potest.  Denotante  a inte- 
grum quemvis  determinatum  (complexum),  X adiumento  divisionis  per  x — a in- 
definite ad  formam  X = (x — a)X'-)-A  reduci  potest,  ita  ut  h fiat  integer  de- 
terminatus atque  X'  functio  ordinis  n — I cum  coffficientibus  integris.  lam  quo- 
ties a est  radix  congruentiae  X = 0 (mod.  m).  manifesto  h divisibilis  erit  per  m, 
sive  habebitur  indefinite  X = (x — a)X'(mod. m). 

Perinde  si  denotante  6 integrum  determinatum,  X'  ad  formam  (x — S)X'4-A' 
reducitur,  X"  erit  functio  ordinis  n — 2 cum  «afficientibus  integris.  Sivero 
6 supponitur  esse  radix  congruentiae  X = 0 , etiam  satisfacere  debet  huic 
(6 — a)  X'  = 0 , nec  non  huic  X'  = 0,  siquidem  radices  a.  6 sunt  incon- 
grunc , unde  colligimus , etiam  h'  per  m divisibilem  esse  debere . sive  indefinite 
X = (x  — a)(x — 6)X"(mod.  m). 

Simili  modo  accedente  radice  tertia  y prioribus  incongrua.  habebimus  in- 
definite X = {x — a}(x  — 0’)  (x — y)  X",  ita  ut  X"  sit  functio  ordinis  n — 3 cum 
coefficientibus  integris.  Eodem  modo  ullerius  procedere  licet,  patetque  simul, 
coefficicntem  termini  altissimi  in  singulis  functionibus  esse  = A , quem  per  m 
non  divisibilem  esse  supponere  licet,  alioquin  enim  congruentia  X = 0 essen- 
tialiter ad  ordinem  inferiorem  referenda  esset.  Quoties  itaque  adsunt  n radices 
incongruae , puta  a,  6,  y ....  v,  habebimus  indefinite 

X — A<x  — a)(x—  6)(x — y) ....  (x  — v)  (mod. m) 

quapropter  substitutio  novi  valoris  singulis  a,  6,  y ....  > ineongrui  certo  ipsi  X 
valorem  per  m non  divisibilem  conciliaret,  unde  theorematis  veritas  sponte  se- 
quitur. 

Ceterum  haec  demonstratio  essentialiter  convenit  cum  ea,  quam  in  Dixq. 
_lr.  art.  43  tradidimus,  et  cuius  singula  momenta  pro  numeris  complexis  perinde 
valent  ac  pro  realibus. 

16 
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51. 

Quae  in  Sectione  tertia  Disquisitionum  Arithmeticarum  circa  residua  |>o testa- 
tum tradita  sunt,  ad  inaximain  partem,  levibus  mutationibus  adhibitis,  etiam  in 
arithmetica  numerorum  complexorum  valent:  quinadeo  demonstrationes  theore- 
matum plerumque  retineri  possent.  Ne  tamen  quid  desit,  theoremata  principalia 
demonstrationibus  concisis  firmata  proferemus , ubi  semper  subintelligendum  est, 
modulum  esse  numerum  primum. 

Theorema.  Denotante  k integrum  per  modulum  rn,  cuius  norma  — />,  non 
dirisibilem , erit  kp~'  = I [mod.  m). 

Demonstr.  Constituant  a,  b,  c etc.  systema  completum  residuorum  ineon- 
gruorum  pro  modulo  m , ita  tamen . ut  residuum  per  m divisibile  omissum  sit, 
adeoque  multitudo  illorum  numerorum , quorum  complexum  denotamus  ]>er  C. 
sit  — p — I.  Sit  porro  C'  complexus  productorum  ka.  kb,  ke  etc.  Ex  his  pro- 
ductis per  hyp.  nullum  erit  divisibile  per  m,  quare  singula  habebunt  residua  con- 
grua in  complexu  C,  puta  fieri  poterit  ak  = a!,  bk  = b’,  ck  = c'etc.  (mod.  m), 
ita  ut  numeri  a',  b’,  c etc.  ipsi  in  complexu  C inveniantur:  denotemus  com- 
plexum numerorum  a',b\ce tc.  per  C".  Sint  P,P',P"  producta  e singulis  nu- 
meris complexuum  C,  C\  C " resp. , sive 

P = abe  .... 

P"  = k?~'abc = kr~'P 

P"  — abe’ .... 

Quum  numeri  complexus  C"  deinceps  congrui  sint  numeris  complexus  C\  erit 
/>"=  P'  sive  P"  — k>‘~'  P.  At  quum  facile  perspiciatur,  binos  quosvis  numeros 
complexus  C"  inter  sc  incongruos , adeoque  omnes  inter  se  diversos  esse,  neces- 
sario numeri  complexus  C“  cum  numeris  complexus  C prorsus  conveniunt,  or- 
dine tantummodo  mutato,  unde  fit  P"  — P.  Erit  itaque  (K-1  — )}P  numerus 
per  m divisibilis , unde,  quum  m sit  numerus  primus  singulos  factores  ipsius  P 
non  metieus , necessario  1 — 1 per  m divisibilis  esse  debebit.  Q.  E.  D. 

52. 

Theorema.  Denotante  k , ut  in  art.  praec. , integrum  per  modulum  m non  di- 
visibilem, atque  t exponentem  minimum  f praeter  0),  pro  quo  P = 1 ( mod.  tu ),  erit  t 
divisor  cuiusvis  alius  exponentis  u,  pro  quo  k “ = 1 mod.  m). 
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Demonstr.  Si  t non  esset  divisor  ipsius  u,  sit  gt  multiplum  ipsius  u pro- 
xime maius  quam  u,  adeoque  gt  — u integer  positivus  minor  quam  t.  Ex 
AJ~  1.  *"  ==  1,  sequitur  0 = ks'  — ku  = V(kPl~“ — 1),  adeoque  F'—  = I, 
i.  e.  datur  potestas  ipsius  k cum  exponente  minori  quam  t unitati  congrua,  con- 
tra hyp. 

Tamquam  corollarium  hinc  sequitur,  t certo  metiri  numerum  p — I. 
Numeros  tales  k,  pro  quibus  t—p — 1,  etiam  hic  radices  primitivas  pro 
modulo  m vocabimus : quales  revera  adesse  iam  ostendemus. 

53. 

Resolvatur  numerus  p — f in  factores  suos  primos,  ita  ut  habeatur 
p—\  =a'bte> 

designantibus  a,  6,  c etc.  numeros  primos  reales  positivos  inaequales.  Sint 

.4,  B,  C etc.  integri  (complexi)  per  m non  divisibiles,  atque  resp.  congruentiis 

rr'  r—j  p—< 

x a = 1,  x 4 = 1.  x c = I etc. 

secundum  modulum  m non  satisfacientes,  quales  dari  e theoremate  art.  r>0  mani- 
festum est.  Denique  sit  h congruus  secundum  modulum  m producto 

p-'  trl 

A + B t>*  C .... 

Tunc  dico,  h fore  radicem  primitivam. 

Demonstr.  Denotando  per  t exponentem  infimae  potestatis  /i‘  unitati  con- 
gruae, erit,  si  h non  esset  radix  primitiva,  t submultiplum  ipsius  p — 1,  sive 
integer  unitate  maior.  Manifesto  hic  integer  factores  suos  primos  reales  in- 
ter hos  a,  6,  c etc.  habebit : supponamus  itaque , (quod  licet) , p~  esse  divisi- 
bilem per  o,  statuainusque  p — 1 — atu.  Erit  itaque,  propter  h’ = I,  etiam 
A*"  = t sive 

p-'  i>— ■ p~'  ,Pri  trl 

A «*  ' • B W « C f « ....  3 I 

At  manifesto  p~hg  est  integer , adeoque 

P—  > P-t  p—' 

BlT  a = \Bp-')°it  = 1 


perinde  etiam 


16 


124 


THEORIA  RESIMORUM  BIQUADRATICORTM. 


P-IP—I  p—  1 p-| 

C ^ “ = t,  et  sic  porro;  quapropter  esse  debet  A «*"  « = i 

lam  determinetur  integer  positivus  X talis,  ut  fiat 

Xft5rt . . . . = 1 (mod.  a) 

quod  fieri  poterit,  quum  numerus  primus  a ipsum  A,cT....  non  metiatur,  sta- 
tuaturque  \bt'e< . . . . = I + ap.  Manifesto  fit 
• P — * P~  1 

A ■>“  • =1.  sive,  quoniam  = 0+«!*)®^- ■=  (/» — 

j>—  i p—\ 

habemus  ° =1 . atque  hinc,  quum  sponte  sit +/,—^l‘  = l .etiam  .4  i_  — I 

quod  est  contra  hypothesin.  Suppositio  itaqud,  t esse  submultiplum  ipsius  p — 1. 
consistere  nequit,  eritque  adeo  necessario  h radix  primitiva. 

54. 

Denotante  h radicem  primitivam  pro  modulo  m , cuius  norma  = p . ter- 
mini progressionis 

t,  h,  hh,  A*....  A*-* 

inter  se  incongrui  erunt,  unde  facile  colligitur,  quemlibet  integrum  non  divisibi- 
lem per  modulum  uni  ex  istis  congruum  esse  debere , sive  illam  seriem  exhibere 
systema  completum  residuorum  incongruorum  exclusa  cifra.  Exponens  eius  po- 
testatis, cui  numerus  datus  congruus  est.  vocari  potest  huius  index,  dum  k tam- 
quam baxis  consideratur.  Ecce  quaedam  exempla,  ubi  cuivis  indici  residuum  ab- 
solute minimum  apposuimus. 

Exemplum  primum. 

m — 5 — |—  4 1* . p — 4 1 , A = 1 — J—  2 * 


lnd. 

Residuum 

I lnd. 

Residuum 

lnd. 

Residuum  lnd. 

Residuum 

lnd.l  Residuum 

+ 1 

fT 

— 4 

te 

— 2 + 2'  IT 

+ 2 i 

32  +1 4.  » 

i 

— (—  1 — f—  2 «" 

9 

— 3+  « 

17 

— 1 -f-  2 * | 25 

— 3 i 

33  1 4-14-3» 

2 

-j-  1—  i 

,j  10 

— i 

18 

+ 4»  26 

-+•2  + 2» 

34  +2 

3 

4-  3 -f-  i 

+ 2-  i 

19 

+ 14-3»  27 

+ 2+  » 

35  —3 

4. 

— 2 i 

'I  12 

— 1 — t 

,i  20 

— 1 i,  28 

+ 4 

36  +2  — 2« 

5 

+ 3« 

!j  <3 

4-1—3» 

21 

— 1—2»  29 

+ 3-  i 

37  +1—2» 

6 

— 2 — 2 i 

! 14 

— 2 

‘1  22 

— 1 + » 30 

+ * 

38  — 4« 

7 

— 2—  i 

15 

4-3 

23 

— 3—  . 31 

-2+  i 

39  — 1 — 3 » 
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Exemplum  secundum. 


Ind. 

Residuum 

Ind. 

m = 7,  p - 
Residuum  Ind. 

= 49,  A = 
Residuum 

1 +2. 

Ind.  Residuum 

Ind. 

Residuum 

U 

+ 1 ~ 

To 

— 1—7 1"  20 

2 i i 30 

+ 2 — 2.' 

40 

+ 3 

1 

+ 1+2.' 

1 1 

+ 1—3»’|  21 

+ 3 + 2. 

31 

— 1+2. 

41 

+ 3-  ,' 

2 

— 3— 3 i 

12 

— i 22 

— ■ 1 + «' 

32 

+ 2 

42 

— 2 — 2 i 

3 

+ 3-2.' 

13 

+ 2—  » 23 

— 3—  » 33 

+ 2 — 3. 

43 

+ 2+  i 

4 

— 3. 

14 

— 3 + 3.  24 

-1  34 

+ 1 + «' 

44 

— 2.' 

5 

— 1— -3i 

15 

— 2 — 3.  25 

— 1—2.' 

35 

— 1+3.' 

45 

— 3 — 2.' 

6 

— 2 + 2» 

16 

— 3 26 

— |—  3 — |—  3 i 

36 

+ i 

46 

+ 1-  ,' 

7 

+ 1 — 2 i 

17 

— 3+  i 27 

— 3 + 1» 

37 

— 2+  »' 

47 

+ 3+  . 

8 

— 2 

18 

+ 2 + 2.  28 

+ 3i 

3S 

+ 3 — 3.' 

9 

— 2 + 3« 

19 

— 2 — i 29 

+ 1+3.' 

39 

+ 2 + 3.' 

55. 

Adiicimus  circa  radices  primitivas  et  algorithmum  indicum  quasdam  obser- 
vationes . demonstrationibus  propter  facilitatem  omissis. 

I.  Indices  secundum  modulum  p — 1 congrui  in  systemate  dato  residuis 
secundum  modulum  m congruis  respondent  et  vice  versa. 

II.  Residua,  quae  respondent  indicibus  ad  p — 1 primis,  etiam  sunt  radi- 
ces primitivae  et  vice  versa. 

III.  Si  accepta  radice  primitiva  A pro  basi,  radicis  alius  primitivae  It'  in- 
dex est  i,  et  vice  versa  t’  index  ipsius  A.  dum  A'  pro  basi  accipitur,  erit  tt'  ==  1 
nux). p — l);  et  si  iisdem  positis  indices  cuiusdam  alius  numeri  in  his  duobus  sy- 
stematibus resp.  sunt  ii,  u.  erit  tu=u,  tu  = u (mod. p — I). 

IV.  Dum  u umeri  I,  1 — )— * eorumque  terni  socii  (tamquam  nimis  iciunij  a 
modulis  nobis  considerandis  excluduntur,  restant  numeri  prinii  ii,  quos  in  art.  34 
tertio  et  quarto  loco  posuimus.  Posteriorum  normae  erunt  numeri  primi  reales 
formae  -I  n — f—  I ; priorum  normae  autem  quadrata  numerorum  primorum  realium 
imparium:  in  utroque  igitur  casu  p — 1 per  4 divisibilis  est. 

V'.  Denotando  indicem  numeri  — 1 per  u.  erit  2M=5  0(mod.j) — t).  ad- 
eoque  vel  u = 0,  vel  u s;  1 (/. — I):  at  quum  index  0 respondeat  residuo  — 1 . 
index  numeri  — I necessario  debet  esse  l(/i  — I). 

VI.  Perinde  denotando  per  « indicem  numeri  i,  erit  2«  = J (j> — 1 ) 
i,mod.  p — 1 ) , adeoque  vel  m = f (j»  — I ) vel  w = f — I ).  Sed  hic  ambiguitas 
ab  electione  radicis  primitivae  pendet.  Scilicet  si  radice  primitiva  A pro  basi  ac- 
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cepta  index  numeri  » est  I [p — 1),  index  fiet  | [p — l),  dum  pro  basi  accipitur 
A**.  designante  p integrum  positivum  formae  4n-f-3  ad  p — I primum,  e.  g. 
ipsum  numerum  p — 2,  et  vice  versa.  Quare  seraissis  altera  radicum  primitivn- 
rum  conciliat  numero  i indicem  — l),  altera  indicem  } [p — 1),  manifcsto- 
que  pro  illis  basibus  — i indicem  J (p  — l),  pro  his  indicem  J (p — I)  habebit. 

VII.  Quoties  modulus  est  numerus  primus  rcalis  positivus  formae  4n  + 3, 
puta  — q,  adeoque  p=.qq,  indices  omnium  numerorum  realium  per  y-|-t 
divisibiles  eruut;  denotante  enim  t indicem  numeri  realis  k,  erit,  propter 

= I (mod. q),  ( q — t)f=0(mod. qq  — 1),  adeoque  ^ — integer.  Perinde  in- 
dices numerorum  pure  imaginariorum  ut  ki  per  i(j  + l)  divisibiles  erunt.  Pa- 
tet itaque,  radices  primitivas  pro  talibus  modulis  inter  solos  numeros  mixtos  quae- 
rendas esse. 

VIII.  Contra  pro  modulo  m,  qui  est  numerus  primus  complexus  mixtus, 
.cuiusque  proin  norma  p est  numerus  primus  realis  formae  4»  + !),  radices  pri- 
mitivae quaelibet  etiam  inter  numeros  reales  eligi  possunt,  inter  quos  completum 
adeo  systema  residuorum  incongruorum  monstrare  licet  (art.  40).  Manifesto  au- 
tem quilibet  numeros  realis,  qui  est  radix  primitiva  pro  modulo  complexo  m,  si- 
mul erit  in  arithmetica  numerorum  realium  radix  primitiva  pro  modulo  p,  et 
vice  versa. 


56. 

Etiamsi  theoria  residuorum  et  non-residuorum  quadralicorum  in  arithmetica 
numerorum  complexorum  sub  ipsa  theoria  residuorum  biquadraticorum  contenta 
sit , tamen  antequam  ad  hanc  transeamus , illius  theoremata  palmaria  hic  scorsim 
proferemus:  brevitatis  vero  caussa  de  solo  casu  principali,  ubi  modulus  est  nume- 
rus primus  complexus  (impar) , hic  loquemur. 

Sit  m talis  modulus,  atque  p eius  norma.  Manifesto  quivis  integer  (per  m 
non  divisibilis , quod  hic  semper  subintelligendum)  quadrato  secundum  modulum 
m congruus  fieri  vel  potest  vel  non  potest,  prout  illius  index,  radice  aliqua  pri- 
mitiva pro  basi  accepta,  par  est  vel  impar;  in  casu  priori  ille  integer  residuum 
quadraticum  ipsius  m dicetur,  in  posteriori  non-residuura.  Ilinc  concluditur,  in- 
ter p — I numeros,  qui  systema  completum  residuorum  incongruorum  (per  m non 
divisibilium)  exhibeant,  semissem  ad  residua  quadratica.  semissem  alteram  ad 
non-residua  quadratica  referri.  Cuivis  vero  alii  numero  extra  illud  systema  idem 
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character  hoc  respectu  tribuendus  est , quo  gaudet  numerus  systematis  illi 
congruus. 

Porro  ibinde  sequitur,  productum  e duobus  residuis  quadraticis , nec  non 
productum  e duobus  non-residuis  esse  residuum  quadraticum;  contra  productum 
e residuo  quadratico  in  non-residuum  fieri  non-residuum ; ct  generaliter  productum 
e quotcunque  factoribus  esse  residuum  quadraticum  vel  non-residuum,  prout  mul- 
titudo non-residuorum  inter  factores  par  sit  vel  impar. 

Pro  distinguendis  residuis  quadraticis  a non-residuis  statim  se  offert  criterium 
generale  sequens: 

Numerus  k per  modulum  non  divisibilis  huius  residuum  vel  non-residuum 
quadraticum  est.  prout  habetur  vel  ki,'l>~ = J,  vel  £*(/'-')  = — 1 (rnod.w). 

Veritas  huius  theorematis  statim  inde  sequitur,  quod,  accepta  radice  primi- 
tiva quacunque  pro  basi , index  potestatis  A-df— 0 fit  vel  = 0 vel  = { (p  — 1), 
prout  index  numeri  k par  est  vel  impar. 


57. 

Facile  quidem  est,  pro  modulo  dato  systema  residuorum  incongruorum  com- 
pletum in  duas  classes , puta  residua  et  non-residua  quodratica  distinguere , quo 
pacto  simul  omnibus  reliquis  numeris  classes  suae  sponte  assignantur.  At  longe 
altioris  indaginis  est  quaestio  de  criteriis  ad  distinguendum  modulos  eos,  pro  qui- 
bus numerus  datus  est  residuum  quadraticum,  ab  iis,  pro  quibus  est  non-residuum. 

Quod  quidem  attinet  ad  unitates  reales  -|-l  et  — 1,  hae  in  arithmetica  nu- 
merorum complexorum  sunt  reapse  quadrata,  adeoque  etiam  residua quadratica  pro 
quoris  modulo.  Aeque  facile  e criterio  art.  praec.  sequitur,  numerum  » (et  per- 
inde — i)  esse  residuum  quadraticum  cuiusvis  moduli,  cuius  norma  p sit  formae 
S n 1 , non-residuum  vero  cuiusvis  moduli,  cuius  norma  sit  formae  8 n -f-  5.  Quum 
* manifesto  nihil  intersit,  utrum  numerus  m , an  aliquis  numerorum  ipsi  associato- 
rum im,  — m,  — im  pro  modulo  adoptetur,  supponere  licebit,  modulum  esse 
associatorum  primarium  (art.  36,  II),  adeoque  statuendo  modulum  =a-\-  bi,  esse 
a imparem,  b parem  Quo  pacto  quum  semper  sit  aa  = 1 (mod,  8),  bb  vero  vel 
= 0 vel  = 4 (mod.  S),  prout  b sit  pariter  par  vel  impariter  par,  patet  nume- 
ros -(-«  et  — i in  casu  priori  esse  residua  quadratica  moduli,  in  posteriori  non- 
residua. 
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58. 

Quum  diiudicatio  characteris  numeri  compositi,  utrum  sit  residuum  quadra- 
ticuin  an  non-residuum , pendeat  a characteribus  factorum,  manifesto  sufficiet,  si 
evolutionem  criteriorum  ad  distinguendos  modulos , pro  quibus  numerus  datus  k 
sit  residuum  quadraticum . ab  iis , pro  quibus  sit  non-residuum , ad  tales  valores 
ipsius  k limitemus , qui  sint  numeri  primi , insuperque  inter  associatos  primarii. 
In  qua  investigatione  inductio  protinus  theoremata  maxime  elegantia  suppeditat. 

Incipiamus  a numero  I — * . qui  invenitur  esse  residuum  quadraticum  mo- 
dulorum 

— 1 2 i,  — 3 — 2 1 , — 5 — 2 1 , — 1 — 6 i , — |—  5 — |—  4 i , — f-  5 — 4 1,  — 7 , — {—  7 2 i, 

— etc. 

non-residuum  quadraticum  autem  sequentium 

— — 1 — 2 1 , — — 3 , 3 2 1 , -j- 1 -|—  4 i , -f—  1 — 4 i , — 5 — |—  2 i , — 1 6 i , -|-  7 — 2 i, 

— 5 — 6 i,  — 3 -j—  8 t,  — 3 — 8 i,  -f-  3 “1“  ^ i*  -f-  ^ — 8 i,  9 -|*  4 i,  -j-  9 — 4 i etc. 

Si  hunc  conspectum , in  quo  semper  e quaternis  modulis  associatis  prima- 
rium apposuimus , attente  examinamus . facile  animadvertimus , modulos  a-(-6i 
in  priori  classe  omnes  esse  tales,  pro  quibus  a-\-b  fiat  =+t  (mod.  8).  in  poste- 
riori vero  tales , pro  quibus  a-j-6  = — 3 (mod.  8).  Manifesto  hoc  criterium,  si 
loco  moduli  primarii  m adoptamus  associatum  — m,  ita  immutari  debet,  ut  pro 
modulis  prioris  classis  sit  — I,  pro  modulis  posterioris  = -|-  3 (mod.  8). 

Quare,  siquidem  inductio  non  fefellerit,  generaliter,  designante  o-|-4i  nume- 
rum primum,  in  quo  a impar,  b par,  1 + i fit  eius  residuum  quadraticum  vel 
non-residuum  quadraticum . prout  a -(-  6 — + I , vel  = + 3 (mod.  8). 

Pro  numero  — 1 — i eadem  regula  valet,  quae  pro  1-f-i.  Contra  conside- 
rando 1 — i tamquam  productum  ex  — i in  I-J-»,  manifestum  est,  nutnero  1 — i 
eundem  characterem  competere,  qui  tribuendus  sit  ipsi  1 -f-  i,  quoties  b sit  pariter 
par,  oppositum  autem,  quoties  b sit  impariter  par , unde  facile  colligitur.  1 — » 
esse  residuum  quadraticum  numeri  primi  a-\-bi,  quoties  sit  a — 6 = + I , non- 
residuum  autem , quoties  habeatur  a — b ~ + 3 (mod.  8),  semper  supponendo,  a 
esse  imparem,  b parcin. 

Ceterum  haec  secunda  propositio  e priori  etiam  deduci  potest  adiumento 
theorematis  generalioris , quod  ita  cnunciainus : 
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In  theoria  residuorum  quadraticorum  character  numeri  a + 6 i respectu 
moduli  a-\-bi  idem  est,  qui  numeri  a — Si  respectu  moduli  a — bi. 

Demonstratio  huius  theorematis  inde  petitur , quod  uterque  modulus  ean- 
dem normam  p habet,  atque  quoties  (ct  — f- 1» 1 ^ — 1 per  a-\-bi  divisibi- 
lis est,  etiam  (o  — ')  — j per  a — j,-  divisibilis  evadit,  quoties  autem 

(a+6»')^,— *)  + l per  a-\-bi  divisibilis  est,  etiam  (a  — 6i)l^—1^  + l jkt  a — bi 
divisibilis  esse  debet. 


59. 

Progrediamur  ad  numeros  primos  impares. 

Numerum  — I — 2 i invenimus  esse  residuum  quadraticum  modulorum 
- f-  3 — |—  2 i,  — }—  1 — 4 i,  — 5 — |—  2 i , — 5 — 2 i , — 1 — 6 i , — j-  7 — 2 i,  — 3 -f-  8 »', 
+ 5 + 8»,  +5  — 8»,  +9  + 4»  etc. 

non-residuum  autem  modulorum  — I — 2 i,  — 3,  +3  — 2»,  +1  + 4», 
— 1 + 6»,  +5  + 4»,  +5—4»,  —7,  +7  + 2»,  —5  + 6»,  — 5 — 6i,  —3—8», 
+ 9 — 4 i etc. 

Reducendo  modulos  prioris  classis  ad  residua  eorum  absolute  minima  secun- 
dum modulum  — 1 + 2 i,  haec  sola  invenimus  +t  et — 1,  puta  + 3 + 2 i = — 1, 
+1  — 4i  = — 1,  — 5 + 2»  = +1,  —5  — 2»  = — 1 etc. 

Contrn  omnes  moduli  posterioris  classis  congrui  inveniuntur  secundum  mo- 
dulum — 1 + 2»'  vel  ipsi  + »',  vel  ipsi  — ». 

At  numeri  +1,  — 1 ipsi  sunt  residua  quadratica  moduli  — 1+2»,  atque 
+»'  et  — »"  eiusdem  non-residua : quocirca,  quatenus  inductioni  fidem  habere  li- 
cet, prodit  theorema:  Numerus  — 1 + 2»  est  residuum  vel  non-residuum  qua- 
draticum numeri  primi  « + i»\  prout  hic  est  residuum  vel  non-residuum  quadra- 
ticum ipsius  — 1+2»',  siquidem  a + 6»'  est  primarius  e quaternis  associatis,  vel 
potius , si  a est  impar , 6 par. 

Ceterum  ex  hoc  theoremate  sponte  sequuntur  theoremata  analoga  circa  nu- 
meros + 1 — 2»',  — I — 2*',  +1  + 2». 


60. 

Instituendo  similem  inductionem  circa  numerum  — 3 vel  +3,  inveni- 
mus, utrumque  esse  residuum  quadraticum  modulorum  +3  + 2»,  +3  — 2», 

17 
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— 1 + 6»,  — t—  6»,  — 7,  —5  + 6»,  —5  — 6»,  —3  + 8»,  — 3 — 8»,  +9  + 4«, 
+ 9 — 4 i etc. 

non-residuum  vero  horum  — 1 + 2»,  — 1 — 2«,  +1  + 4»',  +1  — 4 i,  — 5+2», 

— 5 — 2»,  +5  + 4»,  +5  — 4».  +7  + 2»,  +7  — 2»,  +5  + 8»,  + 5 — 8»etC. 

Priores  secundum  modulum  3 congrui  sunt  alicui  ex  his  quatuor  numeris 
+ 1,  — 1,  +»,  — »';  posteriores  autem  alicui  ex  his  +1+»',  +1  — »'.  — l + », 
— 1 — »'.  Illi  sunt  ipsa  residua  quadratica  numeri  3.  hi  non-residua. 

Docet  itaque  haec  inductio,  numerum  primum  «+6»-,  supponendo  a im- 
parem, b parem,  ad  numerum  — 3 (nec  non  ad  + 3)  eandem  relationem  habere, 
quam  hic  habet  ad  illum , quatenus  scilicet  alter  alterius  residuum  quadraticum 
sit  aut  non-residuum. 

Extendendo  similem  inductionem  ad  alios  numeros  primos,  ubique  hanc  ele- 
gantissimam  reciprocitatis  legem  confirmatam  invenimus , deferimurque  ad  theo- 
rema hocce  fundamentale  circa  residua  quadratica  in  arithmetica  numerorum  com- 
plexorum ■ 

Denotantibus  o + 4» , A Ii  i numeros  primos  tales , ut  a,  A sint  impares , 
6,  B pares:  erit  vel  uterque  alterius  residuum  quadraticum , vel  uterque  alterius  non- 
residuum. 

At  non  obstante  summa  theorematis  simplicitate,  ipsius  demonstratio  mag- 
nis difficultatibus  premitur,  quibus  tamen  hic  non  immoramur,  quum  theorema 
ipsum  sit  tantummodo  casus  specialis  theorematis  generalioris , summam  theoriae 
residuorum  biquadraticorum  quasi  exhaurientis.  Ad  hanc  igitur  iam  transeamus. 

61. 

duae  in  art.  2 prioris  commentationis  de  notione  residui  et  non-residui  bi- 
quadratici  prolata  sunt,  etiam  ad  arithmeticam  numerorum  complexorum  exten- 
dimus, et  perinde  ut  illic  etiam  hic  disquisitionem  ad  modulos  tales,  qui  sunt  nu- 
meri primi,  restringimus:  simul  plerumque  tacite  subintclligendum  erit,  modu- 
lum ita  accipi , ut  sit  inter  associatos  primarius , puta  = 1 secundum  modulum 
2 + 2»',  nec  non  numeros,  de  quorum  charactere  (quatenus  sint  residua  hiquadra- 
tica  vel  non-residua)  agitur,  per  modulum  non  esse  divisibiles. 

Pro  modulo  itaque  dato  numeri  per  eum  non  divisibiles  in  tres  classes  dis- 
pertiri possent,  quarum  prima  contineret  residua  biquadratica,  secunda  non-resi- 
dua biquadratica  ea,  quae  sunt  residua  quadratica  tertia  non-residua  quadratica. 
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Sed  hic  quoque  praestat,  loco  tertiae  classis  binas  stabilire,  ut  omnino  habeantur 
quaternae. 

Assumta  radice  quacunque  primitiva  pro  basi , residua  biquadratica  habe- 
bunt indices  per  4 divisibiles  sive  formae  4«;  non-residua  ea,  quae  sunt  resi- 
dua quadratiea,  habebunt  indices  formae  4 n—(—  2 ; denique  non-residuorum  qua- 
draticorum  indices  erunt  partim  formae  4n-(-l,  partim  formae  4n  + 3.  Hoc 
modo  classes  quaternae  quidem  oriuntur , at  distinctio  inter  binas  posteriores  non 
esset  absoluta,  sed  ab  electione  radicis  primitivae  pro  basi  assumtae  dependens ; 
facile  enim  perspicitur,  semissem  radicum  primitivarum  non-residuo  quadratico 
dato  conciliare  indicem  formae  4 « — |— 1 , semissem  alteram  vero  indicem  formae 
4n-f-3.  Quam  ambiguitatem  ut  tollamus,  supponemus  semper  talem  radicem 
primitivam  adoptari,  pro  qua  index  \[p — 1)  competat  numero  +»  (conf.  art. 
5».  VI).  Hoc  pacto  classificatio  oritur,  quam  concinnius  independenter  a radici- 
bus primitivis  ita  cnunciare  possumus. 

Classis  prima  contineat  numeros  k cos,  pro  quibus  fit  k^p~^  = 1 ; hi  nu- 
meri sunt  moduli  residua  biquadratica. 

Classis  secunda  contineat  eos,  pro  quibus  ')  = ,• 

Classis  tertia  cos , pro  quibus  '>  = — 1 . 

Classis  quarta  denique  eos,  pro  quibus  = — ». 

Classis  tertia  comprehendet  non-residua  biquadratica  ea,  quae  sunt  residua 
quadratiea;  inter  secundam  et  quartam  non-residua  quadratiea  distributa  erunt. 

Numeris  harum  classium  tribuemus  resp .characteres  biquadraticos  0,  1,  2,  3. 
Si  characterem  X numeri  k secundum  modulum  m ita  definimus , ut  sit  expo- 
nens cius  potestatis  ipsius  i,  cui  numerus  k^p~'^  congruus  est,  manifesto  cha- 
racteres secundum  modulum  4 congrui  pro  aequivalentibus  habendi  sunt.  Cete- 
rum haec  notio  tantisper  ad  modulos  eos  limitatur,  qui  sunt  numeri  primi : in  con- 
tinuatione harum  disquisitionum  ostendemus,  quomodo  etiam  modulis  compositis 
adaptari  possit. 


62. 

Quo  facilius  inductio  copiosa  circa  numerorum  characteres  adstrui  possit,  ta- 
bulam compendiosam  hic  adiungimus,  cuius  auxilio  character  cuiusvis  numeri  pro- 
positi  resjiectu  moduli,  cuius  norina  valorein  157  non  transscendit.  levi  opera 
obtinetur,  dummodo  ad  observationes  sequentes  attendatur. 
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Quum  character  numeri  compositi  aequalis  sit  (sive  secuudum  modulum  4 
congruus)  aggregato  characterum  singulorum  factorum,  sufficit,  si  pro  modulo  dato 
characteres  numerorum  primorum  assignare  possumus.  Porro  quum  characteres 
unitatum  — 1,  — i manifesto  sint  congrui  numeris  $ (p — 1),  [(p — 1),  jfp — l) 

secundum  modulum  4 , etiam  sufficiet , characteres  numerorum  inter  associatos 
primariorum  exhibuisse.  Denique  quum  moduli  secundum  modulum  m congrui 
eundem  characterem  habeant,  sufficit,  characteres  talium  numerorum  in  tabulam 
recipere,  qui  continentur  in  systemate  residuorum  absolute  minimorum.  Prae- 
terea per  ratiocinium  simile  ut  in  art.  58  demonstratur,  si  pro  modulo  a-\-bi  cha- 
racter numeri  sit  X,  pro  modulo  o — bi  autem  X’  sit  character  numeri 

A — Ili,  sem per  esse  X = — X’(mod.  4),  sive  X+X'  per  4 divisibilem:  quaprop- 
ter sufficit , in  tabulam  recipere  modulos , in  quibus  b est  vel  0 vel  positivus. 

Ita  e.  g.  si  quaeritur  character  numeri  11  — 6 i respectu  moduli  — 5 — 6», 
substituimus  loco  horum  numerorum  hosce  ll+6»\  — 5-)- 6 i;  dein  determina- 
mus (art.  43)  residuum  absolute  minimum  numeri  11+6»'  secundum  modulum 
— 5-f-6i,  quod  fit  — 1 — 4*  = — lx(l  + 4«');  quare  quum  pro  modulo  — 5 + 0« 
character  ipsius  — 1 sit  30,  character  numeri  1 — 4 » autem,  ex  tabula,  2,  erit 
32  sive  0 character  numeri  11+6«  pro  modulo  — 5 + 6«,  et  proin  per  obser- 
vationem ultimam  etiam  character  numeri  11 — 6»  pro  modulo  — 5 — 6«.  Per- 
inde si  quaeritur  character  numeri  — 5 + 6i  respectu  moduli  11+ 6 i,  illius  re- 
siduum absolute  minimum  1 — 5»  resolvitur  in  factores  ■ — »,  l+«,  3 — 2»',  qui- 
bus respondent  characteres  117,0,  1,  uude  character  quaesitus  erit  IIS  sive  2; 
idem  character  etiam  numero  — '5  — 6 i respectu  moduli  II  — 6«'  tribuendus  est. 


Modulus. 

Character. 

Numeri. 

— 3 

3 

«+< 

+ 3 + 2« 

3 

l + « 

+ 1+4» 

1 

— 1 + 2» 

8 

!+»’ 

— 5 + 2« 

0 

— 1 — 2« 

1 

1 +i 

S 

— 1+2« 

— 1 + 8« 

0 

— 3 

* 

1 -|-  i,  — 1 4"  2 1 
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Modulus. 

Character. 

Numeri. 

— 1 + 6» 

2 

— 1 — 2« 

+ 5 + 4 i 

0 

1 

— 3 

3 

— 1+2/,  —1  — 2« 

— 7 

0 

— 3 

1 

— 1+2«,  —3  — 2« 

2 

■+»• 

3 

— 1—2« 

+ 7 + 2« 

0 

1 +»,  3 + 2».  3 2»,  1—4« 

1 

— 3 

2 

— 1 — 2»,  1+4» 

3 

— 1 + 2« 

— 5+6« 

0 

1+«.  —3,  3 + 2»,  3 — 2«' 

1 

1—4« 

2 

1+4» 

3 

— 1 + 2«,  —1  — 2« 

— 3 + 8« 

0 

— 1 + 2«,  3 — 2»,  1 — 4« 

1 

1 — {—  »,  3 2 «' 

2 

— 3 

3 

— 1 — 2«,  1+4«,  —5  + 2» 

-f-  5 — 8 1 

0 

— 1 — 2 i 

1 

— 5 — 2«,  —1+6« 

2 

— 1 + 2«,  3 — 2« 

3 

1 + i,  —3,  3 + 2»,  1+4«,  1 — 4« 

+ 9 + 4« 

0 

— 1 -|"  2 i,  3 — 1“  2 »' 

1 

1+«,  —1  — 2«,  3 — 2» 

2 

— 3,  1 + 4« 

3 

1 — 4i,  —5  + 2» 

— 1 + 10* 

0 

1+i,  —1  + 2»,  —1  — 2«,  3 + 2« 

1 

— 3 

2 

3 — 2»,  —5  + 2«.  5 — 4« 

• 3 

1 + 4«,  1 — 4» 
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Modulus. 

Character. 

Numeri. 

-J-  3 — {-  1 0 1 

1 

l+«,  —1  — 2»,  1—4» 

2 

— 3,  3 + 2 i,  1+4»,  —5  — 2» 

3 

— 1 + 2»,  3 — 2» 

— 7 + 8» 

0 

l+«,  —7 

1 

3 + 2»,  3 — 2»,  1—4»,  —5—2» 

* 

— 1 — 2»,  1+4»,  —5  + 2»,  —1  — 6» 

3 

— 1 + 2»,  —3,  —1  + 6» 

— 11 

0 

— 3 

1 

1+»,  3 — 2»,  1+4«,  —5  + 2».  5 + 4» 

2 

— 1 + 2«,  —1  — 2» 

3 

3 + 2 i,  1 — 4»,  —5  — 2»,  5 — 4» 

— ll  + 4t' 

0 

1 t,  — 1 "4”  2 i,  3 -f—  2 1,  5 -j-  4 t 

1 

— 1—2«,  —1  + 6» 

2 

— 5 + 2» 

3 

— 3,  3 — 2»,  1 + 4»,  1 — 4»,  —5  — 2» 

+ 7 + 10» 

0 

1+4«,  1 — 4»,  —1  + 6«',  —1  — 6» 

1 

— 1 + 2»,  3 + 2»,  —5  + 2» 

2 

1+»,  3 — 2» 

3 

— 1 — 2»,  —3,  —5  — 2» 

+ 11+8» 

0 

1 +»',  —1+2»,  —3,  1 + 4«,  1 — 4»,  — 1 

1 

— 1 — 2«,  3 + 2»,  3 — 2» 

2 

— 5 — 2»,  —1  + 6»,  5—4» 

3 

— 5 + 2»,  5 + 4»,  7 — 2». 

63. 

Operam  nunc  dabimus,  ut  criteria  communia  modulorum,  pro  quibus  nu- 
merus primus  datus  characterem  eundem  habet,  per  inductionem  detegamus.  Mo- 
dulos scmper  supponimus  primarios  inter  associatos , puta  tales  a+6»,  pro  qui- 
bus vel  u=1,  6 = 0,  vel  a = 3,  6=2  (mod.  4). 

Respectu  numeri  I — t,  a quo  initium  facimus,  inductionis  lex  facilius  ar- 
ripitur , si  modulos  prioris  generis  (pro  quibus  a = 1 , 6 = 0 ) a modulis  j»oste- 
rioris  generis  (pro  quibus  a = 3.  6=2)  separamus.  Adiumeuto  tabulae  art.  praec. 
invenimus  respondere 
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characterem 

modulis  primi  generis. 

0 

5 + 4»,  —7  + 8»,  —7—8»,  —11+4» 

1 

1—4»,  —3  + 8»,  —3  — 8»,  9 + 4 i,  —11 

2 

5 — 4»,  —7,  —11  — 4» 

3 

— 3,  1 + 4»,  5 + 8»,  5 — 8»,  9 — 4» 

Si  haec  septemdecim  exempla  attente  consideramus,  in  omnibus  invenimus  cha- 
racterem = {Ia  — 6 — l)(mod.  4). 

Perinde  respondet  1 


character 

modulis  secundi  generis. 

0 

3 — 2»,  —1—6«,  7 + 2«,  —5  + 6»,  — l + 10i,  11+6» 

t 

— 5 + 2»,  —1  + 6»,  7—2»,  —1  — 10»,  3+10« 

2 

— 1+2«,  —5  — 2»,  3—10»,  7 + 10» 

3 

— 1—2»,  3 + 2«,  — 5 — 6i,  7 — 10«,  11  — 6» 

In  omnibus  his  viginti  exemplis,  levi  attentione  adhibita,  invenitur  character 
~ +a — b — 5)(mod.  4). 

Facile  has  duas  regulas  in  unam  pro  utroque  modulorum  genere  valentem 
contrahere  licet,  si  perpendimus,  \bb  esse  pro  modulis  prioris  generis  =0,  pro 
modulis  posterioris  generis  = 1 (mod.  4).  Est  itaque  character  numeri  1+»'  re- 
spectu moduli  cuiusvis  primi  inter  associatos  primarii  = J (a — b — 1 — 66)  (mod.  4). 

Obiter  hic  annotare  convenit,  quum  (6+1)’  semper  sit  formae  8 n + 1 , 
sive  1 (26+66)  par,  characterem  istum  semper  parem  vel  imparem  fieri,  prout 
•J  (a  + 6 — t)  par  sit  vel  impar,  quod  quadrat  cum  regula  pro  charactere  quadra- 
tico  in  art.  58  prolata. 

Quum  !(a — 6 — 1),  |(a — 6+  3}  sint  integri,  quorum  alter  par.  alter  im- 
par, ipsorum  productum  par  erit,  sive  4 (a — 6 — l){a — 6+3)  = 0 (mod.  4).  Hinc 
loco  expressionis  allatae  pro  charactere  biquadratico  haec  quoque  adoptari  potest 

f (a  — 6 — t — 66) — i [a  — 6 — 1)(« — 6+3)  ==  { ( — aa+  2 ab  — 3 66  + I) 

quae  forma  eo  quoque  nomine  se  commendat,  quod  non  restringitur  ad  modulos 
primarios,  sed  tantummodo  supponit,  a esse  imparem,  6 parem : manifesto  enim 
in  hac  suppositione  vel  a + 6i,  vel  — a — 6»  erit  numerus  inter  associatos  pri- 
marius, valorque  istius  formulae  pro  utroque  modulo  idem. 
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64. 

Proficiscendo  a regula  ultima  in  art.  pracc.  eruta  invenimus  esse 


numeri 

characterem  = 

-i +»• 

•J-(aa+2a6 — 66 — 1) 

— 1 — i 

H f — u u — f—  2 o 6 — f—  6 6 — |—  1 ) 

+1— •' 

j(aa  + 2a6+366 — 1) 

Hoc  statim  inde  sequitur,  quod  character  ipsius  » est  l(a  a + 6 6 — 1),  character 
ipsius  — 1 autem  \(aa-\-bb — 1 ) = |66,  quum  aa  — 1 sem per  sit  formae  8«. 
Manifesto  hac  quatuor  regulae,  etiamsi  hactenus  ab  inductione  mutuatae  sint,  ita 
inter  se  sunt  nexae,  ut  quamprimum  unius  demonstratio  absoluta  fuerit,  tres  re- 
liquae simul  sint  demonstratae.  Vix  opus  est  monere , etiam  in  his  regulis  tan- 
tummodo supponi  a imparem,  b parem. 

Si  formulas  ad  modulos  primarios  restrictas  adhibcro  non  displicet,  hac  forma 
uti  possumus.  Est 


numeri  i 

character  = 

— »+• 

J f — a — 6 + 1 — 66  ) 

— l — i 1 

p(a  — 6 — 1 + 66) 

-H-i 

1 ( — a — 6+1  + 66) 

Formulae  simplicissimae  prodeunt,  si,  ut  initio  inductionis  nostrae  feceramus, 
modulos  primi  et  secundi  generis  distinguimus.  Est  scilicet  character 


numeri 

| pro  modulis  primi  generis 

pro  modulis  secundi  generis 

-l  + «' 

1 { — a — 6+1) 

|( — a — 6 — 3) 

— 1 — i 

— 6 — t) 

f (a — 6+3) 

+ 1 — » 

1(— « — 6+1) 

K— a — 6+5) 

65. 

Pronumero  — 1— )— 2 a , ad  quem  iam  progredimur,  eandem  distinctionem 
inter  modulos  a + 6 i eos,  pro  quibus  a = 1,  6 = 0,  atque  eos,  pro  quibus 
« = 3,  6=2  quoque  adhibebimus.  Tabula  art.  62  docet,  respectu  illius  nu- 
meri respondere 
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characterem 

modulis  primi  generis 

0 

— 3 + S»,  -4-5  — 8«,  +9  + 4».  —11+4» 

1 

+ 1+4»,  +5  — 4»,  —7,  —3  — 8» 

2 

9 

+ 1—4»,  +5  + 8»,  —7  — 8»,  —11 

Revocatis  singulis  his  modulis  ad  residua  absolute  minima  secundum  modu- 
lum — 1 + 2»,  animadvertimus,  omnes,  quibus  respondet  character  0,  esse  = 1; 
eos.  quibus  character  t respondet,  = eos,  quorum  character  est  2,  fieri 
= — I;  denique  omnes , quorum  character  est  3,  fieri  = — i.  At  characteres 
numerorum  1,  i,  — 1,  — i pro  modulo  — )-(-2 i ipsi  sunt  0,  t,  2,  3 resp. ; qua- 
propter in  omnibus  his  17  exemplis  character  numeri  — 1 + 2 i respectu  moduli 
prioris  generis  o+ft«\  cum  charactere  huius  numeri  respectu  moduli  — 1+2» 
identicus  est. 

Perinde  adiumento  tabulae  invenitur,  respondere 


characterem 

0 

1 

2 
3 


modulis  secundi  generis 

+ 3 + 2»,  —5  — 2 i,  — 1 + I0f,  — 1 — lOi.  + 11+6» 

— j—  3 — — 2 1,  — 1 6 t,  — 5 — 6 i,  — (“  7 — |—  1 0 1,  7 — 1 0 1 

— 5-f2»,  — t — 6«,  -4-7—2» 

— 1 — 2 i,  4~  i 4"  7 »',  — 5 4*  6 i,  4~  3 4-  1 0 »,  - f-  3 — 10»,  — |—  1 1 — 


6» 


Revocatis  his  modulis  ad  residua  minima  secundum  modulum  — 1-4-2». 
omnia,  quibus  resp.  characteres  0,  1,  2.  3 respondent,  congrua  inveniuntur  nu- 
meris — 1,  — »',  -f-l,  -(-»';  his  vero  ipsis  numeris,  si  vice  versa  — l — 2 » pro 
modulo  adoptatur . competunt  characteres  2,  3,  0,  1 resp.  Quapropter  in  omni- 
bus his  19  exemplis  character  numeri  — 1 — (—  2 i respectu  moduli  secundi  generis 
duabus  unitatibus  differt  a charactere  huius  numeri  respectu  numeri  — 1+  2»  pro 
modulo  habiti. 

Ceterum  nullo  negotio  perspicitur,  prorsus  similia  respectu  numeri  — I — 2» 
locum  habitura  esse. 


66. 

Pro  numero  — 3 distinctionem  inter  modulos  primi  generis  et  secundi  omit- 
timus. quum  eventus  doceat,  illam  hic  superfluam  esse.  Respondet  itaque 

18 
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character 


0 | — 1 + 6«.  — 1 — 
1 j — 1—  2»,  I — 4», 
— n — 4 i,  7 


modulis 

6»,  —7,  — 5 + 6»,  — 5 — 6l,  — 
— 5 + 2»,  5 + 4»,  7 + 2»,  5 — 8». 
— 10» 


11,  11  + 6».  11  — 6» 

— 1 + 10»,  — 7—8». 


2 3 + 2»,  3 — 2i,  — 3 + 8»,  —3  — 8».  9 + 4»,  3+10»,  3 — 10» 

3 —1  + 2»,  1 + 4»,  — 5 — 2»,  5 — 4i,  7 — 2»,  5 + 8»,  —1  — 10»,  — 7+8», 

— 1 1 + 4»,  7+10» 


Revocatis  his  modulis  ad  residua  minima  secundum  modulum  3,  videmus, 
cos,  quibus  respondet  character  0,  esse  partim  =1,  partim  = — 1;  eos,  quo- 
rum character  est  1,  fieri  vel  =1  — »,  vel  = — 1+»';  eos,  quorum  character 
est  2,  fieri  vel  = »,  vel  = — »';  deuique  eos,  quibus  competit  character  3,  esse 
vel  = l+«,  vel  = — 1 — »'.  Ex  hac  itaque  inductione  colligimus,  characterem 
numeri  — 3 pro  modulo,  qui  est  numerus  primus  inter  associatos  primarius,  iden- 
ticum  esse  cum  charactere  huius  ipsius  numeri,  dum  3,  sive,  quod  eodem  redit, 
— 3 tamquam  modulus  consideratur. 


67. 

Simili  inductione  circa  alios  numeros  primos  instituta,  invenimus,  numeros 
3 + 2 i,  — 1 + 6 i,  7 + 2 »',  — 5 + 6 i etc.  suppeditare  theoremata  ei  similia,  ad  quod 
in  art. 65  respectu  numeri  — 1 + 2«'  pervenimus;  contra  numeros  l+4»‘,  5 + 4», 
— 3 + 8»,  5 + 8 »',  9 + 4 i etc.  perinde  se  habere  ut  numerum  — 3.  Inductio  ita- 
que perducit  ad  elcgantissimum  theorema,  quod  ad  instar  theoriae  residuorum 
quadraticorum  in  arithmetica  numerorum  realium  Theorema  fundamentale  theo- 
riae residuorum  biquadraticorum  nuncupare  liceat , scilicet: 

Denotantibus  a + 6»,  a+  b’i  numero s primos  diversos  inter  associatos  suos 
primarios , ».  e.  secundum  modulum  2 + 2»  unitati  congruos , character  biquadraticus 
numeri  a + 6»  respectu  moduli  a+6'»  identicus  erit  cum  charactere  numeri  a+  b'i 
respectu  moduli  a +6»,  si  vel  uterque  numerorum  a + 6»,  <»+  b'i,  vel  alteruter  sal- 
tem. ad  primum  genus  refertur , «.  e.  secundum  modulum  4 unitati  congruus  est:  con- 
tra characteres  illi  duabus  unitatibus  inter  se  different,  si  neuter  numerorum  a+6», 
«'+  b'i  ad  primum  genus  refertur,  i.  e.  si  uterque  secundum  modulum  4 congruus  est 
numero  3 + 2 »'. 
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At  non  obstante  summa  huius  theorematis  simplicitate,  ipsius  demonstratio 
inter  mysteria  arithmeticae  sublimioris  maxime  recondita  referenda  est , ita  ut, 
saltem  ut  nunc  res  est,  per  subtilissimas  tantummodo  investigationes  enodari  pos- 
sit, quae  limites  praesentis  commentationis  longe  transgrederentur.  Quamobrem 
promulgationem  huius  demonstrationis,  nec  non  evolutionem  nexus  inter  hoc  theo- 
rema atque  ea,  quae  in  initio  huius  commentationis  per  inductionem  stabilire  coe- 
peramus, ad  commentationem  tertiam  nobis  reservamus.  Coronidis  tamen  loco 
iam  hic  trademus,  quae  ad  demonstrationem  theorematum  in  artt.  63.  61  proposi- 
torum requiruntur. 


68. 

Initium  facimus  a numeris  primis  a + ii  talibus,  pro  quibus  b = 0 (ter- 
tia specie  art.  34),  ubi  itaque  (ut  numerus  inter  associatos  primarius  siti  a debet 
esse  numerus  primus  realis  negativus  formae  — (4  n + 3),  pro  quo  scribemus  — q. 
quales  sunt  — 3,  — 7,  — 11,  — 19etc.  Denotando  per  X characterem  numeri 
I — f—  i,  illo  numero  pro  modulo  accepto,  esse  debet 

i*  = •!(«-•)  (mod.  q) 

% 

Sed  constat , 2 esse  residuum  quadraticum,  vel  non-residuum  quadraticum  ipsius 
q,  prout  q sit  formae  S rt  — (—  7 . vel  formae  8n-(-3.  unde  colligimus,  esse  gene- 
raliter 

2t(*— l)  = ( — | 'jlCf+O  = ,i<J+0  (mod.  q) 

adeoque  evehendo  ad  potestatem  exponentis  1(9  -f-1) 

2t(w-‘>  = *«»+'>■  (m0d  .q) 

Aequatio  itaque  praecedens  hanc  formam  induit 

ix  =i  »(«+')*  + «W-0  = *»<«+»>  (mod.  q) 

unde  sequitur 

X = K99  + 9) = 1(94-1)’— 1(94-1) (mod.  4) 
sive  quum  habeatur  1(9+1)*  = 0 (mod.  4),  X = — l(9  + l)  = l(o  — l)(mod.4). 
Quod  est  ipsum  theorema  art.  63  pro  casu  b = 0. 

18  * 
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69. 

Longe  vero  difficilius  absolvuntur  moduli  a — j—  6 * tales,  pro  quibus  non  est 
5 = 0 (numeri  quartae  speciei  art.  34),  pluresque  disquisitiones  erunt  praemit- 
tendae. Normam  aa-\-bb , quae  erit  numerus  primus  realis  formae  4 n-(- 1 , 
designabimus  per  p. 

Denotetur  per  S complexus  omnium  residuorum  simpliciter  minimorum  pro 
modulo  a-{-bi  — m,  exclusa  cifra,  ita  ut  multitudo  numerorum  in  S conten- 
torum sit  = p — 1.  Designet  t indefinite  numerum  huius  systematis, 

statuaturque  ax-\-by  = i,  ay — 6x  = ij.  Erunt  itaque  4.  tj  integri  inter  limi- 
tes 0 et  p exclusive  contenti:  in  casu  praesente  enim,  ubi  a,  5 inter  se  primi  sunt, 
formulae  art.  45,  puta  tj  = A4.  4 = — Atj  (mod.p)  docent,  neutrum  numerorum 
4,  Tj  esse  posse  = 0 , nisi  alter  simul  evanescat , adeoque  fiat  x — 0 , y = 0, 
quam  combinationcm  iam  eiecimus.  Criterium  itaque  numeri  x+yi  in  S con- 
tenti, consistit  in  eo,  ut  quatuor  numeri  4.  Tj,  p — 4.  P — tj  sint  positivi. 

Praeterea  observamus  pro  nullo  tali  numero  esse  posse  £ = ij;  hinc  enim 
sequeretur  p^-f-p)  — <* (4  — H »])  — H & (C — t])  — 2 ai,  quod  est  absurdum,  quum  nul- 
lus factorum  ‘i,  a,  i per  p divisibilis  sit.  Simili  ratione  aequatio  p[x — j/  — (—  a — fe) 
= 2 a £ -)-(«  + i)  (p  — 4 — tj)  docet,  esse  non  posse  4+  >i  — /*•  Quapropter  quum 
numeri  4 — ij . /> — 4 — tj  esse  debeant  vel  positivi  vel  negativi,  hinc  petimus  sub- 
divisionem systematis  S in  quatuor  complexus  C,  C\  C,  C",  puta  ut  conii- 
ciantur 


in  complexum 

numeri  pro  quibus 

C 

4 — tj  positivus,  p — 4 — tj  positivus 

C' 

4 — tj  positivus,  p — 4 — »1  negativus 

C " 

4 — >)  negativus,  p — 4 — »!  negativus 

C“ 

; 4 — Tj  negativus,  p — 4 — *)  positivus 

Criterium  itaque  numeri  complexus  C proprie  sextuplex  est , puta  sex  numeri 
4,  ij.  p — 4.  P — T).  4 — tj,  p — 4 — tj  positivi  esse  debent;  sed  manifesto  condi- 
tiones 2,  5 et  6 iam  sponte  implicant  reliquas.  Similia  circa  complexus  C,  C". 
C"  valent,  ita  ut  criteria  completa  sint  triplicia,  puta 
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pro  complexu 

positivi  esse  debent  numeri 

C 

»i.  4— ii.  p—i—ti 

C' 

p—i . 4— r,.  44-ij— p 

C" 

p— ii-  ii—4.  44-1]— 

C“ 

4,  q — 4.  p—i — i) 

Ceterum  vel  nobis  non  monentibus  quisque  facile  intelliget,  in  repraesen- 
tatione figurata  numerorum  complexorum  (vid.  art.  39)  numeros  systematis  <S 
intra  quadratum  contineri,  cuius  latera  iungant  puncta  numeros  0,  a -(- 4 «, 
(1  -(-«')  (a -\-b i),  i(a-(-6i)  repraesentantia,  et  subdivisionem  systematis  S respon- 
dere partitioni  quadrati  per  rectas  diagonales.  Sed  hocce  loco  ratiocinationibus 
pure  arithmeticis  uti  maluimus , illustrationem  per  intuitionem  figuratam  lectori 
perito  brevitatis  caussa  linquentes. 


70. 

Si  quatuor  numeri  complexi  r = x-\- g i , r'  = x-\-y'i,  r"—x’-\-y"i, 
rm=  x"-\-y‘"t  ita  inter  se  nexi  sunt,  ut  habeatur  r'  = m-f-ir,  r"  =■  m-J-ir' 
^-r(l-j-i)wt — r,  r"  — m -)-  i r"  — im — «>,  atque  primus  r ad  complexum  C per- 
tinere supponitur,  reliqui  r,  r”,  r"  resp.  ad  complexus  C’,  C",  C”  pertinebunt. 
Statuendo  enim  £ — ax-\-by,  q — ay — bx,  £'  = ax'-\-by' , q'  = ay — bx\ 
£"  = ax"-\-by".  — ay" — bx",  £~  — ax'"-\-  by'",  rj"  = ay’ — bx",  invenitur 

q = p — £'=p  — q"=  4“ 

4 — n — i'+n—p  = if—  i“  — p—im—  »f 
— 4'— ii'  = 4"4  n—p  = n"—  4” 

unde  adiumento  critcriorum  theorematis  veritas  sponte  demanat.  Et  quum  rur- 
sus fiat  r = CT-t-iV",  facile  perspicietur,  si  r supponatur  pertinere  ad  C\  nu- 
meros r,  r",  r~  pertinere  resp.  ad  C".  C ",  C;  si  ille  ad  C",  hos  ad  C“,  C,  C’; 
denique  si  ille  ad  C"\  hos  ad  C,  C,  C". 

Simul  hinc  colligitur,  in  singulis  complexibus  C.  C.  C",  C"  aeque  multus 
numeros  reperiri.  puta  — I). 


71. 

Theorema.  Si  denotante  k integrum  per  m non  divisibilem  singuli  numen  com- 
plexus C per  k multiplicantur . jtroductoriunque  residuis  simpliciter  minimis  secun- 
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dum  modulum  m inter  complexus  C.  C',  C",  Cm  distributis , multitudo  eorum,  quae 
nd  singulos  hos  complexus  pertinent,  resp.  per  c,  c,  c”,  c"  denotatur:  character  nu- 
meri k respectu  moduli  m erit  = c'-|-  2 c"-f-  3 c"  (mod.  4). 

Demonstr.  Sint  illa  c residua  minima  ad  C pertinentia  «.  8,  y,  8 etc. ; dein 
c' residua  ad  C'  pertinentia  haec  m ~f~ » a,  m + » + * y',  m-|-i8'  etc. ; porro 

c"  residua  ad  C"  pertinentia  haec  (l-f-i)m — a",  (1  — |— *) m — 8',  (l  + i}w  — y", 
(l-f-t)m — etc.;  denique  c"  residua  ad  C™  pertinentia  haec  im — ia",  im  — 1 6“, 
im — i y”,  im — «8"  etc.  Iam  consideremus  quatuor  producta,  scilicet 

!)  productum  ex  omnibus  \(p — 1}  numeris  complexum  C constituen- 
tibus : 

2)  productum  productorum,  quae  e multiplicatione  singulorum  horum  nu- 
merorum per  k orta  erant; 

3)  productum  e residuis  minimis  horum  productorum,  puta  e numeris  a 6, 
y,  8 etc.,  wi+ia',  m-J-iS’  etc.  etc. 

4)  productum  ex  omnibus  c -|-  c’-(-  c"-\-  c"  numeris  a,  8,  y,  8 etc. , a',  6',  y', 
8'etc„  a”,  6',  y",  8"  etc.,  a”,  6",  y",  8"  etc. 

Denotando  haec  quatuor  producta  ordine  suo  per  P,  P'.  P".  P",  manifesto  erit 

P'  = 0 P,  P'  = P",  P"==  PV'+JC"+,C"'( mod.  m) 

et  proin 

PkUr-i)  = PV'+  *'"+  (mod.  m) 

At  facile  perspicietur,  numeros  a,  8’,  y't  8'etc.,  a ",  6”,  y',  8" etc.,  a",  6“,  y".  8"' etc. 
omnes  ad  complexum  C pertinere,  atque  tum  inter  se  tum  a numeris  a,  8,  y,  8 etc. 
diversos  esse . sicuti  hi  ipsi  inter  se  diversi  sint.  Omnes  itaque  hi  numeri  simul 
sumti,  et  abstrahendo  ab  ordine,  prorsus  identici  esse  debent  cum  omnibus  nu- 
meris complexum  C constituentibus , unde  colligimus  P — P".  adeoque 

p*Kt>-0  — Pic  +tc"+sc- 

Denique  quum  singuli  factores  producti  P per  m non  sint  divisibiles , hinc  con- 
cluditur 

• *«»■— 0 = (mod.  n») 

unde  c-4-  2 c"-f-  3 c”  erit  character  numeri  k respectu  moduli  m.  Q.  E.  D 
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7 2. 

Quo  theorema  generale  art.  praec.  ad  numerum  1 -f- « applicari  possit,  com- 
plexum C denuo  in  duos  complexus  minores  G et  G'  subdividere  oportet,  et 
quidem  referemus  in  complexum  G numeros  eos  x-\-g  i,  pro  quibus  av-\-by  = £ 
minor  est  quam  }p,  in  alterum  G'  eos.  pro  quibus  £ est  maior  quam  mul- 
titudinem numerorum  in  complexibus  G.  G'  contentorum  resp.  per  g,  g'  de- 
notabimus, unde  erit  g-\-g  — \[p — !)• 

Criterium  completum  numerorum  ad  G pertinentium  itaque  erit , ut  tres 
numeri  ij,  £ — tj , p — 2£  sint  positivi : nam  conditio  tertia  pro  complexu  C,  se- 
cundum quam  p — £ — tj  positivus  esse  debet,  sub  illis  implicite  iam  continetur, 
quum  sit  p — £ — ij  — (£ — ij ) + (p — 2£).  Perinde  criterium  completum  nume- 
rorum ad  G'  pertinentium  consistet  in  valoribus  positivis  trium  numerorum  tj. 
p — t — ij,  H—p- 

Hinc  facile  concluditur,  productum  cuiusvis  numeri  complexus  G per  nu- 
merum 1-j-i  pertinere  ad  complexum  C";  si  enim  statuitur 

(jr+jri)(l+i)  = atque  ax-\-bg'  = £',  ag  — bx'  = tj',  invenitur 

£'  = £— ij.  i ]'— £'  = 2 tj . />—£'—  tj'  = p — ii 

i.  e.  criterium  pro  numero  x -f-p  i complexui  G subdito  identicum  est  cum  cri- 
tcrio  pro  numero  x'-f -g'i  ad  complexum  C“'  pertinente. 

Prorsus  simili  modo  ostenditur,  productum  cuiusvis  numeri  complexus  G' 
per  1 — J— « pertinere  ad  complexum  C". 

Erit  itaque,  si  in  art.  praec.  ipsi  k valorem  1 — * tribuimus,  c = 0,  c'=  0. 
c—g',  c"  — g,  et  proin  character  numeri  I — (—  *’  fiet  Ag-\-2g' J [p — 

Et  quum  characteres  numerorum  i,  — t,  sint  J (p — 1),  J (p  — IJ.  characteres  nu- 
merorum — 1 — f- »,  — I — »,  I — « resp.  erunt  f(p  — l)+p,  9<  1 (P  — • )+.?• 
Totus  igitur  rei  cardo  iam  in  investigatione  numeri  g vertitur. 


7 3. 

Quae  in  artt.  69 — 7 2 exposuimus,  proprie  independentia  sunt  a supposi- 
tione, m esse  numerum  primarium : abhinc  vero  saltem  supponemus,  a imparem, 
b parem  esse,  praetereaque  a,  b et  o — b esse  numeros  positivos.  Ante  omnia 
limites  valorum  ipsius  x in  complexu  G stabilire  oportet. 


144 


THEORIA  RESIDUORUM  BKJUADRATICORt.M. 


Statuendo  ag — = t] . (a-)-6)x — (a — 6)^  = 4.  p — 2ax — 26^  = 8, 

critcrium  numerorum  x+yi  ad  complexum  G pertinentium  consistit  in  tribus 
conditionibus,  ut  »|,  4.  6 sint  numeri  positivi.  Quum  fiat  px  = (a — 6)t]-|-a4, 
p(a — it]=  a0-f-26i),  manifestum  est,  x et  2 a — x esse  debere  numeros  po- 
sitivos, sive  x alicui  numerorum  1,  2,  3 . ..  J (a  — 1)  aequalem.  Porro  quum  sit 
( a — 6)6  — 2bt,-\-p[a — 6 — 2x),  patet,  quamdiu  x minor  sit  quam  4(fl — &). 
conditiouem  secundam  (iuxta  quam  4 positivus  esse  debet)  iam  implicare  tertiam 
(quod  6 debet  esse  positivus);  contTa  quoties  x sit  maior  quam  J (a — 6),  condi- 
tionem secundam  iam  contineri  sub  tertia.  Quamobrem  pro  valoribus  ipsius  x 
his  l,  2,  3 . . . f (a — 6 — -1)  tantummodo  prospiciendum  est,  ut  q et  4 positivi 
evadant,  sive  ut  p maior  sit  quam  ~ et  minor  quam  pro  valore  itaque 

tali  dato  ipsius  x aderunt  numeri  x-|-yt  omnino 

si  uncis  in  eadem  significatione  utimur,  qua  iam  alibi  passim  usi  sumus  (Conf. 
Theorematis  arithm.  dem.  nova  art.  4 et  Theorematis  fttnd.  in  doctr.  de  residuis 
quadr.  etc.  Algorithm.  nov.  art.  3).  Contra  pro  valoribus  ipsius  x his  4 (a  — 6-J-l), 
f(o  — ft  — )—  3) . . . . 4 (a — t)  sufficiet,  ut  ipsis  tj  et  6 valores  positivi  concilientur, 
sive  ut  y maior  sit  quam  — et  minor  quam  p~'“~  sive  *:  quare 

pro  valore  tali  dato  ipsius  x aderunt  numeri  x-f -yi  omnino 

[**+- 

Ilinc  itaque  colligimus,  multitudinem  numerorum  complexus  G esse 

9 = 2[^f]+2[46+B-^n-2[L*] 

ubi  in  termino  primo  summatio  extendenda  est  per  omnes  valores  integros  ipsius 
x ab  t usque  ad  4(0  — 6 — 1),  in  secundo  ab  4(° — 6+1)  usque  ad  4(0  — I), 
in  tertio  ab  t usque  ad  4 (a  — I). 

Si  characteristica  f in  eadem  significatione  utimur,  ut  loco  citato  ( Theore- 
matis fund.  etc.  Algor,  nov.  art.  3) , puta  ut  sit 

?('•“)  = [7]  + [t]  + (t]---  -HtI 

denotantibus  t,  u numeros  positivos  quoscunque,  atque  t'  numerum  }f),  ter- 
minus ille  primus  fit  = <p (a — 6,  a-|-6),  tertius  = — <p(o,  6);  secundus  vero  fit 
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= iW+ 

Sed  lit.  scribendo  terminos  inverso  ordine, 

=IssT?asl  = [nl+[n)+fS]+  • ■ ■ • +[fch'L‘)  - »<«•  •)-»(».  •) 

Formula  itaque  nostra  sequentem  induit  formam  : 

g — f!g  —b,  a + b)  -(-  9(2 b.  a)  — <f(a,  b)  — 9 (b,  a)  + J 6 6 


Consideremus  primo  terminum  9(0  — 6,  a + 6).  qui  protinus  transmutatur 
in  9** — 6,  2 b) -}-l -j—  2 -b* 3 -J~  etc.  — -b — 1)  sive  in 

?>— b.  **)+!(;«— 6)*— •) 

Dein  quum  per  theorema  generale  fiat  f!t,  + t)  — {■  /] . (f  u],  dum 
t.  u sunt  integri  positivi  inter  se  primi , habemus 

9(0  — b,  2 b)  — f6(a — b — 1)  — 9(2 b,  a — b ) 


adeoque 

tp(a — b,  a+6)  = f(aa-f-2a6 — 364  — 46 — 1)  — 9(26.  a — 6) 
Disponamus  partes  ipsius  9(26,  <1 — 6)  sequenti  modo 

+RL‘l+(!Svi!]+[‘j!rsl+  «■  +[*M5=9I 


Series  secunda  manifesto  fit 


— = 9 6,  a — 6)  = 9(6,  a)  — 1 — 2 — 3 — ete.  — f 6 =■  9(6,  a)  — f(66-}-26) 
seriem  primam  ordine  terminorum  inverso  ita  exhibemus : 

[i  1 °+  • — *)—  pj  + [ i ’“+3 — b — rll [+(«+5— *)—  + ete-  +[l  («— 1 1— ' - * j-4—  J 

quae  expressio,  quum  denotante  t numerum  integrum,  u fractum,  generaliter  sit 
t — 11 ' = t — I — u . mutatur  in  sequentem 

-C-^] 


= J6(2a — 4 — 6'  — 9126,  a; -1-9(6,  a) 


19 
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Hinc  fit 

9(2  6, a — 6)  = 29(6,0}  — 9(26,«) -f- 46(0  — 3 — b) 

et  proin 

9(« — b,  a-|-6)  = 9(2  b, a)  — 2 9(6,  a) + 1 («a  — 66-}-  26 — I) 

Substituendo  hunc  valorem  in  formula  pro  g supra  tradita,  insuperque  9(0.6} 
-(-96.«)  = J&(a — I),  obtinemus 

g =•=  2 9(2  6, «)  — 2 9(6,  a)  + 4 (a  " — 2a6-|-66+46  — 1 ) 


74. 

Per  ratiocinia  prorsus  similia  absolvitur  casus  is . ubi  manentibus  a,  b po- 
sitivis « — 6 est  negativus,  sive  b — a positivus.  Aequationes  p{a — 2x)  = 26ij-}-a0. 
/t(b — a-f-2x)  = 26£+(6  — «)fj  docent,  Ja — x atque  x-(-4{6 — «)  posi- 
tivos, et  proin  x alicui  numerorum  — 4(6 — a 1),  — 9(6  — « — 3), 

— 1 ( 6 — « — 5). ...-4-4(0  — 1)  aequalem  esse  debere.  Porro  ex  aequatione 

px-f-{6 — a)i]  = at,  sequitur,  pro  valoribus  negativis  ipsius  x conditionem,  ex 
qua  ij  debet  esse  positivus,  iam  contineri  sub  conditione,  ex  qua  t debet  esse 
positivus,  contrarium  vero  evenire,  quoties  ipsi  x valor  positivus  tribuatur.  Ilinc 
valores  ipsius  g pro  valore  determinato  negntivo  ipsius  x inter  et 

contra  pro  valore  positivo  ipsius  x inter  — et  contenti  esse  debent:  ma- 

nifesto  pro  x = 0 hi  limites  sunt  0 et  . valore  y = l)  ipso  excluso.  Hinc 
colligitur 

ubi  in  termino  primo  summatio  extendenda  est  per  omnes  valores  negativos  ipsius 
x inde  a — 1 usque  ad  — 4(6 — n—  I);  in  secunda  per  omnes  valores  ipsius  x 
inde  a — } (6 — a — I)  usque  ad  4(« — I);  in  tertia  per  omnes  valores  positivos 
ipsius  x inde  a -+- 1 usque  ad  }(<* — t) : hoc  pacto  e summatione  prima  prodit 

— 9(6  a,  6-|-«),  e secunda  perinde  ut  in  art,  praec.  466-4-9(26,«)  —9(6,0), 
denique  e tertia  — 9(0, 6).  sive  habetur 

g — — 9(6  — a,  6 + a)  -(-9(26,«)  — 9(6,  a) — 91«,  6)  + J 66 

lam  simili  modo  ut  in  art.  praec.  evolvitur 
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9(6 — a,  b + a)  = 9(6 — a,  26)— |((6— a)’ — 1) 

= ■ b(3bb — 2 ab — aa->-46+l) — <p{2 b,  b — a) 

nec  non 

9(2 6,6 — a)  = 9(26,0} — 29(6,0)+  1 b(b — 1 — o) 

adeoque 

9(6 — a,  6+a)  = 29(6,0)  — 9(2 6. a) + i (66 — aa  — 26+1) 

tandemquc 

g = 29(2  6,o) — 29(6,0)+  } (oa  — 2o6+66+4  6 — 1) 

Evictum  est  itaque,  eandem  formulam  pro  g valere , sive  sit  o — 6 positi- 
vus sive  negativus , dummodo  o,  6 sint  positivi. 


Ut  reductionem  ulteriorem  assequamur,  statuemus 

^-fftl+Ga+Inl+^+I^J 

* - etc.  +&] 


Quum  facile  perspiciatur , haberi  generaliter  [i»]+[»+fl  — - , 2 u] , quam  cunque 
quantitatem  realeni  denotet  u,  iit  L + N = 9(6,0),  et  quum  manifesto  sit 
L + M — 9(2  6,  a),  eri  t 

9(26.0)  — 9(6,0)  = M-N 


1’on-o  autem  obvium  est,  aggregatum  termini  primi  seriei  iV  cum  pcnultimo  ter- 
mino seriei  M,  puta  [^/]+[ fieri  = 4(0  — 1),  atque  eandem  summam 
effici  e termino  secundo  seriei  N cum  antepenultimo  seriei  M,  et  sic  pono : quare 
quum  etiam  terminus  ultimus  serici  M fiat  — 4(a  — 1),  ultimus  vero  terminus 
seriei  N sit  = [ii^]  = |(o  + 1),  valente  signo  superiori  vel  inferiori,  prout 
a est  formae  4(t+l  vel  4* — t:  erit 


et  proin 


3f  + N =1  j (o  — 1)  6+*l  (o  + I ) 

9(26,0]  — 9(6.0)  = 4(0 — l)6++'a+t} — 2AT 
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Formula  itaque  pro  g in  artt.  73  et  74  inventa,  transit  in  sequentem 
9 — 1 (!«+6)' — 1)+2« — 4 Ar 

statuendo  I = 4 » , ubi  n erit  integer.  Sed  quum  hinc  habeatur 

l = I6»n  — 8an+aa,  formula  haec  etiam  sequenti  modo  exhiberi  potest: 

9 = 4 ( — ■ « ti  — |—  2 a 6 — f- 6 — |—  1 ) — (—  4 (|  («+!)« — »» — 2VT) 

Quapropter  quum  g sit  character  numeri  — 1 — i pro  modulo  «+6i.  hic  clia- 
racter  fit  = ( — aa+  2 «6+ 66+1  )(mod.  4) , quod  est  ipsum  theorema  supra 
(art.  64)  per  inductionem  erutum,  sponteque  inde  demanant  theoremata  circa  cha- 
racteres numerorum  1 + i,  1 — i,  — 1+i.  Quamobrem  haec  quatuor  theoremata, 
pro  casu  eo,  ubi  a et  6 sunt  positivi,  iam  rigorose  sunt  demonstrata. 


76. 

Si  manente  a positivo  b est  negativus,  statuatur  b — — 6'.  ut  fiat  6'  posi- 
tivus. Quum  iam  evictum  sit,  ita  pro  modulo  a +6' i characterem  numeri  — I — i 
esse  = |( — aa-\-  2a6+6‘6’+l)  (mod.  4),  character  numeri  — 1 + i pro  modulo 
a — b'i  per  theorema  in  art.  62  prolatum  erit  = J [a a — ’lab‘ — b'b' — 1),  i.  e.  cha- 
racter numeri  — 1 + i pro  modulo  a + 6i  fit  = j(aa+2«6 — bb — 1):  hoc  vero 
est  ipsum  theorema  in  art. 64  allatum,  unde  tria  reliqua  circa  characteres  nume- 
rorum 1 —4—  i,  I — i. — I — i sponte  demanant.  Quapropter  ista  theoremata  etiam 
pro  casu,  ubi  b negativus  est,  demonstrata  sunt,  scilicet  pro  omnibus  casibus, 
ubi  a est  positivus. 

Denique  si  <i  est  negativus,  statuatur  <i  = — a,  b — — b'.  Quum  ita- 
que per  iam  demonstrata  character  numeri  1+i  respectu  moduli  n'+fc'i  sit 
==  4( — oV+2o'6’ — 36'6+t)[mod.  4),  nihilque  intersit,  utrum  numerum  o+6'i 
an  oppositum  — a — b'i  moduli  loco  habeamus ; manifesto  character  numeri  1 + i 
respectu  moduli  <i+6i  est  — F{ — o<i+2a6 — 366+1),  et  similia  valent  circa 
characteres  numerorum  1 — i,  — l + i.  < — 1 — i. 

Ex  his  itaque  colligitur,  demonstrationem  theorematum  circa  characteres 
numerorum  t+i,  I i,  — 1+i.  — I — i (artt.  63.  64)  nulli  amplius  limitationi 
obnoxiam  esse. 
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ti<mingische  gelehrte  Anxeigen.  i hos  Mai  11. 


Eine  vora  Herrn  Prof.  Gsuss  am  1 5.  Januar  d.  J.  der  kSnigl.  Societat  der 
Wissenschaften  flberreichte  Abhandlung, 

Theorematis  arithmetici  demonstratio  nova . 

deren  luhaltsanzeige  wir  hier  noch  nachzuholen  haben , hat  das  berfihmte  Fun- 
damental-Theorem  der  Lehre  von  den  quadratischen  Resten  zum  (iegenstande, 
welches  sowohl  in  der  ganzen  hShem  Aritkmetik.  ais  in  den  angrenzenden  Thei- 
len  der  Analysis  eine  so  wichtige  Rolle  spielt.  Bekanntlich  heisst  eine  ganze 
Zahl  « quadratischer  Rest  der  ganzen  Zahl  b,  wenn  es  Zahlen  der  Form  xx — a 
gibt,  die  durch  b theilbar  sind,  sowie  im  entgegengesetzten  Falle  a quadratischer 
Niektrest  von  b genannt  wird : die  Zahl  a kann  positiv  oder  negativ  seiu.  b hin- 
gegen  wird  immer  ais  positiv  angesehen.  Die  hohere  Arithmctik  lehrt,  dass  alie 
Primzahlen  6 , fflr  wclche  eine  gegebene  Zahl  a quadratischer  Rest  ist,  unter  ge- 
wissen  linearischen  Formcn  begriffen  sind,  so  wie  wiederum  andere  iinearische 
Forraen  alie  Primzahlen  enthalten , von  denen  a Niclitrest  ist.  So  ist  B.  — 1 
quadratischer  Rest  aller  Primzahlen  der  Form  4 »+1 , quadratischer  Nichtrest 
aller  Primzahlen  der  f orm  4 n -f-  3 ; femer  -p-  2 ist  quadratischer  Rest  aller  Prim- 
zahlen der  Forraen  8»-|-1.  8a-(-7,  hingegcn  quadratischer  Nichtrest  aller  Prim- 
zahlen der  Forraen  8»-f-3,  8«-(-5.  Aehnlicher  specieller  Lehrs&tze  gibt  es  eine 
unendliche  Menge,  die  sich  aber  alie  aus  der  Verbindung  der  beiden  angefflhrten 
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mit  folgcndem  allgcmeinen  ableiten  lassen:  Zwci  ungleiche  positive  unge  rade; 
Primzahlen , p,  q . haben  allemal  gleiche  Rclation  weehselseitig  zu  eiuander  :'d.i. 
die  eine  ist  quadratischer  llest  oder  Nichtrest  der  andern,  je  naclidem  die  audere 
Rest  oder  Nichtrest  der  ersten  ist),  wenn  entweder  beide  von  der  Form  4n-)-l 
sind , oder  wenigstens  die  eine : hingegen  ist  ihre  wechselscitigc  Rclation  cntge- 
gengcsetzt  (d.i.  die  eine  ist  Nichtrest  der  andern,  wenn  diese  Rest  von  jencr  ist, 
und  unigckehrt; , so  oft  beide  zugleich  von  der  Form  4 n -j-  3 sind.  Dies  ist  das 
erwahnte  Fundamental-Theorcm , welches  man  in  mehr  ais  einer  Gestalt  aus- 
drficken  kann:  die  hier  gewfthltc  ist  diejenige,  in  der  es  in  der  Abhaudlung  des 
Hrn.  Prof.  Gacss  neu  bewiesen  ist. 

Dic  schbnsten  Lehrsatze  der  hflhern  Arithmetik,  und  namentlich  aucli  die- 
jenigen.  wovon  hier  die  Rede  ist,  haben  das  Eigne.  dass  sic  durch  Induction 
leicht  entdeckt  werden.  ihre  Beweise  hingegen  ausserst  versteckt  liegen.  und  nur 
durch  selir  tief  eindringeude  Untcrsuchungen  aufgesptlrt  werden  kcinncn.  Gerade 
diess  ist  es.  was  der  holiern  Arithmetik  jeuen  zauberisehcn  Rciz  gibt,  der  sic  zur 
Lieblingswissensehaft  der  ersten  Geometer  gemaeht  hat,  ihres  uuerschbptiichen 
Reichthums  nicht  zn  gedenken , woran  sie  alie  andere  Theile  der  reinen  Mathe- 
matik  so  weit  flbertrifft.  Dic  beiden  oben  crwnhnten  Spccialsfitzc  waren  schon 
Fermat  bekannt,  welchcr,  seiner  Bchauptung  nach,  auch  im  Besitz  ihrer  Beweise 
war : ob  er  sich  darin  nicht  tauschte , koimen  wir  nicht  entseheideu , da  er  nie 
Etwas  da  von  bekannt  gemaeht  hat:  aber  fur  mdglich  ddrfen  wir  es  gewiss  halten, 
da  mehrcre  Beispiele  von  Selbsttauschung  bei  andern  grossen  Geometern,  na- 
mentlich bei  Eulkk,  Leoendre  und  auch  bei  F eruat  selbst,  vorhanden  sind.  Von 
dem  ersten  jener  Thcoreme  gab  Euler  den  ersten  Beweis;  allein  das  andere  zu  de- 
monstriren,  gliickte  diesem  grossen  Geometer,  seiner  eifrigen.  viele  Jahre  hin- 
dureh  fortgesetzteu . Bemuhungen  ungeachtet,  nicht;  erst  1 ,a(iua>oe  war  es  vor- 
i>ehalten,  diese  Lilcke  auszufdllen.  Beide  Geometer  bewiesen  auch  noch  verschie- 
dene  andre  specielle  Siltzc.  eine  grbssere  Anzahl  aber.  die  sie  durch  Induction 
fanden , entzog  sich  ihren  Bemflhnngcn.  sie  zu  beweisen,  stets.  Es  ist  indess  ein 
merkwiirdiges  Spici  des  Zufalls,  dass  beide  Geometer  durch  Induction  nicht  auf 
das  allgemeine  Fundamental-Theorem  gekommen  sind,  das  einer  so  einfachen  Dar- 
stellung  fShig  ist.  Dieses  ist  zuerst,  obwohl  in  einer  etwas  andeni  Gestalt,  von 
Leoendre  vorgetragen,  in  der  IlUtuire  de  tAcademie  des  Sciences  de  Paris  17b5; 
sowohl  hier,  ais  nachher  in  seinem  Werke  Essu  i d une  theorie  des  nombres,  hat 
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dieser  trefHiehe  Analyst  deu  Beweis  auf  sehr  scharfsinnige  Untersuchungen  zu 
grflnden  gesucht,  die  aber  gleiehwohl  nicht  zu  dem  gewunschten  Ziele  gefflhrt  lm- 
ben , welches,  wenn  wir  uns  uicht  irren . auch  auf  diescm  Wegc  nicht  crreicht 
werden  konnte. 

lier  Vcrfasser  der  Abhandlung,  welchor  diese  Anzeige  gewidmet  ist,  be- 
trat  die  Bahn  der  hOhern  Arithmetik  zu  ciner  Zeit,  wo  ihm  alie  frttherti  Arbeiten 
andrer  Geometer  in  dieser  Wissenschaft  ganz  unbekannt  waren:  diesem  Umstande 
ist  es  hauptsachlich  zuzuschreiben . dass  er  uberall  einen  ganz  eigenthQnilichen 
Gang  genommen  hat.  Jenes  Fundaniental-Theorem  fand  er  zwar  sehon  selir  frflh 
durch  Induction . nllein  erst  cin  gauzes  Jahr  «pater  gelang  es  ihm . nach  vielen 
Schwierigkeiten  und  vergeblichen  Versuchen,  den  ersten  vollkomiueii  strengen 
Beweis  aufzutinden , der  im  vicrten  Abschnitte  seiner  Disquisitiones  arithmeticae 
entwiekelt  ist:  dieser  Beweis  griimlet  sich  aber  auf  sehr  mfllisame  und  weitliiuftigc 
Auseinandersetzungen.  In  der  Folge  kam  er  noch  auf  drei  andre  Beweise , die 
zwar  von  jener  Unbequemlichkeit  frei  sind,  aber  dagegen  andre  sehr  tiefliegende 
und  ihrem  lnhalte  nach  ganz  hcterogene  Untersuchungen  voraussetzen : der  einc 
dieser  Beweise  ist  gleichfnlls  in  dem  angefUhrten  Werke  Art.  282  mitgetheilt, 
die  beiden  atidern  werden  zu  ihrer  Zeit  bekannt  gemaclit  werden.  Tmmcr  blieb 
also  noch  der  Wunsch  ilbrig,  dass  es  milglich  sein  mochtc , einen  kflrzern.  von 
fremdartigen  Untersuchungcn  unabhangigen , Beweis  zu  entdeeken.  Der  Verf. 
hofft  daher.  dass  die  Freunde  der  hOhera  Arithmetik  mit  Vergnflgen  einen  fiint- 
ten  Beweis  sehen  werden.  der  in  gegenwiirtiger  Abhandlung  auf  weniger  ais  fflnf 
Seiten  vorgetragen  ist,  und  in  jeder  Hinsicht  nichts  zu  wunschen  fibrig  zu  lasseu 
scheint.  Bei  der  gedrfiugten  Kflr/.e , worin  dieser  Beweis  abgcfasst  ist , ktinnen 
wir  freilich  hier  von  dem  Gange  desselben  nur  eine  unvollkommenc  Idee  gebcn : 
inehr  wurde  hier  aber  auch  um  so  ubcrftfissigcr  sein,  da  der  XVIte  Baud  der  Com- 
mentationes, worin  er  bercits  abgedruckt  ist,  ntiehstens  erscheinen  wird. 

Die  Grundlage  des  Beweises  ist  folgender  neuer  I.ehrsat/ : Wenn  p eine 
(positive  ungerade)  Primzahl.  k eine  beliebige.  durch  p nicht  theilbare,  ganze 
Znhl  bedeutct;  wenn  fcrner  unter  den  Kesten,  die  aus  der  Division  der  }•(/»  — I) 
Producte  k,  2 k.  ^k  ....  i ( p — I' A'  durch  p entstehen,  in  allen  sich  p.  Reste  be- 
linden,  die  grfisser  ais  J p sind  (also  } (p  — t)  — p solche,  die  kleiner  siud,  ais 
1 p) , so  wird  k ein  quadratisclier  Rest  von  p sein , wenn  p gerade  ist,  hingegen 
ein  quadratischer  Nicht  rest.  wenn  p ungerade  ist.  Die  Zahl  p,  die  bloss  von  A- 
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und  p abhangig  ist,  inag  durch  dns  Zcichen  (k,  p)  dargestellt  werden.  Durch 
cine  Reihe  von  SchlusRcn,  die  keincs  Auszugs  fahig  sind , wird  nun  gezeigt,  dass, 
wenn  k und  p zwei  ungerade  /ahlcn  sind,  die  keinen  gemeinschaftlichcn  Thcilcr 
haben,  alleinal  {k.  p) (p,  k) -J- 1 {k — I)  [p  — 1)  eine  gerade  Znhl  wird:  daraus 
folgtalso,  dass,  so  oft  k und  p beide  von  der  Forni  4» + 3 sind,  nothwendig 
eine  der  Zablen  {k,  p),  [p,  k)  gerade,  die  audere  ungerade  sein  muss;  in  allen 
(ibrigen  F511en  hingegen,  d.  i.  so  oft  beiden  Zablen,  k und  p.  oder  wenigstens 
ciner,  die  Form  4 rj  — 1 zukommt,  werden  nothwendig  entweder  [k,  p),  [p.  k) 
beide  zugleich  gerade,  oder  beide  zugleich  ungerade  scin.  Hieraus  folgt.  in  Ver- 
bindung  mit  obigem  Lchrsatze,  die  Wahrhcit  des  Fundamental-Theorems  von 

selbst. Auf  dcmsclbcn  Wege,  auf  dem  diese  Resultate  gefunden  werden.  wird 

in  der  Abkandlung  zugleich  ein  neuer  Beweis  ftlr  die  oben  erwiihnten  beiden  Spe- 
cialsatze  gegeben:  es  lasst  sich  ncmlich  leielit  zeigen , dass  ( — 1,p)  = j(j»  — 1), 
also  gerade  oder  ungerade,  je  nachdem  p dic  Form  4 n-(- 1 oder  4 n-f-  3 hat;  eben 
so  wird  (2,  j»)  = 1(/»  — 1),  wenn  p die  Form  4 « — J- 1 hat,  und  (2,  p)  — | (/» — 1 )T 
wenn  p von  der  Form  4« + 3 ist,  daher  (2,  p)  gerade  wird.  so  oft  p die  Form 
8 »-4-1  oder  8 »4- 7 hat,  hingegen  ungerade,  so  oft  p von  der  Form  S w — |—  3 
oder  8 n -f-  5 ist. 
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Eine  von  Hrn.  l’rof.  Gauss  der  kOnigl.  Socictfit  der  Wissenschaften  ttbergc- 
bene  Vorlesung: 

Summatia  quarumdam  serierum  singularium , 

liat  zum  Zweck , eine  merkwttrdige , zur  Theilung  des  Kreises  gehOrige,  Unter- 
suchung.  wozu  der  Grund  bereits  in  den  Disquisitionibus  Arithmeticis  gelegt  war, 
uusfflhrliclier  und  in  grOsserer  Allgemeinheit  zu  entwickelu,  sie  mit  vollstSudigcn 
Bcwcisen  zu  verselien,  und  ihren  unerwartetcn  Zusatmncnhaug  mit  andern  wich- 
tigcn  Wahrheiten  zu  zeigen.  Wenn  n eine  Primzahl,  k eine  beliebige,  durch 
« nicht  theilbare,  ganze  Zahl.  to  den  Bogen  -360"  bedeutet,  und  die  verschie- 

denen.  unter  den  Zahlen  1,  2,  3,  4 n — 1 befindlichen,  quadratisehcn  Reste 

von  n durch  a.  a',  a"u.s.w.,  hingegen  die  nach  Ausschluss  dieser  von  jenen  flbrig 
bleibenden,  odcr  dic  quadratisehcn  Nicht-Rcste  von  n,  durch  b,  b',  b"  u.  s.  w.  vor- 
gestellt  werden:  so  ist  in  dem  angefflhrtcn  AVerke  Art.  336  bewiesen.  dass  in  dem 
Palle , wo  n von  der  P'orm  4m  + l ist , 

cos  a k u»  -i-  cos  dk  w -t-  cos  dk  tu  -t-  etc. : 

, „ ‘ p- 

— cos  b k to  — cos  bk  io  — cos  bk  u> — etc.  i 

und 

sina  k to  -f-sin  dk  to  -(-  sin  ak  to  etc.  | 

— sin  A A co  — sin  b k to  — sin  b 'k  u>  — etc. ' 
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hingegen  in  dem  Falle,  wo  n von  der  Form  lm-j-3  ist,  die  Summe  der  ersten 
Reihc  — 0,  und  die  der  zwciten  = + \Jn  wird.  Das  der  Wurzelgrflsse  vorzu- 
setzende  Zeichen  hiJngt  von  dem  Werthe  der  Zahl  k oder  vielmehr  von  dessen  Re- 
lation  zu  n ab,  und  lttsst  sicli  leicltt  fUr  alie  Wertlie  von  k bei  einem  gegebenen 
Werthe  von  n bestimmen , sobald  es  fflr  einen  bestimmt  ist.  Man  kann  nemlicli 
zeigen.  dass  fiir  alie  Werthe  von  k,  welche  quadratischc  Reste  von  n sind,  durch- 
aus  eiuerlei  Zeichen  gilt,  und  dann  das  entgcgengesetzte  fflr  alie  diejenigen,  die 
quadratischc  Nichtreste  von  n sind.  Da  in  dem  angcfflhrten  Werke  die  Unter- 
suchung  so  weit  bercits  geftthrt,  und  nur  die  Bestimmung  des  Zeiehens  fur  irgend 
einen  Wertli  von  k noch  tibrig  war:  so  h&tte  man  glauben  sollen.  dass  nach  Bc- 
seitigung  der  Hauptsaehe  diese  naliere  Bestimmung  sicli  leiclit  wtirde  erganzen 
lassen , uni  so  rnehr , da  die  Induction  dafiir  sogleich  ein  ausserst  einfachcs  Re- 
sultat gibt:  fflr  Ar  = l,  oder  fflr  allc  Werthe,  wclcho  quadratischc  Reste  von 
n sind,  muss  nemlicli  die  WurzelgrOsse  in  obigcn  Formeln  durchaus  positi  e ge- 
noiumen  werden.  Alleiu  bei  der  Aufsuchung  des  Bcweises  dieser  Bemerkung  tref- 
feu  wir  auf  gan/.  unerwartete  Schwierigkeiteu,  und  dasjenige  Verfahren,  welches 
so  genugthuend  zu  der  Bestimmung  des  absoluten  Werths  jener  Reihcn  fflhrte, 
wird  durchaus  unzureicbend  befiinden,  wenn  es  die  vollstandige  Bestimmung  der 
Zeichen  gilt.  Dcn  metaphysischen  Grund  dicses  Phanomens  (um  deii  bei  den  Fran- 
zflsischeu  Geometern  ablicheu  Ausdruck  zu  gebrauchen)  liat  man  in  dem  l;m- 
stande  zu  suchen , dass  die  Analyse  bei  der  Tlieilung  des  Kreises  zwischen  den 
Bogen  ui,  "2u>,  3a> . . . (n  — l)ui  keinen  Untcrschicd  inacht,  sondem  allc  auf  glci- 
che  Art  umfasst;  und  da  hiedurch  die  Untcrsuchung  ein  ncues  Interesse  crhS.lt: 
so  fand  llr.  Prof.  G.  hicrin  gleichsam  einc  Aufforderung , nichts  unversucht  zu 
lassen , uni  die  Schwierigkeit  zu  beseitigen.  Erst  nach  vieleu  und  mannigfalti- 
gen  vergeblichen  Vrersuchen  ist  ilim  dieses  auf  einem  auch  an  sicli  selbst  mcrk- 
wflrdigen  Wege  gelungen.  Er  geht  nemlich  von  der  Summation  einiger  Reihen 
aus,  deren  Glieder  unter  folgender  Form  begrilfcn  sind: 

(i-x“)(i- **-*)...  (i  - t— <*■►•) 

(»— *)  ('-•rrj  (i-x*) (•  — r") 

Bezeichnel  man , der  Kttrze  halber , eine  solche  Fuuction  durch  [m,  pj , welche, 
wie  in  der  Abhaudlung  gezcigt  wird , immer  eine  ganze  Funetion  von  ,r  ist : so 
brechen  die  Reihen 
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I. — (m,  l)  + (m,  2 — 'i«.3)-)-etc. 
I4-X*(»»,  1)  2)  3)  -f-  etc. 


nach  dem  w+l*‘™  Gliedc  ab,  insofern  m eine  ganze  positive  Zahl  bodoutet.  und 
die  Summe  der  ersten  Rcihe  wird  fflr  gerude  Werthe  von  »i 

= (i — j^(l — ar*)(l — #*) . . . (1— «*-') 

und  = 0 fur  ungerade  Werthe  von  nt ; hingegen  die  Summe  der  stweiten  Reihe 
wird  nllemal 

= (l+x‘)(l+x)(H-^) . . . (l+.r»M) 

Auch  fflr  gebrochene  und  negative  Werthe  von  m fflhrt  die  Summatum  dieser  Kei- 
hen  auf  interessante  Resultate , obwohl  dieselben  zu  der  gegenwartigen  Absicht 
nicht  nothig  sind:  wir  begnfigen  uns,  nur  eines  derselben  hier  anzufflhren.  Die 
unendliche  Reihe  , 

i+.r+x34“X*+x,*+  etc. 


wo  die  Exponenten  die  Trigonalzahlen  sind . ist  das  Product  aus  den  Factoren 


t — x'*'  l — 


etc. 


oder,  wenn  man  lieber  will,  aus 


(l^-.r)*(I-■|-XX),(l-^-Jf,)*(l-^-.r‘),  etc. 
in 

(1 — x)[l — xx)  (1  — j^){1— - x‘)  etc. 

Die  Entwickclung  der  Art,  wie  diese  Summationen  auf  dea  liauptgegeu- 
stand  angcwandt  werden , wflrde  uns  hier  zu  weit  ftthren : wir  dflrfen  die  Leser 
um  so  eher  auf  diese  sclbst  verweiseu,  da  sie  bald  im  Druck  erscheinen  wird.  Jene 
oben  angeffilirten  Summationen  sind  nur  cine  specielle  Anwendung  von  der  Sum  - 
mation  folgender  Reihen : 


l-)-cosAr«>-)-cos4  4:io-f-cos9A:a>-l-etc.  -4-cos{» — 1 }’  A'  m 7’ 
sin£<o-j-sin4  Au»-(-sm9A;u>-{-etc.  + sin(n  — 1)SA'«>  = U 

wclche  in  der  Abhandlung  fflr  alie  Werthe  von  k,  und  ohne  die  Eiuschraiikung. 
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dass  n eine  Primzahl  sei , gelehrt  wird.  Es  wird  mimlich  gezeigt,  dass 

T — ±V».  T=  ±V«'  T—0,  T=  o 

und 

U = ±\/n,  V=0,  U=<i,  U—±)Jn 

wird,  jc  nachcin  » von  der  Form  4«n,  4 »>  + 2 , 4 /«  + 3 resp.  ist;  das 

/cichen  der  WurzeIgrSssc  hangt  hier  wiederum  von  k ab,  und  die  die  Untcrschei- 
dung  vieler  cinzelner  Fitilc  nOthig  machendc  Bestimmung  desselbcn  auf  zwei  ver- 
schiedenen  Wegeu  wird  so  entwickelt  und  bewiesen , dass  nicbts  zu  wQnschen 
flbrig  bleiben  wird.  Die  Vergleichung  dieser  beiden  Wege  imter  sich  ffllirt  noch 
auf  folgenden  sehr  merkwflrdigen  Lchrsatz:  Wenn  n das  Produet  aus  einer  be- 
liebigcn  Anzalil  ungleicher  ungerader  Primzahlen  o.  b,  c,  d u.  s w.  ist,  unter  wel- 
rhen  sich  zusammen  p von  der  Form  4m-)-3  befinden;  wenn  ferner  unter  jenen 
Faetoreu  zusammen  v vorkommen,  von  deren  jedem  das  Produet  der  tlbrigen 
• also  resp.  ^ u.  s.  w.)  ein  quadratischer  Niehtrest  ist;  so  wird  v gerade 

sein,  so  oft  p von  der  Form  4 w»  oder  4m-H  ist,  hingegen  ungerade,  so  oft  p 
von  der  Form  4m  + 2 oder  4 /»-p  3 ist.  Von  diesem  Lchrsatze  ist  das  bekannte 
Fundaraental-Tbeorein  hei  den  quadratischen  Ilesten  nur  ein  specieller  Fall,  sowic 
umgckehrt  jener  leiclit  aus  diesem  abgeleitet  werden  kann.  Man  sielit  sich  also 
durcli  diesc  Untersuchungen  zugleicli  im  Besitz  von  eiuem  vierten  Bewcise  dieses 
wichtigen  Theorcms , wclches  von  dem  Verf.  zuerst  auf  zwei  ganz  vcrschiedenen 
Wegeu  in  den  Disquisitionibus  Arithmeticis  und  auf  einem  dritten  eben  so  verschie- 
denen  unlangst  in  einer  eigenen  Abhandlung  bewiesen  war 
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Am  10.  Februar  wurde  der  Kbnigl.  Societ&t  von  llrn.  Hofr.  Gxusa  eine  Vor- 
lesung  eingereicht , (iberschrieben : 

Theorematii  fundamentalis  in  doctrina  de  residuis  quadraticis  demonstrationes 
et  ampliationes  novae. 

Es  ist  eine  Eigentkttmlichkeit  der  hiihcm  Arithmetik , dass  so  viele  ihrer 
schonsten  Lehrsatze  mit  grosster  I/eichtigkeit  durch  Induction  entdeckt  werden 
konncn , dcrcn  Beweise  jedoch  nichts  weniger  ais  nahe  liegen , sondern  oft  erst 
nach  vielen  vergeblichcn  Versuchen  mit  Ilfllfe  tiefeindringender  Untersuchungen 
und  glacklicher  Combinationcn  gcfunden  werden.  Dicss  merkwflrdigc  Phfinomen 
entspringt  ans  der  oft  wunderbaren  Vcrkcttung  der  verscbiedenartigen  Lehreu  in 
jenem  Theile  der  Mathematik,  und  eben  daher  kommt  es,  dass  hSufig  solche  Lehr- 
siitzc,  von  denen  anfangs  cin  Beweis  Jahre  lnng  vergeblich  gcsucht  wnr,  spfiter- 
hin  sich  auf  mehreren  ganz  verscliiedencn  Wcgen  bcweiscn  lassen.  Sobald  ein 
neuer  Lehrsatz  durch  Induction  entdeckt  ist,  hat  man  die  Auihndung  irgend  eines 
Beweises  freilich  ais  das  erste  Erforderniss  zu  betrachten : allein  nachdem  cin  sol- 
cher  geglflckt  ist,  darf  man  in  der  hbhern  Aritlimetik  die  Untersuchung  nicht  im- 
mer  ais  abgeschlossen  und  die  Aufspflrung  andcrer  Beweise  ais  Uberti CLssigen  Luxus 
anschcn.  Dcnn  theils  kommt  man  gewbhnlich  auf  die  scliSnsten  und  einfachsten 
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Beweisc  nicht  zuerst,  und  dann  ist  gerade  die  Einsicht  in  die  wunderbare  Verket- 
tung  der  Walirheiten  der  hdhern  Arithmetik  dasjenige,  was  cinen  Uauptreiz  die- 
ses  Studiums  ausinacht,  und  nicht  selteu  wiederum  zur  Entdeckung  neuer  Wahr- 
heiten  filhrt.  Aus  diesen  Grtlnden  ist  liier  die  Auffindung  neuer  Beweise  fttr  schou 
bekannte  Walirheiten  Ofters  fur  wenigstens  eben  so  wichtig  anzusehen . ais  die 
Entdeckung  der  Walirheiten  selbst.  Kenncm  der  hohern  Arithmetik  sind  diese 
Betrachtungen  nicht  neu;  man  weiss,  dass  ein  grosser  Theil  von  Eclebs  Vcrdien- 
sten  uni  dieselbc  in  der  Aufhndung  von  Beweisen  fdr  Lelirsiitze  bestelit.  die  schon 
von  F eruat  wie  es  scheint  durch  Induction  gefunden  waren. 

Die  Eehre  von  den  quadratischen  Ilesten  gibt  einen  einleuclitenden  Beleg  zu 
dem  vorhin  Gesagten.  Sie  bcruhet  hauptsachlich  auf  dem  sogenannten  Funda* 
mental-Theorcm,  wclches  darin  besteht,  dass  die  wechselseitigen  Kelationen  zweier 
(ungeraden  positiven)  Primzahlen  zu  einander  (in  sofern  der  eine  quadratischcr 
Rest  oder  Nichtrest  der  andern  ist)  einerlei  sind,  so  oft  eine  der  Primzahlen  oder 
beidc  unter  der  Form  4 A —J—  1 stehen . entgegengesotzt  aber,  so  oft  beide  Frim- 
zahlcn  von  der  Form  4 A-}- 3 sind.  Fdr  solche  Leser,  die  mit  der  hohern  Arith- 
metik weniger  bekannt  sind,  erinucm  wir , dass  eine  ganze  Zahl  quadratischer 
Best  eincr  andern  hcisst,  wcnn  die  erstere  uni  ein  Vielfaehes  der  andern  vermehrt 
ein  Quadrat  geben  kann;  Mchtrest  liingegen,  wenn  diess  nicht  miiglich  ist.  Dje 
Geschiclite  dieses  sc-honeu  durch  Induction  iiusscrst  leicht  zu  findenden  Eehrsatzes 
wollen  ivir  hier  niclit  vollstandig  wicderholen , sondern  nur  bemerken . dass  der 
Verfasser  vorliegendcr  Abhandlung , nach  Anfangs  ziemlich  lange  vergcblich  an- 
gestelltcn  Untersuchungen , nach  und  nach  bereits  vier  unter  sich  ganz  verschie- 
dene  Beweise  gegeben  hat . wovon  zwei  in  den  Disquisitionibus  Arithmetici*  ent- 
halten  sind,  der  dritte  den  Gegenstand  einer  eigenen  Abhandlung  im  sechzehnten 
Bande  der  Commentationen  ausmacht,  und  der  vierte  in  eine  Abhandlung  summa- 
tio  quarumdam  serierum  singularium  im  erstcn  Bande  der  ('ommentationes  recentio- 
res  verwebt  ist;  fiber  diese  beiden  Abhandlungen  kann  man  unsere  Anzeigen 
1808.  Mai  12  und  Sept.  18  nachsehen,  wo  auoh  vollstSndigere  geschichtliche 
Nachweiaungen  befindlich  sind.  Dass  der  Verf.  hei  diesen  vier  Beweisen,  unge- 
achtet  jeder  dersclbcn  f(ir  sich  in  Rflcksicht  auf  Strenge  nichts  zu  wflnschen  fibrig 
liisst.  noch  nicht  stehen  geblieben  ist,  bedarf  zivar  bei  den  Freunden  der  hohern 
Arithmetik  keiner  Rechtfertigung ; indessen  wfirde  er  doch  wahrscheinlich  sich 
nicht  so  eifrig  bcmillit  haben,  jenen  Beweisen  noch  andere  hmzuzuf&gen , wenu 
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nicht  ein  bcsoaderer  Umstand  ihn  dazu  veranlasst  hatte , der  hier  erwalint  wer- 
den  muss.  Seit  dein  Jahre  1805  hatte  er  nemlich  angcfangcn,  sich  mit  dcn  Theo- 
rien der  cubischen  und  biquadratischen  -Reste  zu  beschSftigcn , welche  noch  weit 
reichhaltiger  und  intcressanter  sind,  ais  die  Theorie  der  quadratischen  Reste.  Es 
zeigtcn  sich  bei  jenen  Untcrsuchungen  dieselben  Erscheinungen  wic  bei  der  letz- 
tern , nur  gleichsam  mit  vergrSssertcm  Massstabe.  Durch  Induction.  sobald  nur 
der  rechte  Weg  dazu  eingeschlagen  war.  fanden  sich  sogleich  eine  Anzahl  hochst 
einfacher  Theoreme,  die  jene  Theorien  ganz  erschOpfen,  mit  den  fur  die  quadra- 
tischen Reste  geltenden  Lehrs&tzen  eine  ilberrasehende  Aelinlichkeit  haben,  und 
namentlich  auch  zu  dem  Fundamentaltheorem  das  Gegenstflck  darbieten.  Allein 
die  Schwierigkeiten , fflr  jene  Lehrs&tze  ganz  bcfTiedigende  Bcweise  zu  finden, 
zeigtcn  sich  hier  noch  viel  grOsser.  und  erst  nach  vielen,  eine  ziemliche  Reilie 
von  Jahren  hindurch  fortgesetzten  Versuchcn  ist  es  dem  Verfasser  endlich  gelun- 
gen,  sein  Ziel  zu  erreichen.  Die  grosse  Analogie  der  Lehrsfltze  selbst,  bei  den 
quadratischen  und  bei  den  hbhem  Resten,  liess  vermutlien.  dass  es  auch  analoge 
Beweise  fflr  jene  und  diesc  geben  mttsse ; allein  die  zuerst  ftir  dic  quadratischen 
Iieste  gefundenen  Beweisarten  vertrugen  gar  keine  Anwenduug  auf  die  hShern 
Reste,  und  gerade  dieserUmstand  war  der  Bewcgungsgrand,  fflr jene  immer  noch 
andere  neue  Beweise  aufzusuchcn.  Der  Verf.  wflnscht  daher,  dass  man  die  vor- 
liegende  Abhandlung , die  fflr  die  Theorie  der  quadratischen  Reste  noch  einigc 
neue  Hulfsquellen  eroffnet,  ais  Vorlauferin  der  Theorie  der  cubischen  und  biqua- 
dratischen Reste  hetrachte,  die  er  in  Zukunft  bekannt  zu  machcn  denkt.  und  die 
zu  dcn  schwierigstcn  Gcgenstfinden  der  hohern  Arithmetik  gehOren. 

Dic  gegenwflrtige  Abhandlung  besteht  aus  dreieu  von  einander  unabhiingi- 
gcn  Theilen.  Sie  enthalt  nemlich  den  fflnften  und  sechsten  Bcweis  des  Funda- 
mental-Theorems  und  eine  neue,  mit  dem  dritten  Beweise  zusammenliSngende 
Methode , zu  entscheiden , ob  eine  vorgegebene  ganze  Zahl  von  einer  gegebenen 
Primzahl  quadratischer  Rest  odcr  Nichtrest  sei.  I nter  den  vier  ersten  Beweisen 
war  der  dritte  unstreitig  derjenige.  der  dic  grOsste  Einfachheit  mit  Unabhangig- 
keit  von  fremdartigen  Untersuchungen  vereinigtc,  daher  ihn  auch  Leoendre  in  die 
neue  Ausgabe  seines  Essai  d'une  theorie  des  nombres  aufgcnommen  hat.  Der  /Unfte 
Beweis  sclieint  dem  dritten  in  beiden  Hinsicliten  wenigstens  gleich  zu  konmien. 
Beide  Beweise  haben  insofern  einige  Yerwandtschaft,  dass  sie  von  einem  und  dem- 
selben  Lchnsatze  ausgehen,  sind  aber  bei  der  weitem  Ausfflhrung  vflllig  von  ein- 
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andcr  versehieden.  Dicser  Lehnsatz  besteht  in  Folgendem":  Wenn  m eine  {posi- 
tive ungerade)  Primzahl ; M eine  ganze  durch  m nicht  theilbare  Zald  bedeutet. 
wenn  ferner  unter  den  Resten,  die  aus  der  Di vision  der  Producte 

Af,  2 M.  3 M,  4 M ( (m  — l ) M 

durch  m entstehen,  die  Anzahl  derjenigen,  die  griisser  ais  { m sind.  durch  n 
bezeichnet  wird , so  ist  M quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von  m,  jenachdem 
n gerade  oder  ungerade  ist.  Um  nun  zu  dem  Beweise  des  FundamentaUehrsatzes 
zu  gelangen . wird  angcnommen , dass  auch  M eine  ungerade  positive  Primzahl 
und  N in  Bczieliung  auf  M und  m dassclbe  bedeutet , was  n in  Beziehung  auf 
m und  M ausdrtickt,  so  dass  N gerade  oder  ungerade  entscheidet,  ob  m qua- 
dratischer Rest  oder  Nichtrest  von  M ist,  Durch  eine  selir  kurze  Reihe  von 
Schlflssen  zeigt  der  Verfasser,  dass  die  Anzahl  aller  positiven  ganzen  Zahlen,  die 
zugleich  kleiner  ais  J mM  sind,  mit  m dividirt  einen  Rest  kleiner  ais  } m.  und 
mit  M dividirt  einen  Rest  kleiner  ais  1 M geben , 

= J(M — 1)(Af — A’ 

und  folglieh  allemal 

F(w — t){3f  — l)-)-n-f-iV 

eine  gerade  Zahl  sei.  So  ofl  also  wenigstens  eine  der  Zahlen  m , M von  der  Forni 
ik  -j- 1 ist,  mithin  F(w  — l)(Af — 1)  gerade,  wird  auch  w-f-jV  gerade  sein,  folg- 
lich  entweder  n und  N beide  gerade , oder  bcide  ungerade.  Wenn  hingegen  so- 
wohl  m ais  M von  der  Form  4 A — |—  3 ist,  wird  nothwcndig  n-f-iV  ungerade. 
folglieh  eine  der  Zahlen  n.  N gerade,  die  andere  ungerade  sein.  Ilieraus  folgt 
in  Yerbindung  mit  obigem  Lelmsatze  das  Fundamental-Theorem  von  selbst. 

Der  sechste  Beweis  ist  zwar  von  gleicher  Kflrze  und  ConcinnitSt  wic  der 
fiinfte,  beruhet  aber  doch  auf  etwas  kUnstlichern  Combiuationen.  Der  beschr&nkte 
Raum  dieser  Blatter  erlaubt  nur,  mit  Uebergehung  des  Einzelnen,  hier  das  Huupt- 
moment  zu  bcrflhren.  Es  bezeichncn 

d,  q zwei  (ungleiche  positive  ungerade)  Primzahlen . 

u eine  sogenaunte  radix  primitiva  fUr  den  Modulus  p,  d.  i.  eine  durch  p nicht 
theilbare  (hier  positive)  ganze  Zahl  von  der  Art,  dass  keine  niedrigere  Po- 
tenz  ais  nach  dem  Modulus  p der  Einheit  congruent  wird 

.r  eine  unbestimmte  Grosse 
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i die  Function 

j — etc.  — j* 

wo  (des  bequemem  Drucks  wcgen)  £,  ij,  0 . . . X statt  der  Zahlen  a a,  a5. 
a‘.  . . a**-8  gesetzt  sind; 

t die  Einheit,  positiv  genommen,  wenn  p von  der  Forni  4 Ar— f— 1 , negativ. 
wenn  p von  der  Form  4 A--{-  3 ist; 

£ die  Einheit,  positiv  genommen,  wenn  wenigstens  eine  der  Zahlen  p.  q von 
der  Forni  4 Xr— J—  1 ist,  negativ,  wenn  bcide  von  der  Form  4 £-f-  4 sind; 
y die  Einheit,  positiv  genommen,  wenn  q ein  quadratischer  }test  von  p ist, 
negativ,  wenn  q quadratischer  Nichtrest  von  p ist; 

6 die  Einheit , positiv  genommen , wenn  p ein  quadratischer  Kest  von  q, 
negativ,  wenn  p ein  quadratischer  Nichtrest  von  q ist. 

Nach  diesen  Vorbereitungcn  folgt  leicht  aus  dem  & 1 , Art.  der  Disquisitiones 
Arithmeticae , dass  die  Function 

etc.  +x*K 

entwickelt  lautcr  durch  q theilbare  Coefficienten  bekomint,  und  daher,  wenn 
dicse  Function  = q X gesetzt  wird , X eine  auch  ia  Ptiiehung  auf  dic  Coeffi- 
cienten panse  Function  werde.  Durch  SchlUsse.  in  dic  naher  ein/.ugehen  hier  zu 
weitlfiufig  sein  wflrde,  wird  in  der  Ablmndlung  bewiesen.  dass  die  Function  qX£ 
mit  1 — f- * — j—  a;#’  1 etc.  — )—  jt  — {—  1 dividirt,  den  Kest 

6 plip^*-') — y) 

gibt.  daher  aus  der  Division  der  Function  X£  mit  demselben  Divisor  der  Rest 

— t) 

i 

hervorgehen  wird.  Diese  Cirflssc  muss  daher  nothwendig  eine  ganze  Zalil  sein, 
woraus,  w’cil  do  = I ist,  leicht  gcschlosscn  wird,  dass 

piil~  0 y $ 

durch  q theilbar  sein  mQsse.  Da  nun  aucli  — C durch  q nach  einem 

bekannten  Theorem  theilbar  ist,  so  wird  nothwendig  6 = ye  sein.  woraus  wie- 
derum  das  Fundamental-Theorem  von  selbst  folgt. 
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Das  Fundamen tal-Theorem.  verbunden  mit  einigen  bekanntcn  Lehnsatzcn, 
kann  zwar  zu  einer  ziemlich  kurzen  Auflbsung  der  Aufgabe  dicncn , zu  entschei- 
den , ob  eine  vorgegcbne  ganzc  positive  Zahl  von  einer  gcgebnen  Primzahl  qua- 
dratiseher  Rest  oder  Nichtrest  sei,  wie  in  der  Abhandlung  ausfahrlich  gezeigt  ist. 
Allein  bei  weiterm  Xachdenken  Qber  den  dritten  Beweis  des  Fundamental-Tbeo- 
rems  kam  der  Verf.  auf  eine  noeh  viel  geselimeidigere  Auflosung.  wclche  dic  drittc 
Abtlieilung  der  Abliandlung  ausmaeht . und  wovon  wir  hier  bloss  die  Endregel 
hersetzen , indem  wir  die  Entwickclung  ihrer  Grilnde  Kfirze  halber  flbergehen. 
"Wenn  entschieden^jycrdcn  soli,  ob  die  ganze  positive  Zahl  b,  welche  dureh  die 
Primzahl  a ni<^Jfheilbar  ist,  von  dieser  ein  quadratiseher  Rest  oder  Nichtrest 
sei,  so  bilde  man,  ganz  auf  dieselbe  Art,  wie  wenn  der  grosste  gemeinschatlliche 
Divisor  von  a und  b gesucht  werden  solite , die  Gleichungen 

a — di+e 
b = yc-\-d 
c = Sd-\-e 
d = ee  -\~f  u.  s.  w. 

bis  man  in  der  Reihc  der  Zahlen  a,  b.  e,  d,  e,  f u.  s.  w.  auf  die  Einheit  kommt. 
Man  bczeichne  die  ZtUQ^  }a,  \b,  | c,  jdu.s.w,,  mit  Weglassung  des  ilmen 
anhangendeu  Bruches  J , in  so  fern  einige  der  Zalden  a.  b,  c,  d u.  s,  w.  unge- 
rade  sind , dureh  d,  b',  c,  d'  u.  s.  w. ; man  nenne  p dic  Anzahl  der  in  der  Reihe 
a\  b\  c,  d'  u.  s.  w.  vorkommenden  F'olgen  zweier  ungeraden  Zalilen  unmittelbar 
nach  einander , endlich  nenne  man  v die  Anzahl  deijenigen  ungeraden  Zahlen  in 
der  Reihc  d,  y,  8,  e u.  s.  w. , wclchen  in  der  Reihc  b\  c\  d',  e u.  s.  w.  der  Ord- 
nung  nacli  eine  Zahl  von  der  Form  4 Ar— j— 1 oder  t A 2 entspricht.  Diess  vor- 
ausgesetzt , wird  b quadratiseher  Rest  oder  Nichtrest  von  a sein , je  nachdem 
p-)-v  gerade  oder  ungerade  ist . den  einzigen  F’all  ausgenommen,  wo  zugleich  b 
gerade  und  a von  der  Form  8£-f-3  oder  8A+&  ist,  in  welchen  von  jener  Rc- 
gel  das  Gcgenthcil  Statt  findet,  so  dass  ein  gerades  p-f-v  anzeigt,  dass  b qua- 
dratischer  Nichtrest  von  « ist,  ein  ungerades  p + v hingegen,  dass  b quadra- 
tischer  Rest  von  a ist. 


' Vr- 
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Ara  5.  April  flberreichte  Hr.  Hofr.  Gaoss  der  K6nigl.  Societ&t  eine  Vorle- 
*4^ng,  uberschrieben  : 

Theoria  Residuorum  Biquadraticorum , Commentatio  prima. 

Dic  Theorie  der  quadratischen  Reste  bildet  bckanntlich  einen  der  interessan- 
testen  Theile  der  HOhcrn  Arithmetik , welche  inan  jetzt  nach  vielfacli  wiedcrhol- 
ten  Untcrsuchungen  ais  vollendet  und  abgeschlossen  betrachten  kann : die  Ge- 
schiclite  desselben  betreffende  Nachrichten  findet  man  in  diesen  Blattern  1808 
Mai  12  und  Sept.  19,  und  1817  M&rz  10.  An  letzterm  Orte  sind  auch  bereits 
einige  vorlaufige  Nachrichten  tlber  die  Nachforschungcn  mitgetheilt , welche  der 
Vcrfasser  der  vorliegenden  Abhandlung  seit  dem  Jahrc  1805  tlber  die  verwandtc. 
eben  so  fruchtbare  und  interessante , aber  selir  viel  sehwierigere  Theorie-  der  cu- 
bischen  und  biquadratischen  Reste  angestellt  hatte.  Obgleich  schon  damals  im 
Besitz  der  wesentlichen  Momente  dieser  Theorien,  ist  er  doch  bisher  durch  andere 
Arbeiten  abgelialten , Bffentlich  etwas  davon  bckannt  zu  machen , und  erst  jetzt 
ist  es  ilim  moglich  geworden  . sich  mit  der  Ausarbcitung  eines  Thcils  dieser  Un- 
tcrsuchungen zu  beschfiftigcn.'  Der  Anfang  ist  jetzt  mit  der  Theorie  der  biqua- 
dratischen Reste  gemacht,  die  der  Theorie  der  quadratischen  Reste  naher  ver- 
wandt  ist . ais  die  der  cubischen.  Inzwischen  ist  die  gegenwartige  Abhandlung 
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noch  keinesweges  dazu  bestimmt , dcn  flberaus  reichhaltigen  Gegenstand  zu  er- 
schiipfen.  Dic  Entwickelung  der  allgemeinen  Theorie , welche  einc  ganz  eigen- 
thfimliche  Erweiterung  des  Feldes  der  hShem  Arithmetik  erfordert,  bleibt  viel- 
mehr  der  kflnftigen  Fortsetzung  vorbehalten,  walirend  in  diese  erste  Abhandlung 
diejenigeu  Untcrsuchungcn  aufgenommen  sind,  wclchc  sicli  ohne  cinc  solche  Kr- 
weiterung  vollstandig  darstcllen  liessen.  Von  dcn  Resultaten  kann  in  dieser  An- 
zeige  nur  ein  Theil  ausgehoben  werden. 

Eine  ganze  Zalil  a lteisst  biquadratischer  Rest  der  ganzen  Zahl  p,  wenn  es 
Zahlcn  der  Forni  x'  — a gibt,  die  durcli  p tlieilbar  sind ; biquadratischer  Nicht- 
rest  hingegen,  wenn  keinc  Zalilen  jener  Form  durch  p theilbar  sein  kbnnen.  Of- 
fenbar  sind  alie  biquadratischen  Reste  von  p zugleich  quadratische  Reste  dcrsel- 
ben  Zahl,  und  also  alie  quadratischen  Nichtreste  auch  biquadratische  Nichtreste: 
allcin  nicht  alie  quadratischen  Reste  sind  zugleich  biquadratische  Reste.  Es  ist  zu- 
reichend , die  Untersucliungen  auf  den  Fall  einzuschrSnken,  wo  p eine  Primzahl 
von  der  Form  und  a nicht  durch  p theilbar  ist,  da  alie  anderen  Falle 

sicli  leicht  auf  iliesen  zuriickfQliren  lassen. 

Die  Untersuchungen  Qber  diesen  Gegenstand  zerfallen  in  zwei  Abthciluur- 
gcn.  je  nachdem  p oder  a ais  gegeben  angesehen  wird.  Die  crstcre  ist  von  viel 
geringerer  Scliwierigkeit  ais  dic  zweitc,  und  verglichen  mit  letzterer  ais  ganz  ele- 
mentarisch  zu  bctrachten.  Alles  Wescntliche,  ivas  darQber  zu  sagen  ist . enthiilt 
die  Abhandlung  vollstiindig. 

Aus  der  zweiten  Abtheilung  hingegen  sind  hier  nur  erst  einige  sjieciclle  Falle 
abgchandelt,  die  sich  ohne  zu  grosse  Zurtlstungen  abmachen  liessen,  und  ais  Vor- 
bereitungen  zu  der  kiinftig  zu  gebenden  allgemeinen  Theorie  dienen  konnen. 
Diess  sind  diejenigen  , wo  a = — I , und  a = + 2 gesetzt  wird.  Der  erst  ere 
Fall  liat  gar  keine  Schwierigkeit : es  war  auch  schon  in  dem  Werke , Dinquiritio- 
nes  Arithmeticae,  gezeigt,  dass  — 1 ein  biquadratischer  Rest  von  p ist,  so  oft  p 
die  Form  Sn-j-l  liat,  hingegen  ein  bloss  quadratischer  Rest  und  biquadratischer 
Niclitrest  von  p , wenn  p von  der  Form  8 n -j-  5 wird.  Ganz  anders  verlifi.lt  es 
sich  mit  dem  Fall  a = +2.  Es  ist  zwar  langst  bekannt,  dass  -)-2  und  — 2 
von  p quadratische  und  also  auch  biquadratische  Nichtreste  sind,  wenn  p die 
Form  8n+5  liat,  und  wenigstens  quadratische  Reste,  wenn  p von  der  Form 
S n — 1 ist,  wie  auch  dass  bei  dieser  Form  von  p cntweder  -f-2  und  — 2 zu- 
gleich hiquudrutische  Reste,  oder  zugleich  biquadratische  Nichtreste  werden:  al- 
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lein  die  Uuterscheidung.  welcher  dieser  beiden  Falle  eintrete,  ist  eine  Untersu- 
chung  von  viel  hOherer  Art.  und  cs  werden  dazu  in  der  Abhandlung  zwei  ver- 
schiedene  Criterien  entwickelt. 

Das  erste  Criterium  hangt  mit  der  Zerlcgung  der  Zahl  p in  ein  einfaches 
und  ein  doppeltes  Quadrat  zusammen , die  bekanntlich  (da,  wie  schon  bemcrkt 
ist,  angcnommcn  wird,  dass  p eine  Primzahl  sei)  'immer  mSglich  und  nur  anf 
Eine  Art  mCglich  ist.  Setzt  man  p — yy  + 2 A A . so  wird  +2  ein  biquadrati- 
seher  Rest  von  p,  wenn  g von  der  Form  8»-f-1  oder  8n  + 7,  ein  biquadrati- 
scher  Nichtrest  hingcgen , wenn  g von  der  Form  8«-}-3  oder  Sn-f-5  ist. 

Das  zweite  Criterium  hSngt  zusammen  mit  der  Zerlegung  der  Zahl  p in 
zwei  Quadrate , die  bekanntlich  auch  immer  miiglich  und  nur  auf  Eine  Art  mSg- 
lich  ist.  Setzt  man  p — ee-\-  ff,  und  nimmt  an,  dass  e e das  ungerade , ff  das 
gerade  Quadrat  bedeutet,  so  bringt  schon  die  vorausgesetzte  Form  von  p — Sn-j- 1 
mit  sich,  dass  auch  { f eine  gerade  Zahl  wird,  also  f entweder  von  der  Form 
S m oder  von  der  Form  8 m 4 : im  erstern  Fall  nun  wird  +2  biquadratischer 
Rest . im  anderu  biquadratischer  Nichtrest  von  p sein. 

Wir  deuten  hier  nur  die  Bemerkung  an,  wozu  die  hohere  Arithmetik  so  oft 
Gelegenheit  gibt,  dass  nicht  so  wohl  die  Schiinlieit  und  Einfachlieit  der  Theoreme 
selbst , ais  die  Schwierigkeit  ihrer  Begriindung  sie  vorzilglich  merkwtirdig  macht. 
Sobald  man  einmal  vcranlasst  ist,  das  Dasein  eines  Zusnmmenhanges  zwischen 
dem  Verhaltcn  der  Zahl  + 2 und  den  beiden  angeftthrten  Zerlegungen  der  Zahl 
p zu  vermuthcn,  ist  es  iiusserst  lcicht,  dieseu  Zusammenhang  durch  Induction 
wirklich  zu  entdecken.  Allein  schon  hei  dem  ersten  < 'riterium  ist  der  Beweis  da- 
ftir  nicht  ganz  leicht  zu  fOhren,  viel  tiefer  versteekt  liegt  er  aber  bei  dem  zweiten, 
wo  er  mit  anderweitigen  subtilen  Hfilfsuntersuchungen  innigst  verkettet  ist . die 
ihrerscits  wieder  zu  einer  mcrkwflrdigcn  Erweiterung  der  Theorie  der  Kreisthei- 
lung  fUhrcn.  Diese  wunderbare  Verkettung  der  Wahrheiten  ist  es  vorzuglich. 
was,  wie  man  schon  oft  bemerkt  liat,  der  hoheru  Arithmetik  cinen  so  eigenthum- 
lichen  lloiz  gibt.  Diese  Begriindungen  selbst  vertrngen  (Ibrigcns  nattirlich  hier 
keinen  Auszug,  und  miissen  in  der  Abhandlung  selbst  nachgeschcn  werden.  Al- 
lein ein  paar  andere  neue  arithmetische  Theoreme,  welche  gleichfalls  mit  der  Be- 
grflndung  des  zweiten  Criterium  innigst  verbunden  siud . verdienen  wohl,  ilirer 
Kinfachhcit  wegen.  hier  noch  besonders  herausgehoben  zu  werden. 

Wenn  p eine  Primzahl  von  der  Form  4 X-f- 1 ist,  und  — ee+ff  ge- 


108 


A.NZKIUK. 


setzt  wird,  so  dass  e e das  ungerade,  ff  das  gerade  Quadrat  bedeutet;  wenn 
man  ferner 

1.2.3 k — q 

(*  + *)(*+  2)  (*  + 3) 2 A = r 

setzt , so  wird  allemal  +«  der  kleinste  Rest  sein,  welchcr  hervorgeht,  indem 
man  — mit  p dividirt.  und  -f~  f der  kleinste  Rest.  welchen  man  aus  der  Divi- 
sion  von  frr  mit  p erhalt  (kleinstcn  Rest  immerso  verstanden,  dass  er  zwischen 
den  Grejizen  — J p und  genommen  wird).  Die  Zahl  welche  fiir 

p = 5 den  Wcrth  I erliiilt . kann  man  fiir  grflssere  Wcrthe  von  p auch  in  fol- 
gende  Form  setzcn 

«■  10 . II  ■ II (p — ») 

i.  j . i . i * 

Es  ist  aelir  merkwilrdig,  dass  so  die  Zerlegung  der  Zalil  p in  zwei  Quadrate  gan/. 
auf  directem  Wcge  erhalten  werden  kann : aber  fast  noch  merkwflrdiger  ist  eiti 
dabei  Statt  findender  Nebcnumstand.  Allemal  nemlich  findet  man  durch  dieses 
Vrerfahrcn  dic  Wurzel  des  ungeraden  Quadrats,  e,  mit  positivem  Zcichcn,  wenn 
e,  positiv  genommen.  von  der  Form  4ro-J-l  ist.  und  mit  negativcm,  wenn  e 
jiositiv  genommen  von  der  Form  4m-f-3  ist.  Hingegen  liat  fiir  das  Zeichcu,  mit 
welchem  die  Wuntel  des  geraden  Quadrats , f,  aus  jener  Opera tion  hervorgeht, 
noch  durchaus  keine  allgcmeine  Regel  aufgcfunden  werden  konnen,  weder  a 
priori,  noch  auf  dem  Wege  der  Induction,  und  der  Vcrfasscr  cmpfiehlt  daher,  am 
Schlusse  der  Abhandlung.  diesen  Gegenstaud  den  Freunden  der  hiihern  Arithme- 
tik  zu  weiterer  Nachforschung.  fiberzeugt,  dass  mit  dem  Gelingen  derselbcn  sicli 
zugleich  eine  ergiebige  Quelle  neuer  Erweiterungen  dieses  «ehonen  Theils  der 
Mathematik  eroffnen  werde. 


0 


Digitized  by  GooQH*' 


GottiogUche  gclchrU  Anxeigcn.  1H3I  April  33. 


Eine  am  15.  April  von  dem  Ilofr.  Gacss  der  Konigl.  Societat  ilberreichte 
Vorlesung : 

Theoria  residuorum  biquadraticorum , Commentatio  secunda. 

ist  die  Fortsetzung  der  bereits  im  sechsten  Bande  der  Commentationes  novae  abgp- 
druckten  Abhandlung,  wovon  auch  in  unsern  Bliitteru  zu  seiner  Zeit  1825  April  1 1 
eine  Anzeige  gemacht  war-  Auclr  diese  Fortsetzung,  obgleich  mehr  ais  doppelt 
starkcr  wie  die  erste  Abhandlung,  crschbpft  den  fiberaus  reichhaltigcn  Gegenstand 
nocli  nicht,  uud  erst  einer  kunftigen  dritten  Abhandlung  wird  die  Y'ollendung 
des  Ganzen  verbehalten  bleiben. 

Obgleich  die  Grundbegriffe  dieser  Lehren  und  der  Inhalt  der  ersten  Abhand- 
lung ais  allen,  die  aus  der  hohern  Arithmctik  ein  Studium  gemacht  haben , be- 
kaunt  vorausgcsetzt  wcrden  kBnnen,  wollen  wir  doch  jcne  zur  Bequemlichkcit 
solcher  Freunde  dicses  Theils  der  Mathematik.  welchen  die  erste  Abhandlung  nicht 
gleich  zur  Iland  ist,  hier  kurz  in  F.rinnerung  bringen.  In  Bezichung  auf  eine 
bcliebige  ganze  Zahl  p heisst  eine  anderc  k ein  biquadratischcr  Rest,  wenn  es 
Zahlen  der  Form  ,i-i — k gibt,  die  durch  p theilbar  sind ; im  entgegengesetzten 
Fall  heisst  sie  biquadratischer  Nichtrest  von  p.  Es  ist  zureichcnd.  sicli  hiebei  auf 
den  Fall  einzuschrSnken , wo  p eine  Primzahl  der  Form  4 « — |—  I , und  k durch 
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dieselbe  nicht  theilbar  ist,  da  alie  audere  Fallen  cntweder  ffir  sich  klar,  oder  auf 
diesen  zurflckzuffihren  sind. 

Fiir  einen  solchen  gegebenen  Werth  von  p zerfallen  sammtliche  durch  p 
nicht  theilbare  Zahlen  in  vier  Ivlassen,  wovon  die  eine  die  biquadratischen  Reste, 
eine  zweite  solche  biquadratische  Nichtreste,  die  quadratische  Reste  von  p sind. 
enthalt , und  iu  die  beiden  flbrigen  die  biquadratischcn  Nichtreste,  welche  zu- 
gleich  quadratische  Nichtreste  sind,  vertheilt  werden.  Das  Princip  dieser  Ver- 
theilung  besteht  darin  , dass  allemal  entweder  A” — 1,  oder  A1*— (— 1 , oder  A* — f 
oder  k*-\-f  durch  p theilbar  sein  wird,  wo  f eine  ganze  Zahl  bedeutet,  die 
ff-\- 1 durch  p theilbar  roacht.  Jeder,  dem  die  elementarische  Terminologie 
bekannt  ist,  sieht  von  sclbst,  wie  diese  Worterklftrungen  in  dieselbe  eingekleidet 
werden. 

Die  Theorie  dieser  Classificirung  nicht  nur  fflr  den  an  der  Oberfltiche  lie- 
genden  Fall  A — — 1 , sondcm  auch  fflr  die , subtile  Hfllfsuntcrsuchungcn  cr- 
fordernden.  Falle  k — Hr  2,  findet  sich  in  der  ersten  Abhandlung  ganz  vollendet. 
Im  Anfang  der  gegenwfirtigen  Abhandlung  wird  nun  zu  grdsscm  Werthen  von  k 
fortgeschritten : man  brauclit  aber  dabei  zunachst  nur  solche  in  Betracht  zu  zie- 
hen , die  selbst  Primzahlcn  sind,  und  der  Erfolg  zeigt,  dass  die  Resultate  ant  cin- 
fachsten  auslallen,  wenn  man  die  Wcrthe  positiv  oder  negativ  ninuut,  je  nachdem 
sie.  absolut  bctrachtet,  von  der  Form  oder  4 »4- 3 sind.  Die  Induction 

gibt  hier  sofort  mit  grosser  I^eichtigkeit  eine  reiche  Emte  von  ueuen  I^ehrsatzen. 
wovon  wir  hier  nur  ein  paar  anfiflhrcn.  Die  Numerirung  der  Classen  mit  1,  2,  3,  4 
wird  auf  die  Falle  bezogen,  wo  k"  den  Zahlen  1 . f,  — !,  — f congruent  wird: 
zugleich  ist  fflr  die  Zahl  f immer  detjenige  Werth  angenommen,  welcher  a-\-bf 
durch  p theilbar  macht,  wenn  aa-\-bb  die  Zerlegung  von  p in  ein  ungerades 
und  ein  geradcs  Quadrat  vorstcllt.  So  findet  sich  durch  dic  Induction , dass  die 
Zahl  — 3 allemal  zu  der  Classe  1,  2,  3,  4 gchOrt,  je  nachdem  b,  a-f*6,  u,  a — 6 
durch  3 theilbar  ist;  dass  die  Zahl  -pii  der  Reihe  nach  zu  jenen  Classen  gehort. 
je  nachdem  b.  a — b,  n,  a-f-6  durch  5 theilbar  ist;  dass  die  Zahl  — 7 in  die 
Classe  1 fiillt,  wenn  a oder  6;  in  die  Classe  2.  wenn  a — 2 6 oder  a — 36;  in 
die  Classe  3,  wenn  a — 6 oder  «+6;  in  die  Classe  4,  wenn  a-j-26  oder  a+36 
durch  7 theilbar  ist.  Aehnliche  Theorcme  ergeben  sich  in  Beziehung  auf  dic 
Zahlen  — II,  +1*.  “M7.  — 19,  — 23  u.s.  f.  So  leicht  sich  aber  alie  derglei- 
chen  specielle  Theoreme  durch  die  Induction  entdeckcu  lassen,  so  sehwcr  scheint 
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es,  auf  diesem  Wege  ein  allgeraeines  Gesetz  fiir  diese  Formen  aufzufinden,  wenn 
auch  manches  Gemeinschaftliche  bald  in  die  Augen  fallt,  und  noch  viel  schwerer 
ist  es,  fflr  diese  LchrsStze  die  Beweise  zu  finden.  Die  fiir  die  Zahlen  -f-  2 und 
— 2 in  der  ersten  Ablmndluug  gebraucliten  Methoden  vertragen  hier  keine  An- 
wendung  mehr,  und  wenn  gleich  audere  Methoden  ebenfalis  das,  was  sich  auf 
die  erste  und  dritte  Classe  bezieht,  zu  erledigen  dienen  konutcn , so  zcigen  sich 
doch  solchc  zur  Begrflndung  von  vollstiindigen  Beweiscn  untauglich. 

Man  erkcnnt  dcmnacb  bald,  dass  nian  in  dieses  reiche  Gebiet  der  htihcm 
Arithmetik  nur  auf  gunz  neuen  Wegen  eindringen  kann.  Der  Verf.  hatte  schon 
in  der  ersten  Abhandlung  eine  Andeutung  gegeben,  dass  dazu  eine  eigenthum- 
liche  Erweiterung  des  ganzen  Feldes  der  luihern  Arithmetik  wesentlich  erforder- 
lich  ist , ohne  damnis  sich  nulier  darii  ber  zu  erklaren,  worin  dieselbe  bestehe : die 
gegcnwflrtige  Abhandlung  ist  dazu  bestimmt,  diesen  Gegenstand  ins  Licht  zu  setzen. 

Es  ist  dieses  nichts  anders , ais  dass  fur  die  wahre  Begriindung  der  Theorie 
der  biquadratischen  Reste  das  Fcld  der  hOhem  Arithmetik,  welches  man  sonst 
nur  auf  die  rcellen  ganzen  Zahlen  ausdehntc,  auch  flber  dic  itnagin&rcn  erstreckt 
werden . und  diesen  das  vollig  gleiche  Bflrgcrrccht  mit  jeuen  eingcrauint  werden 
inuss.  Sobald  man  diess  einmal  eiugesehen  hat,  erscheint  jene  Theorie  in  einem 
ganz  neuen  Lichte,  und  ihre  Resultate  gewinnen  eine  hOchst  Sberraschende  Ein- 
fachheit. 

Ehe  jedoch  in  diesem  erweiterten  Zalilengebiet  die  Theorie  der  biquadrati- 
schen Reste  selbst  entwickelt  werden  kann  , m (Issen  in  jenem  die  dieser  Theorie 
vorangehenden  Lehrcn  der  h&hcrn  Arithmetik , die  bisher  nur  in  Bcziehung  auf 
reellc  Zalden  bearbeitet  sind , an  dieser  Erweiterung  Theil  nehmen.  Von  diesen 
vorgungigeu  Untersuchungen  kdnuen  wir  hier  nur  Einiges  anfuhren.  Der  Verf. 
nennt  jede  Grosse  wo  a und  b reelle  Grossen  bedeuten,  und  i der 

Kttrze  wegen  anstatt  \j — 1 gcschrieben  ist,  eine  complexe  ganze  Zald,  wenn 
zugleich  a und  b ganze  Zahlen  sind.  Die  complcxcn  Grossen  stchen  also  nicht 
den  reellen  entgegen.  sondern  enthalten  diese  ais  einen  specicllen  FaU,  wo  i=  0, 
unter  sich.  Zur  bequemen  ilandhabung  war  es  erforderlich , mehrere  auf  die 
complexen  Griisscn  sich  bezichende  Begriffsbildungen  mit  besondern  Benennun- 
gen  zu  helegen,  welche  wir  aber  in  dieser  Anzeige  zu  umgehen  suchen  werden. 

So  wie  in  der  Arithmetik  der  reellen  Zalden  nur  von  zwei  Einheiten,  der 
positi ven  und  negativen.  die  Rede  ist,  so  haben  wir  in  der  Arithmetik  der  com- 
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plexen  Zahlen  vier  Einheiten  +1,  — 1,  — )—  *,  — i.  Zusammengesetzt  heisst  eine 
complexe  ganze  Zahl.  wenn  sic  das  Produet  aus  zwei  von  den  Einheiten  vcrschie- 
denen  ganzen  Factoren  ist;  eine  complexe  Zahl  hingegen,  die  eine  sokhe  Zerle- 
gung  in  Factoren  nicht  zulksst,  heisst  eine  complexe  Primzahl.  So  ist  z.  B die 
reelle  Zahl  3,  audi  ais  complexe  Zahl  betrachtet,  eine  Primzahl,  wBhrend  5 ais 
complexe  Zahl  zusammengesetzt  ist  = ( t — 2 * ) ( 1 — 2 i).  Eben  so  wie  in  der  hii- 
hern  Arithmetik  der  recllen  Zahlen  spielen  auch  in  dem  erweiterten  Felde  dieser 
Wissenschaft  die  Primzahlen  eine  Iluuptrolle. 

Wird  eine  complexe  ganze  Zahl  a -\-bi  ais  Modulus  angenommen,  so  las- 
sen  sich  aa-\-hb  unter  sich  nicht  congruente,  und  nicht  mehrere,  complexe  Zah- 
len aufstellen,  von  denen  ciner  jede  vorgegebenc  ganze  complexe  Zahl  congruent 
sein  muss,  und  die  man  ein  volis tandiges  System  incongnienter  Reste  nennen 
kann.  Die  sogenannten  kleinsten  und  absolut  kleinsten  Reste  in  der  Arithmetik 
der  reellen  Zahlen  haben  auch  hier  ihr  vollkommenes  Analogon.  So  besteht  z.  B. 
fur  den  Modulus  1 2 1 das  vollstandige  System  der  absolut  kleinsten  Reste  aus 

den  Zahlen  o,  1,  i,  — 1 und  — «.  Fast  dic  sammtlichcn  I ntersuchungen  der  vier 
ersten  Abschnitte  der  Disquisitiones  Arithmeticae  finden  miteinigen  Moditicationcn, 
auch  in  der  erweiterten  Arithmetik  ihren  Platz.  Das  bcrtlhmtc  Fermatschc  Theo- 
rem  z.  B.  nirnmt  hier  folgende  Gestalt  an:  Wcnn  a -f-  bi  eine  complexe  Prim- 
zahl ist.  und  k eitie  durch  jene  nicht  theilbare  complexe  Zahl,  so  ist  immer 
Aa“+A4-1  = 1 fflr  den  Modulus  a-\-bi.  Ganz  besonders  merkwOrdig  ist  es  aber, 
dass  das  Fundamentaltheorem  fflr  die  quadratischen  Reste  in  der  Arithmetik  der 
complexen  Zahlen  sein  vollkommenes,  nur  hier  noch  einfacheres,  Gegcnstflck  hat; 
sind  nemlich  a-\-bi,  complexe  Primzahlen,  so  dass  a und  A ungerade, 

b und  B gerade  sind , so  ist  die  erste  quadratischer  Rcst  der  zweiten , wenn  die 
zweite  quadratischer  Rest  der  ersten  ist,  hingegen  die  erste  quadratischer  Nicht- 
rest  der  zweiten , wenn  die-  zweite  quadratischer  Nichtrest  der  ersten  ist. 

Indem  dic  Abhandlung  naeh  diosen  Voruntersuchungen  zu  der  Lehre  von 
den  biquadratischen  Resten  selbst  fibergeht,  wird  zuvOrderst  anstatt  der  blossen 
Unterscheidung  zwischen  biquadratischen  Resten  und  Nichtreaten  eine  Verthei- 
lung  der  durch  den  Modulus  nicht  theilbaren  Zahlen  in  vier  Classen  festgesetzt. 
Ist  nemlich  der  Modulus  eine  complexe  Primzahl  a+Ji,  wo  immer  a ungerade. 
b gerade  vorausgcsetzt.  und  der  Kflrze  wegen  p statt  aa-\-bb  gcschrieben  wird. 
und  k eine  complexe  durch  « -(-  i i nicht  theilbare  Zahl,  so  wird  allcmal  1 
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eincr  der  Zahlen  — (—  1 , -f-i,  — t,  — » congruent  sein,  und  dndurch  eine  Verthei- 
lung  sammtlicher  durch  a + A » nicht  theilbarer  Zahlen  in  vier  Classen  begrfln- 
det,  denen  der  lteihe  nach  der  biquadratische  Character  0,  1,  2,  3 beigelegt  wird. 
Offenbar  bczieht  sich  der  Character  0 auf  die  biquadratischen  Reste,  die  flbrigcn 
auf  dic  biquadratischen  Nichtreste,  und  zwar  so,  dass  dem  Character  2 zugleich 
quadratischc  Reste,  den  Charactem  I und  3 hingegen  quadratische  Nichtreste 
entsprechen. 

Man  crkcnnt  leicht,  dass  es  hauptsachlich  darauf  ankommt,  dieseu  Cha- 
racter bloss  ftir  solehe  Wcrthe  von  k bestimmen  zu  kiinnen,  die  selbst  complexe 
Primzalilcn  siud,  uud  hier  fflhrt  sogleich  dic  Induction  zu  hGclist  eiiifachen  Re- 
sulta ten. 

Wird  zuerst  k = 1 — * gesetzt,  so  zeigt  sich,  dass  der  Character  dieser 
Zahl  allemal  = |{ — a a ^ 2 ab — 36A-f-1)  (mod.  4)  wird,  und  iihnlichc  Ausdrflcke 
finden  sich  fflr  die  Falle  k — 1 — i,  k — 1 — f-  *,  k — — I — »'. 

Ist  hingegen  k — a -f-  fi  i eine  solehe  Primzahl,  wo  a ungerade  und  fi  ge- 
rade  ist,  so  ergibt  sich  durch  die  Induction  sehr  leicht  ein  dem  Fuiulanientaltlieo- 
rem  fOr  die  quadratisehen  Reste  ganz  analogos  Reciproeitfitsgesetz . welclies  am 
einfachsten  auf  folgende  Art  ausgedrflckt  werden  kann : 

Wenn  sowohl  ot-f-fi  — I ais  a-\-b — t durch  4 theilbar  sind  (auf  welchen 
Fall  alie  (lbrigen  leicht  zurflckgeftthrt  werden  konnen),  und  der  Character  der  Zahl 
<z-|-fit  in  Beziehung  auf  den  Modulus  o + ti  durch  X,  hingegen  der  Character 
von  o-J-Ai  in  Beziehung  auf  den  Modulus  a-j-fii  durch  / bezeichnet  wird : so 
ist  X — /.  wenn  zugleich  eine  der  Zahlen  fi,  b foder  beide}  durch  4 theilbar  ist. 
hingegen  X = /Hr2,  wenn  kei ne  der  Zahlen  fi,  b durch  4 theilbar  ist. 

Diese  Theorcmc  enthalten  im  Grande  alles  Wesentliche  der  Theorie  der  bi- 
quadratischen llcstc  in  sich:  so  leicht  es  aber  war,  sic  durch  Induction  zu  ent- 
decken , so  schwer  ist  es , strenge  Bcwcisc  ftlr  sic  zu  geben . besonders  fflr  das 
zweite,  das  Fundamentaltheorem  der  biquadratischen  Reste.  Wegen  des  grossen 
Umfanges,  zu  welchem  schon  die  gegenwSrtige  Abhandlung  angewaclisen  ist,  sah 
sich  der  Ycrfasser  genothigt,  die  Darstellung  des  Bewcises  fflr  das  letztere  Theo- 
rem,  in  dessen  Besitz  er  scit  20  Jahren  ist,  fur  eine  kflnftige  dritte  Abhandlung 
zurflckzulasscn.  Dagegen  ist  in  vorliegender  Abhandlung  noch  der  vollstflndige 
Beweis  fflr  das  erstere  die  Zahl  I -j-i  betreffende  Theorem  (von  welchcm  die  an- 
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dercn  fflr  1 — i,  — 1 + i,  — 1 — i ubhangig  siud}  initgetheilt.  welcher  schon  eini- 
gen  Begriff  von  der  Venvicklung  des  Gegenstandes  gebeu  kanu. 

Wir  haben  nun  noch  einige  allgemeine  Anmerkungen  beizufugen.  Die  Ver- 
setzung  der  Lehre  von  den  biquadratischen  Kesten  in  das  Gebiet  der  complexen 
Zahlen  kOnnte  vielleicht  mancliem , der  mit  der  Natur  der  imaginaren  Grossen 
weniger  vertraut  und  in  falschen  Vorstellungen  davon  bcfangen  ist,  anstossig  und 
unnatttrlich  scheinen , und  die  Meinung  veranlassen , dass  die  Untcrsuchung  da- 
durch  gleichsam  in  die  Luft  gestellt  sei,  eine  schwankende  Ilaltung  bckonune. 
und  sich  von  der  Anschaulichkeit  ganz  entfeme.  Nichts  wilrde  ungegrttndeter 
sein , ais  eine  solelie  Meinung.  Iin  Gcgentheil  ist  die  Aritbmetik  der  complexen 
Zahlen  der  anschaulichsten  Versinnlichung  fEihig,  und  wenn  gleich  der  Verf.  in 
seiner  diessmaligen  Darstellung  eine  rein  arithmetische  Bchandlung  bcfolgt  hat, 
so  hat  er  doch  auch  ftir  diese  die  Rinsicht  lebendiger  machcndc  und  deshalb  sehr 
zu  empfehlende  Versinnlichung  die  ndthigen  Andeutungcn  gegeben  , welehe  fdr 
selbstdcnkende  Leser  zureichend  sein  werden.  So  wie  die  absoluten  ganzen  Zali- 
lcn  durch  eine  in  einer  geraden  Linie  untcr  glcichcn  Entfcrnungen  gcordnete  Reihe 
von  Punkten  dargestellt  werden,  in  der  der  Anfangspunkt  die  Zahl  0.  der  niichste 
die  Zahl  1 u.  s.  w.  vertritt;  und  so  wie  dann  zur  Darstellung  der  negativen  Zah- 
len nur  eine  unbegrenzte  Verlangerung  dieser  Reihe  auf  der  eutgegengesetzten 
Seitc  des  Anfangspunkts  erforderlieh  ist:  so  bedarf  es  zur  Darstellung  der  com- 
plexen ganzen  Zahlen  nur  des  Zusatzes,  dass  jenc  Reihe  ais  in  einer  bestimmten 
unbcgrenzten  Ebene  befindlich  angcschen,  und  parallcl  mit  ihr  auf  beiden  Seiten 
eine  unbeschr&nktc  Anzahl  ahnlicher  Reihen  in  gleichen  Abst&uden  von  einander 
angenomtnen  werde,  so  dass  wir  anstatt  einer  Reihe  von  Punkten  ein  System  von 
Punkten  vor  uns  haben , die  sich  auf  eine  zweifache  Art  in  Reihen  von  Reihen 
ordnen  lassen,  und  zur  Bildung  einer  Ein theilung  der  ganzen  Ebene  in  lauter 
gleiche  Quadrate  dienen.  Der  ntlchstc  Punkt  bei  0 in  der  crsten  Xebenreihe  auf 
der  einen  Seite  der  Reihe,  welehe  dic  reellcn  Zahlen  reprftsentirt,  bczicht  sich  dann 
auf  die  Zahl  i,  so  wie  der  nfichste  Punkt  bei  0 in  der  ersten  Nebcn reihe  auf  der 
andern  Seite  auf  — i u.  s.  f.  Bei  dieser  Darstellung  wird  die  Ausfiihrung  der  arith- 
metischen  Operationen  in  Bcziehung  auf  die  complexen  Grossen , die  Congruenz, 
die  Bildung  eines  vollst&ndigcn  Systems  incongrucnter  Zahlen  fflr  einen  gege- 
benen  Modulus  u.  s.  f.  einer  4'crsinulichung  fiihig . die  nichts  zu  wflnschen  flbrig 
lSsst. 
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Von  der  andem  iseitc  wird  hierdurch  die  wahre  Mctaphysik  der  imaginSren 
GrOssen  in  ein  neues  helles  Licht  gestellt. 

Unsere  allgemeine  Arithmetik,  von  deren  Umfang  die  Geometrie  der  Alten 
so  weit  flberflflgelt  wird.  istganz  die  Schopfung  der  neuem  Zeit  1’rsprfinglich 
ausgchend  von  dem  Bcgriff  der  absoluten  gan/.en  Zahlen  hat  sie  ilir  Gebiet  stufen- 
weise  erweitert;  zu  den  ganzcn  Zahlen  simi  die  gebrochenen,  zu  den  rationalen 
die  irrationalen , zu  den  positiven  die  negativen , zu  den  recllcn  die  iniaginiiren 
hinzugekommen.  Diess  Vorschreiten  ist  abcr  inmicr  anfangs  init  furchtsam  zt>- 
gerndem  Scliritt  geschehen.  Die  ersten  Algebraisten  naunten  nocli  die  negativen 
Wurzeln  der  Gleichungen  falsche  Wurzeln , und  sie  sind  es  aueli , wo  die  Auf- 
gabe,  auf  wclchc  sie  sich  bezichen,  so  eingekleidct  vorgetragen  ist.  dass  die  Be- 
scliaffenheit  der  gcsuchten  GrOsse  kein  Kntgegengcsetztcs  zuliisst.  Allein  so  we- 
nig  man  in  der  Allgemeinen  Arithmetik  Bedenken  hat,  die  gebrochenen  Zahlen 
mit  aufzunelnnen , obgleich  es  so  viele  zaldbare  Dinge  gibt,  wobei  eine  Bruclizahl 
ohne  Sinn  ist,  eben  so  wenig  durften  in  jener  den  negativen  Zahlen  gleiche  Ttechte 
mit  den  positiven  deshalb  versagt  werden , weil  unzahligc  Dinge  kein  Entgegen- 
gesetztes  zulassen : die  Realitiit  der  negativen  Zaldeti  ist  hinreichend  gercchtfcr- 
tigt , da  sie  in  unzahligen  andern  Fallen  ein  adaquates  Substrat  finden.  Darilber 
ist  man  nun  freilich  seit  langer  Zeit  im  Klaren:  allein  die  den  reellen  GrOssen 
gegenttbergestellten  iinaginaren  — ehemals , und  hin  und  wieder  noch  jetzt,  ob- 
wold  unschicklich , unmXgliche  geuannt  — sind  noch  immer  weniger  eingebflrgert 
nls  nur  geduldet,  und  erscheinen  also  melir  wie  ein  an  sich  inhaltleeres  Zeichen- 
spiel,  dem  man  ein  dcnkbares  Substrat  unbcdingt  abspricht,  ohne  doch  den  rei- 
chcn  Tribut,  welchen  dieses  Zeichenspiel  zuletzt  in  den  Scliatz  der  Verhaltnisse 
der  reellen  GrOssen  steuert,  verschmiihen  zu  wollen. 

Der  Verf.  hat  diesen  hochwichtigcn  Theil  der  Mathematik  scit  vielen  Jah- 
ren  au.s  einem  verschiedenen  Gesichtspunkt  bctrachtet,  wobei  den  imaginfiren 
GrOssen  eben  so  gut  ein  Gegenstand  untcrgclegt  werden  kann , wie  den  negati- 
ven : es  hat  abcr  bisher  an  einer  Vcranlassung  gefehlt,  dieselbe  offentlich  bestimmt 
auszuspreehcn , wcnn  gleich  aufmerksame  Leser  die  Spuren  davon  in  der  1 7 99 
erscliienenen  Schrift  iiber  die  Gleichungen,  und  in  der  Preisschrift  iiber  die  Um- 
bildung  der  Flachen  leicht  wiedcriinden  werden.  Iu  der  gegcnwnrtigcn  Abhand- 
lung  sind  die  Grundziige  davon  kurz  angegeben ; sie  bestehen  in  Folgendem. 

Positive  und  negative  Zahlen  kOnnen  nur  da  eine  Anwendung  tindeu . wo 
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(i as  gezahlte  ein  Entgegengesetztes  hat,  was  mit  ihin  vereinigt  gedacht  der  Ver- 
nichtuug  gleich  zu  stellen  ist.  Genau  beselieu  findet  diese  Voraussetzung  nur  da 
Statt,  wo  nicht  Substanzen  (fur  sieh  denkbare  Gegenst&nde)  sondern  Relatio- 
nen  zwischen  je  zwcien  Gegenstanden  das  gezahlte  sind.  Postulirt  wird  dabei, 
dasg  diese  Gegenst&nde  auf  eine  bestimmte  Art  in  eine  Reihe  geordnet  sind  z.  B. 

A,  B,  C,  J) und  dass  die  Relation  des  A zu  B ais  der  Relation  des  B zu 

C u.s.w.  gleich  betrachtet  werden  kann.  Hier  gehiirt  nun  zu  dem  Begriff  der 
Entgegensetzung  nichts  weiter  ais  der  Umtausch  der  Glieder  der  llclation,  so  dass 
wenn  die  Relation  (oder  der  Uebergang)  von  A zu  B ais  -(-1  gilt,  die  Relation 
von  B zu  A dureh  — 1 dargestellt  werden  muss.  Insofern  also  eine  solchc 
Reihe  auf  beiden  Seiten  unbegrenzt  ist,  reprasentirt  jede  reelle  ganze  Zahl  die 
Relation  eines  beliebig  ais  Anfang  gewahlten  Glicdes  zu  eineiri  bestimmten  Gliede 
der  Reihe. 

Sind  aber  die  Gegenst&nde  von  soleher  Art , dass  sie  nicht  in  Eine , wenn 
gleich  unbegrenztc,  Reihe  geordnet  werden  konnen,  sondern  sieh  nur  in  Reihcn 
von  Reihen  ordnen  lassen,  oder  was  dasselbe  ist,  bilden  sie  eine  Mannigfaltigkeit 
von  zwei  Dimensiouen ; verhalt  ca  sieh  dann  mit  den  Relationen  einer  Reihe  zu 
einer  andern  oder  den  Uebergiiugen  aus  einer  in  die  andere  auf  eine  ahnliche 
Weisc  wie  vorliin  mit  den  Uebergangen  von  einem  Gliede  einer  Reihe  zu  einem 
andern  Gliede  derselben  Reihe , so  bedarf  es  offeubar  zur  Abmessung  des  Ueber- 
ganges  von  einem  Gliede  des  Systems  zu  einem  andern  ausser  den  vorigen  Einhei- 
ten  4-1  und — 1 noch  zweier  andern  un ter  sieh  auch  entg^engesetzten  +t'  und 
— i.  Offeubar  muss  aber  dabei  noch  postulirt  werden,  dass  die  Einheit  » alle- 
mal  den  Uel»ergang  von  einem  gegebenen  Gliede  einer  Reihe  zu  einem  bestimmten 
Gliede  der  unraittelbar  angrenzenden  Reihe  bezeichne.  Auf  diese  Weise  wird 
also  das  System  auf  eine  doppelte  Art  in  Reihen  von  Reihen  geordnet  werden 
kdnnen. 

Der  Mathematiker  abstrahirt  gilnzlich  von  der  Beschaffcnheit  der  Gcgen- 
stiinde  und  dem  Inhalt  ihrer  Relationen;  er  hat  es  bloss  mit  der  Abz&hlung  und 
Vergleichung  der  Relationen  unter  sieh  zu  thun : insofern  ist  er  eben  so , wie  er 
den  dureh  -f-l  und  — 1 bezcichneten  Relationen,  an  sieh  betrachtet,  Gleichar- 
tigkeit  beilegt,  solche  auf  alie  vier  Elemente  -f-l,  — 1,  +«  und  — i zu  erstrccken 
befugt. 

Zur  Anschauung  lassen  sieh  diese  Verhaltnisse  nur  dureh  eine  Darstellung 
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im  Raumc  bringeu.  und  der  einfachste  Fall  ist,  wo  kein  Grund  vorhauden  ist. 
die  Symbole  der  Gegenst&nde  anders  ais  quadratisch  an/.uordnen,  indem  mau  nem- 
lich  eine  unbegrenzte  Ebene  durcli  zwei  Systeme  von  Parnllellinien,  die  einander 
rechtwinklig  durchkreuzen , in  Quadrate  vertheilt,  und  die  Durchschnittspunkte 
zu  den  Symbolen  wiihlt.  Jeder  solche  Punkt  A hat  hier  vier  Nachbaren.  und 
wenn  mnn  dic  Kelation  des  A zu  einem  benachbarten  Punkte  durch  -f- 1 bezeich- 
net.  so  ist  die  durch  — 1 zu  bezeichnende  vou  selbst  bestimmt,  walirend  man. 
welchc  der  beiden  andem  man  will,  fBr  -f-i  wfihlen,  oder  den  sich  auf  -f-i  be- 
ziehenden  Punkt  nach  Gefallen  rechts  oder  links  nehmen  kann.  Dieser  Un ter- 
se liietl  zwischcn  rechts  und  links  ist,  so  bald  man  vorwarts  und  rflckwarts  in  der 
Ebene,  und  oben  und  unten  in  Beziehung  auf  die  beiden  Seiten  der  Ebene  einmal 
(nach  Gefallen)  festgesetzt  hat,  in  sich  vbllig  bestimmt,  wenn  wir  glcich  unsere 
Anschauung  dieses  Unterschiedes  andem  nur  durch  Nacliweisung  an  wirklich  vor- 
handenen  materiellen  Dingen  mittheilen  konnen  *).  Wenn  man  aber  auch  flber 
letzteres  sich  entschlossen  hat , sieht  man , dass  es  doch  von  unserer  Willkflr  ab- 
hing,  welche  von  den  beiden  in  Einem  Punkte  sich  durchkrcuzenden  Keiheti  wir 
ais  Hauptreihc , und  welche  Kichtung  in  ihr  man  ais  auf  positive  Zahlen  sich  bc- 
ziehcnd  ansehen  wollten;  man  sieht  ferner,  dass  wenn  man  die  vorher  ais  -f-i  be- 
handelte  llelation  fiElr  +t  nehmen  will,  inan  notliwendig  die  voTher  durch  — I 
bezeichnete  Relation  fflr  -f-i  nehmen  muss.  Das  heisst  aber,  in  der  Sprache  der 
Mathematiker,  -f-i  ist  mittlere  ProportionalgrOsse  zwischen  -f-t  und  — 1 oder 
ent.spricht  dem  Zeichen  \j — 1 : wir  sagen  absichtlich  nicht  die  mittlere  Proportio- 
nalgrbssc,  denn  — » hat  offeubar  gleichen  Anspruch.  Hier  ist  also  die  Nach- 
weisbarkeit  eincr  anschaulichen  Bedeutung  von  y' — t vollkommen  gerechtfertigt, 
und  mehr  bedarf  es  nicht,  um  diese  Grosse  in  das  Gebiet  der  Gegenst&nde  der 
Arithmetik  zuzulassen. 

Wir  haben  geglaubt,  den  Freunden  der  Matliematik  durch  diese  kurze  Dar- 
stellung  der  Ilauptmomentc  ciner  neuen  Theorie  der  sogenannten  imaginkren 
Grflssen  einen  Dicnst  zu  erweisen.  Hat  man  diesen  Gegenstand  bisher  aus  einem 
falsehen  Gcsichtspunkt  betrachtet  und  eine  geheimnissvolle  Dunkelheit  dabei  ge- 

*}  Ueide  Uemcrkungen  hat  schon  Kakt  gemacht , aber  man  begreift  nicht . wie  dieser  scharfrinnigc 
Philotoph  in  der  ersteren  einen  Bewei»  fur  «eine  Meinung,  (Im  der  linum  nur  Form  unuerer  iuwern  An«chau- 
ung  *c» , xu  tinden  glaubcn  konnte,  da  dic  xwcilc  so  klar  da*  Gegentheil,  und  da»»s  der  Kaiira  unabhAngig  von 
unserer  An»chauung*art  eine  reelle  Bedeutung  haben  mui»,  beweixet. 
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fundcn,  so  ist  diess  grossentheils  den  wenig  schicklichcu  Benenuungen  /.uzuschrei- 
ben.  iiiittc  man  +1,  — 1,  y' — 1 nicht  positive,  illative,  imaginare  (oder  gar 
unmOgliche)  Einheit,  sondem  etwa  directe,  inverse,  lat»‘rale  Einheit  genannt,  so 
hfitte  von  einer  solchen  Dunkelhcit  kaum  die  Rcdc  sein  kOnnen.  Der  Verf.  hat 
sich  vorliehalteu . den  Gegenstand , welcher  in  der  vorliegenden  Abhandlung  ei- 
gentlich  nur  gelegentlieh  berflhrt  ist.  kttnftig  vollstfindiger  /.u  bearbeiten.  wo  dann 
auch  dic  Frage,  warum  die  Relationen  zwischeu  Dingen,  die  eine  Mannigfaltig- 
kcit  von  melir  ais  zwei  Dimcnsionen  darbieten , nicht  noch  andere  in  der  allge- 
meinen  Aritlimetik  zuliissige  Arten  von  (irbssen  liefern  konnen . ihre  Beantwor- 
tung  finden  wird. 
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Odttingische  gelehrU  Anwigon.  ISO»  M*n  II. 


Recherches  sur  l'  irreductibilite  Arithntftique  et  Gisometrique  des  nombret  et  de  leurs 
puissances.  1808.  (Ohne  I)ruckort.  25  S.  in  gr.  Quarti 

Eine  Schrift,  dercn  Zwcck  dahin  gcht,  die  irrntionalen  WurzclgrOssen  in 
Gestalt  von  rationale»  GriJssen  darzustellen.  Wir  mflssen  una  begnugen , die 
Freunde  der  Mathematik  auf  dieas  Werkchen  aufmerksain  gemacht  zu  habe», 
da  die  Grenzen  dieser  BlUtter  una  nicht  veratatten,  in  die  Daratellung  und  l‘ru- 
fung  des  dem  Verf.  eigenthflmliclien  Gesichtspunkts  und  der  von  der  gewflhn- 
lichen  ganz  abgehenden  Behandlung  der  WurzclgrOssen  hier  umstfindlichcr  ein- 
zugehcn. 


Gdttingische  gelehrte  Anzcigcn.  1612  Mftrz  13. 


Cribrum  Arithmeticum . sive  tabula  continens  numeros  primos  a compositis  se- 
gregatos, occurrentes  in  serie  numerorum  ab  unitate  progredientium  usque  ad  decies 
centena  millia  et  ultra  haec  ad  viginti  millia  (1020000).  Numeris  compositis . per 
2,  3,  5 non  dividuis,  adscripti  sunt  divisores  simplices,  non  minimi  tantum,  sed  omnino 


182 


ANZKIOE. 


omnes.  Confecit  Ladisi.acs  (Jiiernac,  Pannonius.  A.  L.  M.  Philos.  et  Medie.  Ductor, 
in  almo  lyceo  Darentriensi  philosophiae  professor.  Daventriae  1811.  (Auf  Kosten 
des  Verfassers.  gedruekt  bei  J.  II.  Langc.  XXII  u.  1022  S.  gr.  Quart.) 

Der  vollstandige  Xitel  dieses  wichtigen  und  sehr  verdienstlichen  Werks  be- 
zeichnet  den  Inhalt  .sehon  hinrcichend:  es  ist  eiiie  durch  eine  eben  so  sorgfaltige 
ais  mfihsame  Arbeit  von  mehreren  Jahrea  berechnete  Tafel  fflr  alie  einfache  Facto- 
ren  aller  durch  2.  3 und  5 nicht  theilbaren  Xahlen  von  I bis  1020000,  sauber 
und , soviel  wir  bei  hin  und  wicdcr  angcstellter  Prflfung  gefunden  haben , sehr 
correct  gedruekt.  Wie  schfttzbar  cin  solehes  der  Arithmetik  gemachtes  Geschenk 
sei.  heurtheilt  ein  Jeeler  leicht,  der  viel  mit  grbssern  Zahlenrechnungen  zu  thun 
hat.  Der  Yerf.  verdient  doppelten  Dank,  sowolil  fur  seine  hochst  millisame  Ar- 
beit selbst,  wodurch  er  seinen  Namen  den  unvergesslichen  von  Rhaetictr,  Prrisccs, 
Bbigo,  Vlacq,  Wolfbak,  Taylob  u.  A.  zugescllt  hat,  ais  fflr  den  gewiss  sehr  erheb- 
lichen  auf  den  Druck  gemacliten  Aufwand,  wofflr  sich  sonst  schwerlich  ein  Vcr- 
leger  gefunden  haben  mflchtc.  Sehon  eifters  sind  dergleichen  Tafeln,  obwohl  mei- 
stens  in  geringercr  Ausdehnung,  berechnet,  aber  entweder  ganz  im  Manuscripte 
geblieben,  oder  im  Abdruck  nicht  vollcndet.  Laxbebt  munterte  bekanntlich  elie- 
dem  nach  besten  Krfiften  zur  Fortsetzung  der  1‘Ei.uschen , bis  100000  gehenden 
und  oft  abgedruckten,  Tafel  auf.  und  einer  von  Bebnocuj  in  Lambkkts  Briefwech- 
sel  gegebenen  Xachricht  zufolge  hatte  Oberbfjt  sie  bis  500000  fortgefflhrt,  wovon 
die  Abschrift  in  Schcbzes  liande  gekoinmcn  war.  Aston  Felkel  hatte  sie,  wie 
in  der  Monatl.  Correspondenz  2.  Bd.  S.  223  berichtet  wird,  bis  zu  zwei  Millionen 
in  der  Handschrift  vollcndet.  und  wollte  sie  spaterhin  bis  2-160000  geben;  al- 
lein  was  davon  in  Wien  auf  offentliche  Kosten  bereits  gedruekt  war,  wurde,  weil 
sicli  keine  Kiiufer  fanden,  im  Turkenkriege  zu  Patroncn  verbraucht!  Sogingeine 
verdienstliche  vieljalirige  Arbeit  fflr  das  Publicum  verloreu : um  so  mehr  lueltcn 
wir  es  fflr  1’llicht . die  Erschcinung  des  gegenwSrtigen  Werks  hier  anzuzeigen. 
Die  crste  Million  ist  nun  fflr  Jcdermanns  (iebrauch  da;  und  wer  Gelegenheit 
und  F.ifct'  fflr  diesen  Gcgenstand  hat,  moge  daher  seine  Mflhe  auf  das  Weitere 
richten. 
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Gottingi*che  geluhrte  Anzi‘igen.  1*1 1 November  3. 


T abies  des  diviseurs  pour  tous  les  nombres  du  deuxihne  milliun,  ou  plus  exacte- 
ment  depuis  1020000  d 2028000,  avec  les  nombres  premiers  qui  sy  truncent.  Par 
J.  Ch.  Bcrckhardt,  membre  de  I' institui  imperia!,  du  bureau  des  limgitudes  de  France. 
et  de  plusieurs  autres  societis  savantes.  Paris,  1811.  3/'"®  V‘  Courcier.  (YIll  u. 
1 1 2 S.  in  Folio.) 

FrQher,  ais  wir  bei  der  Anzeige  der  die  erste  Million  umfassenden  Facto- 
rentafel  von  Cheknac  zu  lioffen  gewagt  liiitten , konnen  wir  schon  die  Vollendung 
und  Ersclieinung  einer  ahnlichen  Tafel  ftlr  die  zweite  Million  beriehten.  Der  ver- 
diente  Verf asser . dessen  Narnc  schon  die  grOsste  Sorgfalt  und  Genauigkeit  ver- 
bflrgt,  hat  sich  durch  diese  mUhsame  Arbeit  alie  Freunde  der  Arithmetik  sehr 
verptlichtet.  Chernac  s Tafel  fQr  die  erste  Million  gibt  alie  einfachen  Factoren: 
die  BcBCKiiAKivrsche  fttr  die  zweite  hingegen  nur  jedestnal  den  kleinsten  Divisor. 
Die  vollstiindige  Zerlegung  einer  Zahl  der  zweitcn  Million  erfordert  also  die  Divi- 
sion  mit  dem  kleinsten  Divisor  und  das  Aufsuchcn  des  Quoticnten  in  der  Cheb- 
NAc’schen  Tafel : allein  diese  kleinc  Mflhe  ist  von  gar  keiner  Erheblichkeit  gegen 
den  grosseu  Yorthcil,  dic  Tafel  in  einem  so  viel  kleineren  Kaum  zu  besitzcn.  wo- 
bei  die  Aussicht  bleibt.  mit  der  Zeit  die  Tafel  noch  bis  zu  zelin  Millionen  ausge- 
dehnt  zu  sehen.  Die  Zusammendrangung  in  den  kleinen  Band  hat  der  Verfasser 
theils  durch  die  Beschrankung  auf  den  kleinsten  Divisor,  theils  durch  einen  mog- 
lichst  Oconomischen  Druck  mdglich  gemacht.  Wenn  a unbestimmt  jede  der  acht- 
zig  Zahlen  unter  300  bedeutet,  die  durch  2,  3 und  5 uicht  theilbar  sind,  so  ist 
flberhaupt  jede  durch  2,  3 und  5 nicht  tlieilbare  Zahl  in  der  Form  300  u+u  be- 
griffen.  Alie  achtzig  Zahlen.  fflr  welche  « einerlei  Werth  hat,  finden  sich  in 
Einer  verticalen  Columne,  und  solcher  Columnen  enthiilt  jede  Seitc  dreissig.  Jede 
Seitc  umfasst  also  von  ncuntausend  in  der  natftrlichen  Ordnung  fortschreitenden 
Zahlen  alie,  welche  durch  2,  3 oder  5 nicht  theilbar  sind. 

Die  Methode,  nach  welclier  Herr  BmtciuiAJtDT  seine  Tafel  construirt  hat. 
verdient  hier  noch  eine  besondere  Erwahnung.  Er  liess  ein  Netz  in  Kupfer  ste- 
chen,  wo  durch  81  horizontale  und  78  verticale  Linicn  ein  in  80  x 77  d.i.  6160 
kleine  Quadrate  gctheiltes  Rcchteck  gebildet  wurde,  und  davon  die  nothige  An- 
zahl  von  Abdrucken  machen.  An  der  Scite  konnten  sogleich  die  achtzig  Werthe 
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\on  a mit  gestochen  wcrden ; die  Werthe  von  300»  in  fortlaufender  Ordnung 
wurden  mit  der  Fcder  Qber  die  77  verticalen  Columnen  geschriebeu.  So  stellt 
jedes  Blatt  alie  dorcb  2,  3 und  5 nicht  tbeilbaren  Zahlen  vor , welche  unter  je 
23100  in  nattlrlicher  Ordnung  fortschreitenden  Zahlen  befindlich  sind,  und  44 
Bl&tter  sind  hinreicliend,  eine  ganze  Million  zu  umfassen.  Man  sieht  leicht.  dass 
dic  Zahlen.  deren  kleinster  Theilcr  7 oder  11  ist,  auf  jedem  folgenden  Blatte  in 
derselben  Ordnung  wiedcrkehren , daher  diese  Divisoren  sogleich  auf  die  Kupfcr- 
platte  gestochen  wcrden  konnten , und  mithin  auf  jedem  Blatte  schon  von  selbst 
an  den  gehOrigen  Plfitzen  ersehienen.  IJm  nun  die  folgenden  Divisoren  z.  B.  13 
einzutragen , nahm  Herr  B.  von  einem  uberzaliligen  Blatt  der  Breite  nach  bloss 
1 3 Columnen , und  indem  er  dasselbe  ais  den  Anfang  seiner  Tafcl  betrachtete, 
schnitt  er  alie  die  Quadrate , die  den  Divisor  1 3 onthalten  mussten , aus.  Er 
brauchte  also  dieses  Gitter  nur  auf  die  dreizchn  ersten  Columnen  des  ersteu  Blat- 
tes  zu  legen , danu  auf  die  dreizchn  folgenden  u.  s.  w. , um  sogleich  alie  PlStze  zu 
sehen , die,  in  so  fern  sie  nicht  schon  7 oder  11  enthielten,  mit  13  ausgefiillt 
wcrden  mussten.  Eben  so  wurde  nachlier  mit  dem  Divisor  17  u.  s.  w.  verfahren. 
Bis  zuin  Divisor  7 3 reichten  auf  diese  Weisc  dic  flbcrzahligen  Blatter  hin:  fflr 
die  grOssern  Divisoren  79,83  u. s.  w.  schcint  Herr  B.  den  Rahmen  aus  zwei  oder 
melireren  Theilen  zusammengesetzt  zu  haben.  Bei  den  Divisoren  hiugegen , die 
Uber  500  hiuausgehen,  zog  Herr  B.  vor,  die  Vielfachen  durch  Addition  zu  suchen. 
wobei  er  fdr  den  andem  Factor  bloss  die  Primzahlen  zu  nehmen  brauchte.  Wir 
hnden  diess  ganze  Yerfahren  liOchst  zweckmassig,  und  wurden  es  allen  denen  zur 
Nachahmung  empfehlen , die  etwa  Neigung  haben  sollten , die  Tafcl  noch  weiter 
fortzusetzen.  Fttr  dic  dritte  und  vierte  Million  liat  inzwischen  der  Verfasser  selbst 
schon  einen  grosseu  Theil  der  Kechnuugcn  ausgefilhrt,  daher  wir  gcgriindele  Hoff- 
nung  liaben,  auch  diese  deinnaclist  durch  deu  Druck  bekannt  gemacht  zu  sehen. 


Gdltingtsche  gelebrle  Anrvigcn.  IMft  November  7. 

Tablea  des  diviseurs  pour  tuus  lex  nombres  du  troisirme  million,  ou  plus  exacte- 
metit,  depuis  2028000  <1  3030000,  aeee  lex  nombres  premiers  qui  sg  trouvent,  par 
J.  Chb.  Bcbckhardt,  membre  de  iacademie  rogale  des  Sciences,  du  bureau  des  longi- 
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tudes  de  France  et  de  plusieurs  autres  societis  savantes.  Paris  1816  Mm'  V‘ 
Courcier.  (112  Seiten  in  Folio.) 

Da  wir  bereits  bei  der  Anzeige  der  Tafel  fittr  die  Kactoren  der  zweiten  Mil- 
lion  die  von  dem  verdienten  Verf.  angewandte  Bereclmungsmethode  and  die  Ein- 
richtung  der  Tafel  selbst  umstandlieh  beschrieben  haben,  so  kUnnen  wir  uns  hier 
mit  der  blossen  Anzeige  von  der  Erscheinung  der  Tafel  ftlr  die  dritte  Million  be- 
gniigen.  In  Kurzem  haben  wir  nun  auch  noch  die  Tafel  fflr  die  erste  Million,  anf 
dioselbe  Art  dargestellt  von  dem  Verf.  zu  erwarten,  so  dass  dann  die  ganzc  Tafel 
bis  Uber  drei  Millionen  nur  einen  massigen  Band  ausmachen  wird.  Dem  Verf. 
gebuhrt  daffir  der  Dank  aller  Freunde  der  Arithmetik,  die  durch  diese  mUhsame 
Arbeit  ein  BedUrfniss  in  einer  Ausdehnung  bcfricdigt  sehen,  dic  alles,  was  man 
noch  vor  wenigen  Jahren  zu  hoffen  wagen  konnte,  weit  Uberateigt. 


Gottingische  gelehrte  Anzeigen.  t A 1 7 Auguitt  t. 


T abies  des  diviseurs,  pour  tous  les  nombres  du  premier  million,  ou  plus  exacte- 
ment  depuis  1 d 1020000,  avec  les  nombres  premiers  qui  s’p  trouvent;  par  J.  Ctm. 
Bobckhakdt , membre  de  f acadimie  des  Sciences  dans  l'institui  royal , du  bureau  des 
lonpitudes  de  France.  et  de  plusieurs  autres  sociitis  savantes.  Potis  1817.  3fm' 
V * Courcier.  (114  Seiten  in  Folio.) 

Indem  wir  uns  hier  auf  die  Anzeigen  der  Tafeln  fiir  die  zweite  und  dritte 
Million  beziehen , kflndigen  wir  jetzt  bloss  das  wirkliche  Erscheinen  dieser  Facto- 
rentafeln  fUr  die  erste  Million  an.  Wir  besitzen  also  nunmehr  ein  zusammenhan- 
gendes  Ganzcs  fUr  die  drei  ersten  Millionen.  FUr  die  gegenw&rtige  erste  Million 
bediente  sich  der  Verfasser  theils  des  Cribrum  Arithmeticum  von  Chxsbac,  theils 
einer  handschriftlichen  Tafel  von  Schemhakk  , welche  die  Bibliothek  des  Kfinigli- 
chen  Instituta  besitzt.  Letztere  war  indessen  nicht  ganz  mit  aller  zu  wdnschen- 
den  Sorgfalt  construirt,  und  die  Entscheidung  in  F&llen,  wo  beide  von  einander 
abwichen,  welche  von  beiden  Recht  habe,  war  oft  ziemlich  tnUhsam.  In  der 
Chexnac’ schen  Tafel  zeigte  sich  nur  eine  sehr  geringe  Anzahl  von  Fehlern,  welche 
Herr  Bcrckhardt  hier  mitgetheilt  hat. 
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Auch  fQr  die  vierte . fflnfte  und  sechste  Million  hat  der  Verf.  die  Materia- 
lien  bereits  grdsstentheils  vorrSthig , uud  er  erbietet  sich , diese  Fortsetzung  zu 
liefern,  wenn  der  Verleger  durch  einen  hinreichenden  Absatz  der  drei  ersten  Mil- 
lionen  aufgemuntert  wird.  Es  ware  in  der  That  selir  zu  beklagen,  wenn  die  Fruchtc 
einer  so  mQhsamen  und  ntltzlichen  Arbeit  der  Welt  entzogen  werden  soli  teri 


Gtittinpiwho  getchrbu  Ansoigrn.  isi:>  December  t». 


Der  Kiinigl.  Societ&t  ist  abseiten  des  Herrn  Ekculnoek  zu  Thuningcn  im  Ka- 
nigreich  WQrtembcrg  eine  kleiue  Abhandluug  vorgelegt  worden , welche  die 

Geometrische  Cmstruction  des  regelmflssigen  Siebenzehnecks 

zum  Gegenstande  hat.  Die  Allgemeine  Theorie  der  regelmUssigen  Vieleeke  hat 
bekanntlich  durch  die  innige  Verbindung,  in  welche  sie  mit  der  hOhern  Aritlime- 
tik  gebracht  ist,  eine  neue  Gestalt  und  Erweiterung  erhalten;  ein,  wenn  gleich 
verhiiltnissmassig  nur  kleiner  Theil  dersclben  ist  die  Theorie  deijenigen  Vieleeke, 
die  sich  geometrisch  beschreiben  lassen.  Seit  dem  Zcitalter  der  Griechen  wusste 
nian,  dass  das  Dreieck,  Fttnfeek,  Funfzehneck  und  alie  diejenigen  Vieleeke,  wel- 
che durch  Verdopplung  oder  wiederliolte  Verdopplung  der  Seitenzahl  aus  diesen 
entspringen  , jene  Eigenschaft  haben , und  man  glaubte , behauptete  auch  wohl 
ausdrflcklich.  dass  dieses  die  einzigen  seien.  Die  hiihere  Arithmetik  hat  gelehrt. 
dass  dieses  ein  Irrthum  war : indem  sie  die  wahren  Quellen  der  ganz  allgemeinen 
Theorie  offen  legte,  ergab  sich  von  selbst.  dass  es  ausser  den  genannten  Vielecken 
noch  unzahlige  andere  gibt,  die  geometrisch  construirt  werden  kSnnen . von  de- 
nen  das  Siebenzchneck  das  einfachste  ist.  Die  Ueberlcgenheit  der  Analyse,  welche 
das  Allgemeinste , wie  das  Besondere  mit  glcicher  Leichtigkeit  umfasst,  fiber  die 
Geometrie,  die  immer  beim  Besondern  stehen  bleiben  muss.  beim  Fortschreiten 
von  den  einfachem  FSUen  zu  den  zusaminengesetztern  durch  stets  vergrosserte 
Verwicklung  aufgehaltcn  wird,  und  jenen  den  bekannten  nachsten  Fall  schwerlich 
jemals  ohne  fremde  Httlfe  erreicht  hatte,  zeigt  sich  dabei  im  hellsten  Lichte.  ln- 
zwischcn  ist  es  immer  wichtig . interessant  und  wflnschenswerth . dass  auch  die 
rein  geometrischen  Behandlungen  fortwahrend  cultivirt  werden,  und  dass  die  Geo- 
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metrie  wenigstens  einen  Theil  der  ncucn  Felder,  die  die  Analyse  erobert,  sich 
aneigne.  Ref.  ist  nicht  bekannt,  dass  bisher  jemand  die  Construction  des  Sieben- 
zehnecks  offentlich  behandelt  hfitte,  ausser  Herm  Paukek  in  den  Schriften  der 
Kurl&ndischen  Gesellschaft  und  in  seiner  Geoinetrie.  Verschicden  davon  und 
mehr  im  rein  geometrischen  Geiste  durchgeffihrt  ist  die  von  Hm  Krchinoer,  welche 
in  Folgenden  l>estcht.  (Die  dazu  gehbrige  Figur,  cinc  gerade  Linie.  auf  welcber 
der  Folge  nach  dic  Pigikte  DB  GA1FCE  liegen,  kann  jeder  sich  selbst  zeich- 
nen.)  Eine  nach  Gefalleu  angenoininene  gerade  Linie  AB  verlangere  man  rfick- 
w&rts  und  vorwfirts  nach  C und  D so.  dass  /ICx  BC  = AJ)  x BD  — 4 AB  X AB 
werdeu ; feruer  bestimme  man  die  Punkte  E,  G an  beiden  Seilen  der  verlSnger- 
ten  Linie  CA  so,  dass  AEx  EC  = AGxCG  — ABx  AB,  imd  den  Punkt 
F aufderSeite  A der  verlangerten  Linie  B .1  so,  dass  AF  x I)F  — AB  x AB 
wird ; cndlich  theile  man  A E in  I so,  dass  AI  x EI—  AB  x A F werde.  wo 
AI  der  kleinere,  und  EI  der  grdssere  Abschnitt  von  A E ist.  Man  mache 
dann  ein  Dreieck,  in  welchem  zwei  Seiten  jede  — AB,  die  dritte  = AI  wird. 
Beschreibt  man  um  dieses  Dreieck  einen  Kreis,  so  wird  AI  die  Scite  des  in  den 
Kreis  bcschriebenen  regelmassigen  Siebenzchnecks  sein. 

Wenn  man  die  Riclitigkeit  dieser  Construction  durch  die  Vergleichung  mit 
der  in  den  Disquisitiones  Arithmeticae  Art.  351  ais  ein  Beispiel  aufgeslellter  Theo- 
rie des  Siebenzchnecks  priift , so  bemerkt  man  leicht,  dass  jene  nichts  anders  ist, 
ais  die  geometrische  Uebersetzung  derjenigen  Gleichungen , auf  welche  die  An- 
wenduug  der  allgeiucincn  Theorie  fOhrt:  in  der  That  sind  die  Entfernungeu  der 
Punkte  C,  D.  E,  F,  G,  I von  A nichts  anderes,  ais  dic  GrSssen,  die  a.  a.  O.  mit 
(8.  I),  (8.3),  (4.  I),  (4.3),  (4.9),  (2.  1)  bezeichnet  sind,  wenn  man  das  positive  und 
negative  Zeichen  durch  die  Lage  ausdruckt,  und  die  Eutfernuug  des  Punktes  B 
von  A in  eben  dem  Sinn  genommen  = — t setzt.  Allein  das  eigentlich  Ver- 
dienstliche  der  Abhaudlung  des  Hrn.  Ebchingeb  bcstcht  nicht  sowohl  in  der  Auf- 
stellung  der  Construction  selbst,  da  die  Analyse  bercits  den  einfachstcn  Weg  vor- 
gezeichuet  hatte,  ais  in  der  rein  geometrischen  BegrClndung  ihrer  Riclitigkeit,  und 
diese  ist  mit  so  musterhafter  miihsamer  ISorgfalt,  alles  nicht  rein  Elementarische 
zu  vermeiden,  durchgeffthxt , dass  sie  dem  Verf.  zur  Ehre  gcreicht,  und  den 
Wunsch  veranlasst , dass  sein  in  der  That  nicht  gemeines  mathematisches  Talent 
alie  Aufmunterung  findeii  inflge. 
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Gdttinf^wchv  gelvhrtv  Anzcigen.  ISSI  Juli  u. 


Untersvchungen  Uber  die  Eigenschaften  der  positiven  temBren  quadrati- 
schen Formen  von  Lrowio  Auouer  Seebeb  , Dr.  der  Philosophie,  ordentl.  Pro- 
fessor der  Phgsik  an  der  UniversitSt  in  Freiburg.  Freiburg  im  Breisgau  I S 3 1 . 
(248  S.  in  4.) 

Die  Functionen  zweier  unbestimmten  (i  ros  seu  x und  y von  der  (iestalt 
axx-\-1bxg-\-cgg , wo  a,  b,  c bestimmtc  ganze  Zahlen  vorstellen , bilden  be- 
kanntlich  unter  dem  Xamen  der  quadratischen  Formen,  oder,  wo  eme  weitere  Un- 
terscheidung  erforderlich  wird , der  binSren  quadratischen  Formen , einen  der  in- 
teressantesten  und  reichhaltigsten  (iegenstande  der  liSheren  Arithmetik.  Die  da- 
bci  zunfichst  vorkommenden  Aufgaben : zu  entscheiden,  ob  eine  solche  gegebene 
Form  eine  andere  dx'x'-\-  2 bxg  f- cg'g ' unter  sich  begreift,  d.  i.  durch  eine  Sub- 
stitution  x = nr’+  fjg',  g = yx'-{-&g',  in  welcher  a,  t>,  y,  £ ganze  Zahlen  sind, 
in  dieselbe  verwandelt  werden  kann;  ob  eine  solche  Relation  zweier  Formen  eine 
gegenseitige  ist,  wo  die  Formen  iiquivalent  heissen;  feruer  in  beiden  Fallen  alie 
mOglichen  Umformungen  der  einen  in  die  andere  anzugeben ; endlich  alie  m6g- 
lichen  Darstolluugen  einer  gegebenen  ganzen  Zahl  durcli  eine  gegebene  Form  ver- 

mbge  ganzer  Werthe  der  unbestiramten  (irfissen  aufzutindcn diese  Aufgaben 

sind  in  den  Disquisitiones  Arithmeticae  vollstfindig  aufgel6.se  t,  maclien  aber  von 
dem  die  quadratischen  Formen  betreffenden  Abschnitte  dieses  Werks  nur  den  bei 
weiton  kleineren  Theil  aus.  Die  darauf  folgenden  feineren  Untersuchungen  er- 
forderten  zum  Theil  eine  vorlftulige  Bcarbeitung  eine*  um  eine  Stufe  hbheren  und 
viel  grOsse  re  Schwierigkeiten  darbietenden  Feldes , nemlich  der  Lehre  von  ahn- 
lichen  Functionen  dreier  unbestimmter  Grfissen  x,  g,  z,  welche  also  die  (iestalt 
haben  a x x -J-  bgg  -(-  c s z -)-  2 ag  z -f  - 2 6' 'xi  -f-  2 cxg.  und  terniire  quadratische  For- 
men heissen.  Die  AuflGsung  der  diese  teruaren  Formen  betreffenden  Hauptauf- 
gaben  ist  in  dem  crw&hntcn  Werke  entwickelt,  jedoch  nur  so  wcit,  ais  zu  dem 
angezcigten  Zwecke  nothwendig  war.  Nach  einem  Zwischenrauiu  von  dreissig 
Jahren  hat  nun  der  Verfasser  des  vorliegenden  Werks  zuerst  diese  Untersuchun- 
gen  wieder  aufgenommen , und  in  Beziehung  auf  die  eine  Hauptgattung  der  ter- 
n&ren  Formen,  nemlich  die  positiven,  dasjenige  was  in  den  Disquisitiones  Arith- 
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meticae  unvollendet  gelassen  war . zur  Vollst&ndigkeit  gebracht.  Fflr  diejenigen, 
welche  aus  der  hOheren  Arithmetik  cin  tieferes  Studium  gemacht  haben,  wflrden 
wir  dasjenige,  wasjn  dem  vorliegendeu  Werke  Neues  geleistet  ist,  mit  wenigen 
Worten  bezeichnen  konnen;  allein,  um  auch  andern  verstandlich  zu  scin , mfls- 
sen  wir  uns  etwas  mehr  AusffLhrlichkeit  verstatten,  und  wir  thun  dies  um  so  be- 
ber , da  diese  Untersuchungen  auch  ausserhalb  des  Gebietes  der  hOheren  Arith- 
metik ein  eigenthiimliches  Interesse  haben. 

Die  Eigenschaften  einer  binaren  Form  axx-\-  2 bxy  cyy  h&ngen  vor- 
nohmlich  von  der  Zahl  bb — ac  ab.  welche  daher  der  Determinant  jener  Form 
heisst.  Zwci  iiquivalcute  Formen  haben  allemal  gleiche  Determinanten.  Allein 
nicht  alie  Formen,  die  einen  gegebeneu  Determinanten  haben.  sind  durum  schon 
Squi  valent , vielmelir  zerfallen  solehe  Formen  in  eine  kleiuere  oder  grSssere,  aber 
stets  endliche  Anzahl  von  Klassen,  so  dass  die  zu  einerlei  K lasse  gehorigeu  unter 
sich  aquivalent,  die  zu  verschiedenen  Klassen  gehorenden  hingegen  nicht  aqui- 
valent  sind.  Durch  Formen,  deren  Determinant  positiv  ist.  lassen  sich  ohne  Un- 
terschied  positive  und  negative  Zalilen  darstcllen;  hingegen  durch  F’ormen  mit 
negative m Determinanten  sind  nur  solehe  Zalilen  darstellbar,  welche  mit  a und 
c einerlei  Zeichen  haben,  daher  hier  positive  und  negative  Formen  unterscliieden 
werden.  Die  einfachsten  Formen  in  jeder  Klasse  haben  bestimmte  Kriterien, 
heissen  reducirte  Formen,  und  konnen  ais  Reprasentanten  der  ganzen  Klasse  be- 
trachtet  werden. 

Aehnliehe  Verhaltnisse  in  Beziehung  auf  die  tern&ren  Formen  sind  in  den 
Disquisitiones  Arithmeticae  nacligewiesen.  Determinant  der  ternftren  Form 

axx-\-byy 2 cxy 

heisst  die  Zahl 

a a’a'-\-  bb'b-\-cc'd  — abe  — 2 a'b'c 

Auch  hier  ist  zur  Aequivalenz  zweier  Formen  die  Uleichheit  der  Determinanten  er- 
fordcrlich,  aber  nicht  zureiehend,  soudem  sKmmtliche  Formen  mit  einem  bestimm- 
ten  Determinanten  zerfallen  in  eine  endliche  Anzahl  von  Klassen.  in  deren  jeder 
die  einfachsten  Formen  reducirte  heissen  kOnnen  und  alie  Ubrigen  gleichsam  re- 
prfisentiren.  Mit  dem  Unterschiede  zwischcn  positiven  und  negativen  Formen  ver- 
halt  es  sich  aber  hier  anders.  ais  bei  den  binfirep  Formen.  F’ilr  jeden  gegebenen 
Determinanten,  er  sei  positiv  oder  negativ,  gibt  es  theils  Formen,  durch  welche  . 
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ohne  Fnterschied  positive  und  negative  Zahlen  darstellbar  sind  findifferente  For- 
men) , tlieils  solche  Formen , durch  die  entweder  liur  positive  oder  nur  negative 
Zahlen  sicli  darstellen  lassen  (positive  oder  negative  Formen  ; allein  positive  For- 
men gibt  es  nur  filr  negative  Determinanten.  und  negative  nur  fOr  positive,  l e- 
li  rigens  ist  es  von  selbst  klar,  dass  die  Qualification  eincr  Form . insofem  sie  in- 
different,  positiv  oder  negati v ist,  zugleich  der  ganzen  Klasse,  zu  welchcr  siege- 
hflrt,  zukomiut.  Das  vorliegende  Werk  beschrSnkt  sich  auf  die  posltiven  For- 
men , deren  Determinanten  also  negutiv  sein  mflssen : offenbar  findet  aber  alles, 
was  von  diesen  gilt,  von  selbst  seinel  ebertragung  auf  die  negati  ven  Formen,  wfih- 
rend  die  in  dem  Werke  ganz  ausgeschlossenen  indifferenten  Formen  eine  ganz 
abweichendc  Bchandlnng  crfordern. 

In  den  Disquisitiones  Arithmeticae  war,  wie  schon  erwahnt  ist,  die  Theorie 
der  temaren  Formen  nur  so  weit  entwickelt,  ais  filr  den  dortigen  Zweck  nOthig 
war,  und  daher  die  Aulgabe,  die  Aequivalenz  zweier  gegebenen  tern&rcn  Formen 
zu  entscheideu , noch  nicht  in  vollstiindiger  Allgemeinheit  aufgeliiset.  Zwar  war 
daselbst  gezeigt , wie  man  zu  jeder  vorgegebenen  Form  eine  aquivalende  der  ein- 
fachston  Art  finden , und  dass  cs  solcher  reducirten  Formen  filr  jeden  gegebenen 
Determinanten  nur  eine  endlichc  Anzahl  geben  kOnne;  allein  da  es  in  jeder  Klasse 
mehrere  solcher  reducirten  Formen  gibt , die  sich  nicht  in  allen  Fallen  sogleich 
ais  aquivaleut  ergeben,  so  fehlte  noch  ein  Kriterium.  woran  man  die  Aequivalenz 
oder  Nicht- Aequivalenz  solcher  Formen  mit  Cicwissheit  erkennen  kann.  Dieses 
BodQrfniss  hat  nun  der  Verfasscr  des  vorliegenden  Works  in  Bczichung  auf  die 
positiven  Formen  vollst&ndig  und  mit  musterhafter  Grdudlichkeit  gehoben.  Sein 
Yerfahreu  ist  ttbrigens  etwas  auders  eingekleidet , ais  wir  die  Sache  so  eben  aus- 
gesprochen  liaben,  und  wie  sie  sich  verlialton  musste,  wenn  man  in  den  Begriff 
der  reducirten  positiven  Formen  nur  die  wesentlichsten  Bedingungcn  der  gross- 
tew  Einfachheit  aufnimtnt,  welclie  in  dem  Fall  der  positiven  Formen  die  sind, 
dass  die  (ihrer  Natur  nach  positiven)  Zahlen  a.  b,  e nicht  kleiner  sein  dflrfen,  ais 
respective  b'  oder  c\  a'  oder  c,  a'  oder  b'  ohne  Riioksicht  auf  die  Zeichen.  Herr 
Skkbeh  hat  neuilich  dem  Begrifle  der  reducirten  Formen  noch  solche  Modificatio- 
nen  hinzugesetzt,  dass  es  in  jeder  Klasse  immer  nur  Eine  der  Art  geben  kann, 
Eine  aber  geben  muss.  Wegen  eines  schSncn  von  llcrrn  Seebeb  durch  Induction 
gefundenen  weiter  unten  noch  zu  erwahnendcn  Theorems  ffihren  wir  hier  die 
Hauptbcdingungen,  wclche  Ilr.  S.  in  den  Begriff  der  reducirten  Formeja  aufge- 
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norarnen  hat,  an:  diese  sind  1)  dass  unter  den  Zahlen  a,  b'.  c'  nicht  zwei  von 
entgcgengesetzten  Zeichen  sein  dfirfen ; 2)  dass  ohne  Rdcksicht  auf  das  Zeiehen 
2 b'  und  2 c'  nicht  grosser  al.s  a scin  dfirfen,  ferner  a und  ia'  nicht  grosser  ais 
b,  uud  b nicht  grSsser  ais  c;  3)  dass  in  dem  Fall,  wo  a,  b',  c'  zugleich  ncgativ 
sind,  die  doppeltc  Summe  dieser  Zahlen  nicht  grOsser  ais  a -j- b sein  darf.  Die 
ilbrigen  noch  ftir  einige  specielle  Falle  hinzukommenden  Modificationen  kOnnen 
wir  hier  (ibergehen. 

Den  Hauptinhalt  des  Werkes  macht  nun  zuerst  die  AuflOsung  der  Aufgabe 
ans,  zu  jeder  gegebenen  positivcn  Form  einc  aquivalente  zu  finden,  die  nach  der 
fcstgesetzten  Definition  den  Character  einer  reducirten  hat,  und  dann  der  strenge 
Beweis  des  Lehrsatzes , dass  zwei  nicht  ideutische  reducirte  Formen  nicht  aqui- 
valetit  sein  konnen , oder  was  dasselbe  ist,  dass  es  in  jeder  Klasse  nur  eine  redu- 
cirte Form  gibt.  Dem  Geiste  der  Griindlichkeit,  womit  diese  Gegenstande  durch- 
geftthrt  sind , mflssen  wir  volle  Gcrcchtigkcit  widcrfahren  lassen , und  wenn  wir 
es  dabei  bcdauern  mflssen , dass  damit  eine  sehr  grosse  und  vielleiclit  manchen 
abschreckende  WeitlSuftigkeit  verbunden  gewesen  ist,  da  die  Aufldsung  des  Ihrob- 
letns  41  Seiten,  und  der  Beweis  des  Tlieorems  91  Seiten  einnimmt.  so  wollcn  wir 
diess  doch  keinesweges  ais  einen  Tadel  angesehen  wissen.  Wenn  ein  schwieriges 
Problem  oder  Theorem  aufzulBsen  oder  zu  bcwciscn  vorliegt . so  ist  allezeit  der 
erste  und  mit  gebtthrendem  Danke  zu  erkennende  Schritt,  dass  uberhaupt  eine 
Auflosung  oder  ein  Beweis  gefunden  werde,  und  die  Frage,  ob  diess  nicht  auf  eine 
leichtere  und  einfachere  Art  hStte  geschehen  konnen , bleibt  so  lange  eine  mOs- 
sige,  ais  die  Mdglichkcit  nicht  zugleich  durch  die  '1'hat  entschiedcn  wird.  Wir 

halten  es  daher  fUr  unzeitig , hier  bei  dieser  Frage  zu  verweilen. Der  fibrige 

Theil  des  Werkes  enthhlt  noch  hauptsBchlich  die  mitgleicher  Griindlichkeit  durch- 
gefiihrten  AutiBsungen  der  Auigaben:  zu  entscheiden,  ob  eine  gegebene  Form 
eine  andere  gegebene  ilir  nicht  aquivalente  Unter  sich  begreife;  alie  mOglichen 
Transformationen  einer  gegebenen  Form  in  eine  gegebene  aquivalente  oder  nur 
unter  ihr  begriffene  zu  finden;  endlich  fflr  einen  gegebenen  Determinanten  alie 
moglichen  Klassen  positiver  tertiarer  Formen  anzugeben. 

Wir  mflssen  noch  bemerken,  dass  Herr  Seebeb  dieGestalt  derternSren  For- 
men etwas  anders  gefasst  hat,  ais  in  den  Disquisitiones  Arithmeticae  geschehen 
war,  wo,  mit  Vorbedacht,  die  Coefficienten  der  Producte  yz.  n,  xy  ais  gerade 
Zahlen  vorausgesetzt  waren , wogegen  Ilr.  >S.  auch  ungerade  zulasst , und  daher 
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mit  d,  6',  e bezeichnet,  was  oben  mit  2«',  2 6',  2 c'  bezeichnet  war.  Offenbar 
ist  die  grOssere  AUgemeinheit,  welche  dadurch  crreicht  wird,  nur  scheinbar.  oder 
doeh  fiberflUssig,  da  alles  was  von  solchen  Formen  mit  ungeraden  Coefficienten 
gesagt  werden  kann,  sieh  auch  von  selbSt  ergibt,  wenn  man  anstatt  derselben  ihr 
Doppeltes  in  Betracht  zieht:  wir  kSnncn  daher  diese  Abiinderung.  wodurch  flber- 
diess  einiger  Vcrlust  an  Einfachheit  entsteht , nicht  billigen.  Eine  Folge  davon 
ist  gcwesen.  dass  das,  was  Herr  Seeber  Determinant  nennt,  allemal  das  Vierfache 
von  der  Zahl  ist , welche  in  den  Disquisitiones  Arithmeticae  diescn  Namen  ffllirt. 
In  gegenw&rtiger  Anzeige  liaben  wir  die  Terminologie  der  Disquisitiones  Arithme- 
ticae beibehalten. 

Bei  dem  zuletzt  erwShnten  Problera  (zu  jedem  gegebenen  Determinanten 
alie  mttglicheu  reducirten  Formen  anzugeben)  hat  Herr  Sekbeb  , um  Grenzen  ftir 
die  drei  ersten  Coefficienten  zu  haben,  ein  Theorem  benutzt,  vermfige  dessen  das 
Product  derselben  abc  nicht  grbsser  sein  kann,  ais  der  dreifache  Determinant. 
Dieses  Theorem  ist  von  Hn.  Seebeb  strenge  bewiesen;  allein  in  der  Vorrede  be- 
merkt  er,  dass  er  unter  mehr  ais  600  von  ihra  untersuchten  Fallen  nicht  einen 
einzigen  gefunden  habe,  wo  jenes  Product  das  Doppelte  des  Determinanten  flber- 
schritten  hfitte,  und  halt  es  daher  ftlr  hOchst  wahrscheinlich , dass  diese  engere 
Begrenzung  allgemeingOltig  sei;  es  sei  ihm  jedoch  nicht  gelungen,  einen  strengen 
Beweis  dafflr  zu  iindcn.  Da  dieses  auf  dem  Wege  der  Induction  von  Herrn  See- 
bkb  gefundene  Theorem  sowold  an  sich  merkwflrdig . ais  fttr  die  Abkfflrzung  der 
Auflbsung  der  erwalinten  Aufgabe  wichtig  ist,  so  wollen  wir  hier,  um  auch  un- 
sererseits  in  dieser  Anzeige  einen  Beitrag  zur  Vervollkommnung  dieser  Theorie  zu 
geben,  einen  sehr  einfachen  Beweis  beiffigen.  Es  mflssen  dabei  zwei  Fiille  unter- 
schieden  werden. 

I.  Wenn  von  den  Zahlen  o',  6',  c'  keine  negativ  ist,  so  setsse  man 

6 — 2 a' = d,  c — 26’=:«,  a — 1c  — f 
c — 2 d = </,  a — 26'=  h.  6 — 2c'=» 

wo  aus  der  Definition  der  reducirten  positiven  Formen  sogleich  folgt,  dass  wenn 

axx-]-byy-{-czz-\-  2a[yr-f-  26'xz-f-  2c‘xy 

eine  solche  ist,  keine jener  sechs  Zahlen  negativ  ist,  so  wie  sich  von  selbst  ver- 
steht . dass  a,  6,  c positi  v sind.  Bezeichnet  man  nun  den  (negativen)  Determi- 
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n&nten  der  Form  darch  — D,  so  hat  man,  wie  man  sich  durch  die  Entwickelung 
leiclit  Oberzeugt,  die  identischc  Gleichung 

2 23  — abc  — add-\-bb'e-\-ccf-\-dhi-\-b'gi-\-c'gh-\~ghi 

in  weleher  keines  der  sieben  Glicder  zur  Rechten  negativ  sein  kann,  und  folglich 
abc  niclit  grSsser  ais  2 23.  Dasselbe  folgt  auf  gleiche  Weise  aus  der  identischen 
Gleichung  4 

2 23  — abc  = adg  -\-bb'h-\-cc'i-\-def-\-Vdf-\-c'de-\-def 


II.  Wenn  keine  der  Zahlen  d,  b',  c'  positiv  ist,  setze  man 

A+2a'  = d,  c+26'=«.  a-f-2c'=/ 
c-+-2a'=^,  a+2fc'=  A,  6+2c'==  i 

A-f—  c-f- 2o -j—  2 b — 2 d 3=  k 
a c-f- 2u 2 b -f- 2c  l 
o+6-+-2o'+26'-(-2c'  = m 

und  den  Determinanten  der  Form  wie  vorhin  = — 23.  VermSge  der  Defini tioti 
der  reducirten  positiven  Formeu  wird  keine  der  neun  Zahlen  d,  c,f,  g,  A,  i,  k,  l,  m 
negativ  sein  konnen,  und  so  ergibt  sich  aus  der  identischen  Gleichung 

6 /3 — 3 abc  — — aa{d-\-ik)  — bb'(e-\-2l) — cc'(f-\-2m) — a'A» — b'gi — c'yh-\-def-\-  Igh  i 

in  weleher,  weil  a',  b',  d nicht  positiv,  sondern  negativ  oder  Null  sind,  alie  Glie- 
der  zur  Rechten  positiv  oder  Null  werden,  dass  3 abc  nicht  grOsser  ais  6 23,  oder 
abc  nicht  grosscr  ais  2 D sein  kann.  Dasselbe  folgt  cben  so  aus  der  identischen 
Gleichung 

623 — 3 abc  = — aa'(0-f-2A)—  bb'[h-\-2l) — cc’(»+2bi} — a' e/ — b'df — c'de+2def-\-ghi 

Beide  Gleichungen  sind  symmetrisch.  Verzichtct  man  auf  vGllige  Symmetrie,  so 
ist  der  Beweis  mit  einer  noch  geringem  Anzahl  von  Gliedern  zu  fiihren,  z.  B.  durch 
die  identischc  Gleichung 

823 — 4 afte  = — 2aa'(g-)~  k)  — 2 6A'(e-f-2) — 4cc,M-f-(c-l-e)d/‘+(c-f-^]  Ai 

25 
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Wir  wollen  nun  noch  einiges  fiber  die  Bedeutung  der  positiven  bin&ren  und 
teroaren  quadratisehen  Formen  ausscr  dem  (lebiete  der  hfiheren  Arithmetik  hin- 
zusctzcn:  von  den  negati ven  besondcrs  zu  handeln  ist  unnbthig,  und  die  indiffe- 
renten  entziehen  sicli  dicscr  Beliandlung  ganz. 

Die  positive  bin&re  Forni  axx-\-2bxy  + cgg  stellt  allgemeiu  das  Quadrat 
der  Entfernung  zweier  unbestiinmter  Punktc  in  eincr  Ebene  vor,  deren  Coordi- 
naten  in  Bezffehung  auf  zwei  unter  einem  Winkel,  dcsscn  Cosinus  = ist, 
gegen  einander  geneigte  Axen  um  x\la,  y\jc  verschieden  sind.  Insofcm  x und  y 
also  nur  ganze  Zahlen  bedcuten  sollcn,  bezicht  sich  die  Form  auf  ein  System  pa- 
rallelogrammatisch  geordneter  Punkte,  die  in  den  Durchschnittcn  zweier  Systeme 
von  Parallellinien  liegen.  Die  Linien  jedes  Systems  sind  in  gleichen  Entfemun- 
gen  von  einander,  und  zwar  sind  dic  des  einen,  wenn  sie  parallel  mit  den  Linien 
des  zweiten  gemessen  werden,  = \ja\  die  Entfernungen  $es  andern,  parallel  mit 
den  Linien  des  ersten  gemessen,  = \Jc:  die  Neigung  beirler  Systeme  gegen  cin- 
ander  dic  oben  angegebene.  Auf  diese  Weise  erschcint  die  Ebene  in  lauter  gleiche 
Parallclogramme  getheilt,  deren  Eckpunkte  das  Punktensystem  ausmachen,  ohne 
dass  irgend  einer  der  Punkte  innerhalb  eines  Parallelogramms  fallen  kann.  Der 
Determinant  mit  positivem  Zeichcn  genommen,  also  ac  — bb,  bedeutet  das  Qua- 
drat des  Flficheninlialts  eines  Elementar-  Parallelogramms.  Ein  und  dasselbe  Sy- 
stem solcher  Punkte  kann  auf  unendlich  viele  verschiedene  Artcn  parallelogram- 
matisch  abgetheilt,  und  also  auf  ebenso  viele  verschiedene  Formen  zurflckgefilhrt 
werden:  alie  diese  verschiedeuen  Formen  sind  aber,  was  in  der  Kunstsprache 
fiquivalent  heisst,  und  der  Inlialt  eines  Elementar- Parallelogramms  bleibt  alle- 
mal  derselbe.  Zwei  Formen,  die  nicht  aquivalent sind,  von  denen  aber  die  eine 
die  andere  unter  sich  begreift , bcziehen  sich  auf  dasselbe  System  von  Punkten, 
aber  die.  erstere  Form  auf  das  ganze  System , die  zweite  auf  einen  Theil.  Zwei 
Formen,  die,  nach  der  Kunstsprache , uneigentlich  fiquivalent  (improprio  aequi- 
valentes)  heissen , bcziehen  sich  auf  zwei  gleiche  aber  verkehrt  liegende  Systeme 
von  Punkten , indem  man  sich  die  Ebene  umgckchrt  gelegt  dcnkt  u.  s.  w. 

Auf  gleiche  Weise  bedeutet  allgemeiu  die  positive  temfire  Form 

a x x -f-  byy -f- c z z -f-  2 dg  s 2 b' x z 2 c' xg 


das  Quadrat  der  Entfernung  zweier  unbestimmtcr  Punkte  im  Raumc,  deren  Coor* 
dinaten  in  Bcziehuug  auf  drei  Axen  (i),  (2),  (3)  die  Unterschiede  x^a,  g\!b,  z^c 
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geben:  die  Cosinus  der  Winkel  zwischen  den  Axen  (2)  iind  (3),  (l)und  (3),  (1) 
und  (2)  sind  hier  rcsp.  Aj.  lusofem  hier  x,  y,  z bloss  ganze  Zahlen 

bedeuten  sollcn , bezieht  sich  die  Korm  auf  ein  System  parallclepipedisch  geord- 
neter , d.  i.  durch  die  Durchschnittc  drcier  Systeme  paralleler  ilquidistanter  Ebe- 
nen  sich  ergebcndcr  Punkte.  Der  ganze  Raum  erscheint  so  in  lauter  gleiche  Pa- 
rallelepipeden  getheilt,  deren  Eckpunkte  jenes  System  von  Punkten  ausmachen, 
und  das  Quadrat  des  Rauminhalts  eines  Elementar-Parallelepipedum  ist  dem  mit 
positivem  Zeichen  genommenen  Determinanten  der  ternSren  Form  gleich.  Ae- 
quivalente  Formen  repr&sentiren  ein  und  dasselbe  System  von  Punkten , nur  auf 
anderc  Axen  oder  Fundamentalebenen  bezogen.  Auf  gleiche  Weise  finden  alie 
audere  Hauptmomente  der  Theorie  der  ternSren  Formen  hier  ihre  geometrische 
Bedeutung , das  Enthaltensein  einer  F’orm  unter  einer  andern , die  Darstellung 
ciner  bestimmten  Zahl  oder  einer  unbestimmten  binaren  Form  durch  eine  ternare, 
die  Lelire  von  den  zugeordnetcn  ternfircn  Formen  (formae  adiunctae),  das  Weg- 
fallen  der  Unterscheidung  zwischen  eigentliclier  und  uneigentlicher  Aequivalenz, 
das  Wesen  der  reducirten  Formen  u.  s.w.,  wir  milssen  uns  aber  auf  obige  An- 
deutungen  besclirSnken , zumol  da  das  vorliegende  Werk,  welches  die  ternSren 
Formen  lediglich  aus  rein  arithmetischem  Gesichtspunkte  betrachtet.  nur  mittel- 
barer  Weise  Veranlassung  dazu  gegeben  hat.  Man  wird  wenigstens  daraus  er- 
kennen,  wclch  ein  reiclies  Feld  hier  den  Untersuchungen  geOffnet  ist,  die  niclit 
bloss  fdr  sich  ein  hohes  theoretisches  Interesse  haben,  sondem  auch  zu  ciner  eben 
so  bequemen  ais  allgemcincn  Behandlung  aller  Relationen  unter  den  Krystallfor- 
men  benutzt  werden  konnen.  In  das  Detail  dieser  Benutzung  einzugehen , ist 
hier  der  Ort  nicht:  wir  diirfen  jedoch  die  Bemerkung  nicht  fibergehen,  dass  wenn 
gleich  ursprunglich  angeuommen  ist,  dass  a,  b,  c,  d,  b\  c ganze  Zahlen  vorstel- 
len , doch  der  grOsste  Tlieil  der  Lehre  von  den  terniiren  Formen,  und  namentlich 
dasjenige,  was  flir  jene  Benutzung  erfordcrlich  ist.  auch  unabliangig  von  jener 
Voraussetzung  gtiltig  bleibt  In  der  Tliat  fahren  zwar  Haut’s  Angaben  bci  den 
meisten  Krystallgattungen  auf  sehr  einfache  ganze  Werthe  der  Co5fficietiten  in 
den  ternfiren  Formen , welche  sich  auf  die  jenen  cntsprcchende  Anordnung  des 
Punktensystems  beziehen;  allein  die  genaueren  spateren  Messungen  von  Wolla- 
stox,  Malus,  Biot,  Kcuffkb  u.,a.  stehen  damit  im  Widerspruch , und  machen  es 
zweifelhaft,  ob  rationale  Verhfiltnisse  jener  Coffficientcn  flbcrall  naturgemass 
sind ; jedenfalls  aber  lasscn  sich , wenn  man  nicht  in  der  Theorie  dic  Beschrfin- 
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kung  auf  ganzc  Werthe  der  Co6fficienten  weglassen  will , da  es  dabci  nicht  auf 
absolute  Werthe,  sondern  uur  auf  ihr  Verh&ltniss  unter  einander  ankommt.  alle- 
zeit  ganze  Zalilen  finden,  die  den  Messungsresultaten  so  nahe  kommen,  wie  man 
nur  will. 

Schlicsslich  wollen  wir  uoch  dem  oben  angeffihrten  SsEBEaschen  Lehrsatze 
seine  geometrische  Bedeutung  utiterlegen.  Wenn  ein  1’arallelt  pipedum  so  be- 
sehaffen  ist , dass  keine  seiner  zwcilf  Kanten  (unter  denen  je  vier  einander  gleicli 
sind)  grOsser  ist,  weder  ais  eine  der  zwOlf  Diagonaleu  von  ScitcndRchen  'die  paar- 
wcise  gleich  sind),  noch  ais  eine  der  vier  Diagonale»  des  Parallelepipedum : so  ist 
der  init  y'2  muldplicirtc  ltauminhalt  desselbcn  nicht  kleiner . ais  der  Raumin- 
halt  eines  aus  denselben  Kanten  gebildeten  rechtwinklichten  Parallelepipedum. 
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SOLUTIO  CONGRUENTIAE  Xm-  1 = 0. 

ANALYSJS  RESIDUORUM.  CAPUT  SEXTUM.  PARS  PRIOR. 


< 237. 

In  Cap.  m docuimus , congruentiam  x"  = I , si  pro  modulo  accipiatur 
numerus  primus  p,  habere  (i  radices,  quando  p est  maxima  communis  mensura 
numerorum  n et  p — t , hasque  radices  cum  radicibus  congr,  x**  = 1 penitus 
convenire.  Quamobrem  eum  casum  considerare  sufficit,  ubi  n est  pars  aliquota 
numeri  p — 1 . Quod  autem  non  modo  congruentiae  x"  — 1=0  sed  cuiusvis 
alius  solutio  pro  modulis  quibusconque  ex  solutione  pro  modulis,  qui  sunt  numeri 
primi,  possit  derivari,  iam  passi  m est  ostensum  infraque  {Cap.  vin)  fusius  docebitur. 

238. 

Sed  ne  hic  quidem  subsistere  opus  est ; namque  eodem  Capite  m exposui- 
mus, congruentiae  x"  = 1 solutionem  a resolutione  similium  congruentiarum 
pendere  xa=  1,  jr=  1 etc.,  ubi  a,  b etc.  sunt  numeri  primi  aut  numerorum 
primorum  potestates  et  n productum  ex  his  numeris.  Si  scilicet  A,  B etc.  sunt 
respective  radices  quaecunque  congruentiarum  x°  = 1,  x4  = I etc.,  productum 
ex  his  AB...  erit  aliqua  e radicibus  congruentiae  x*=l.  Nostrae  igitur  in- 
vestigationes ad  solutionem  congruentiae  x"  ~ 1 (mod.p)  restringentur,  quando 
p est  numerus  primus,  n numerus  primus  aut  numeri  primi  potestas,  simulque 
pars  aliquota  numeri  p — t . 
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239. 

Porro  ex  Cap.  ra  constat , inter  congruentiae  x"  = I radices  semper  ali- 
quas dari , per  quarum  potestates  omnes  ceterae  exhiberi  possunt.  Ita  si  r de- 
signet huiusmodi  radicem  'primitivam  supra  diximus,  quando  n = p — 1 , hano 
que  expressionem  liic  quamquam  significatione  latiori  retinebimus)  omnes  congr. 
propos.  radices  erunt 

I , r,  rr,  r* 

Huiusmodi  ergo  radices  omni  studio  sunt  investigandae,  quoniam  liis  inventis  ce- 
terae sponte  patebunt.  Brevitatis  gratia  quamcunque  ipsius  r potestatem  per 
exponentem  uncis  inclusum  designamus,  ita  ut  (0)  denotet  unitatem,  (1)  radicem 
quamcunquc  primitivam  congruentiae  x*=l.  (2)  ipsius  (1)  quadratum  etc. : 
ita  ut  haec  series  (0),  (1),  (2),  (3) (n  — t)  omnes  radices  amplectatur.  Ce- 

terum constat,  (A)  semper  fore  talem  radicem  primitivam,  quoties  A ad  n est  pri- 
mus; i.  e.  nostro  casu  (ubi  n est  numeri  primi  t potestas  = C),  quoties  t ipsum 
A non  dividit.  Manifesto  vero  signa  (t),  (2)  etc.  per  se  sunt  indeterminata; 
sed  simulae  ipsi  (1)  valor  aliquis  determinatus  tribuitur,  omnia  cetera  determi- 
nata fient. 

240. 

Quoniam  radices  primitivas  prae  ceteris  investigare  propositum  est , has  a 
ceteris  primum  separare  oportet.  Quod  fiet,  si  e serie  (0),  (1),  (2) . . . (n  — 1)  omnes 
terminos  (A)  eliciamus,  ubi  A per  t dividitur;  quodsi  autem  n est  numerus  pri- 
mus seu  v = 1 , unicus  (0)  erit  abrogandus.  Priusquam  vero  ad  disquisitionem 
radicum  superstitum  progrediamur,  lectorem  sedulo  admonemus  exempla  aliquot 
sibi  conficere,  ut  omnia,  quae  sine  his  forsan  generalius  dicta  viderentur,  in  con- 
creto intueri  possit.  Nos  aliquod  apponimus;  sed  non  ideo  superfluum  erit  alia 
proprio  Marte  elaborare. 

Sit  p = 29;  b — 7 et  septenae  congruentiae  1 (mod.  29)  radices 

erunt  1,  7,  16,  20,  23,  24,  25.  Quoniam  n est  numerus  primus,  omnes  hae  ra- 
dices praeter  1 erunt  primitivae;  posito  igitur  7 = (I)  signa  haec  significabunt: 

(0)  (1)  (2)  (3)  (4)  (5)  (6) 

1 7 20  24  23  16  25 
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Quivis  ceterum  memor  erit,  signa  (»)  et  (0),  (n+l)  et  (I)  etc.  et  in  genere  (a)  et  (6) 
aequivalere , quoties  a = 4 fmod. «). 


241. 

Sed  ad  nostrum  propositum  alio  adhuc  modo  erit  procedendum.  Videlicet 
eos  tantum  terminos  (A)  retinemus , ubi  k per  t non  dividitur , quorum  multi- 
tudo est  . n = X ; omnes  autem  hi  numeri  (aut  ipsis  secundum  n congrui) 
per  potestates  successivas  alicuius  numeri  exhiberi  possunt.  Sit  hic  = p;  quare 
omnes  radices  primitivae  congruentiae  x*  =s  1 ita  denotabuntur 

(»)  (P)  ^(P*)  (P*) (PX"‘) 

IIoc  autem  artificio  id  obtinemus,  ut  omnes  radices  non  primitivae  penitus  exclu- 
dantur, cuius  rei  rationes  et  emolumenta  infra  clarius  cognoscentur.  In  nostro 
igitur  exemplo  ponere  possumus  p = 3 et  radices  congruentiae  x’  = I primi- 
tivae ita  ordinantur 


(1) 

(3) 

(31) 

(3*) 

(3‘) 

(3*) 

seu  (1) 

(3) 

(2) 

(6) 

(4) 

(5) 

quae  erunt  7 

24 

20 

25 

23 

16 

242. 

Ne  lector  ignarus  sit,  quorsum  disquisitiones  sequentes  tendant,  theorema, 
quod  demonstrandum  atque  dilucidandum  nobis  proponimus , indicare  iuvabit. 

Si  numerus  X (qui  esi  = t*~' . t — 1)  habeat  factores  simplices  a,b,c,detc.  et 
sit  X = aa6scT...,  resolutio  congruentiae  x" — 1 = 0 pendet  a resolutione  a-f-6-f-  . . 
congruentiarum  inferiorum,  quarum  a sunt  gradus  a,  6 gradus  b,  q gradus  c etc. 

Ita  in  nostro  exemplo  congruentiae  x’  = 1 resolutio  pendet  a congruentia 
secundi  gradus  et  ab  alia  tertii  gradus ; perspici turque  in  genere  numquam  gradum 
harum  congruentiarum  a modulo  p pendere.  Ut  autem  ad  huius  theorematis  de- 
monstrationem perveniamus,  necesse  est  aliquas  propositiones  ad  nexum  iuter 
congruentias  earumque  radices  spectantes  praemittere,  quamquam  proprie  in  Cap. 
octavo  hae  disquisitiones  ulterius  sint  persequendae. 
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243. 

Theorema.  -Si  congruentia 

+A’=  0 (fliorf.  primus) 

ita  sit  comparata,  ut  confecto  producto  ex  m factoribus  x — r,  x — r',  x — r", 
x — rm ...  quod  sit  xm+ajm— 1 * . . . +»,  sit  /1  = a , B~b,  C=cetc. 
secundum  mod.p,  quantitates  r,  r,  r" . . . erunt  radices  congruentiae  propositae  nui- 
lasque  alias  habebit. 

Demonstratio.  I.  Erit  semper 

x»+Axr~'  + B . . . (mod.p) 

Sed  posterior  congruentiae  pars  fit  = 0 ponendo  x — r,  x — r , x—r"  etc., 
quare  pro  his  ipsius  x valoribus  prior  pars  fiet  = 0 (mod.p).  Q.  E.  Primum. 

II.  Si  autem  alius  adhuc  valor  p nulli  horum  r,  r ctc.  congruus  congruen- 
tiae propositae  satisfaceret,  foret 

0 = pm+Ap’—'+JBpm-’+>. . . = p”,+  ap"’-,-Hp"*',+  . . . 

= (p  — r)  (p— r')  (p — O (P  — O • • • 

sed  quoniam  nullus  factorum  p — r,  p — r,  p — r”,  ctc.  est  = 0,  productum  ex 
omnibus  fieri  =0,  ob  p primum  est  absurdum.  Quare  praeter  radices  r,  r' etc. 
nullae  dantur  aliae.  Q.  E.  Secundum. 


244. 

Problema.  Sint  r,  r1,  r".  . . quantitates  incognitae,  quarum  multitudo  sit  — m, 
quarum  summa  sit  —a,  summa  quadratorum  = fi , summa  cuborum  = y . . ., 
summa  potestatum,  quarum  exponens  est  m,  = p,  danturque  non  hi  numeri  (quorum 
multitudo  etiam  — m)  ipsi,  sed  alii  ai,  tf,  y etc.  singulis  congrui  secundum  modu- 
lum p , qui  sit  numerus  primus  et  > m , invenire  congruentiam  m1'  gradus , cuius 
radices  sint  r,  r,  r etc. 

Solutio.  Considerentur  r,  r,  r " etc.  quasi  radices  alicuius  aequationis 

xm+Axr-'  + . . . = o 

determinenturque  eius  coSfficientes  A B,  C etc.  (adhibendo  tantummodo  con- 
gruentiam loco  aequalitatis)  ad  methodum  cognitam , faciendo  scilicet 
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— A = a' 

— 2J3  = 6'+ Ad 

— 3 C =~  Y+AV+Ba' 

— 4 D ==  g'_|_  A y+  z?g’+  Ca' 

etc. 

— mN~  p'-f-AX'-f-  etc. 

Hi  vero  coffficientes  non  possunt  esse  indeterminati,  quia  omnes  numeri 
1,  2.  3 . . . m<^p.  Dico  congruentiam 

xm+Ax"-,+J?xm-,4-  • • • +N=  o 

esse  quaesitam. 

Demonstr.  Ponatur  aequationem,  cuius  radices  sunt  r,r,r",r'”etc.,  esse  hanc 
xm4-axm_,  + 6xm_,+  . . . = 0 

eritque 

— a = a 

— 2 b = 6 + aa 

— 3c  = y-| -af}-\-ba 

— 4 d = 8 + aT  + ^®  + c<x 

etc. 

Cuique  autem  manifestum  hinc  erit,  fore 

a = A,  b = B,  c = C etc.  (mod. p) 

quare  per  § praec.  numeri  r,  r',  r"  etc. , qui  sunt  radices  aequationis 

. . . = 0 

erunt  simul  radices  congruentiae 

Jr+4^'  + £I"->+...=  0.  Q.  E.  D. 

Exempla  componenda  lectoribus  linquimus. 

245. 

Ad  propositum  nostrum  revertimur.  Retentis  characteribus  §§.  242  et  antcc. 
adhibitis  ostendere  aggredimur , si  X sit  productum  e factoribus  quibuscunque 

26* 
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efg  etc. , radices  congruentiae  sf'  = 1 primitivas,  quarum  multitudo  est  X,  ita 
in  e classes  discerpi  posse,  ut  aggregata  radicum  in  eandem  classem  relatarum  per 
congruentiam  gradus  e*1  dentur;  his  vero  tamquam  cognitis  suppositis  quamvis 
classem  ita  in  f ordines  subdividi  posse,  ut  aggregata  cuiusvis  ordinis  per  congruen- 
tiam f1'  gradus  dentur , liique  ordines  rursus  subdividi  possunt  etc. , usque  dum 
ad  singulas  radices  perveniatur. 


246. 

Definitio.  Complexum  terminorum  omnium  in  tali  forma  (p**+*)  (§.  24 1)  con- 
tentorum periodum  completam  sive  simpliciter  periodum  dicemus.  Designat  vero  e 
divisorem  aliquem  numeri  X;  a numerum  quemcunque  datum,  k omnes  nume- 
ros integros  a 0 usque  ad  — — 1;  brevitatis  vero  gratia  talem  periodum  ita  de- 
signamus (e . a).  Ita  in  exemplo  nostro  termini 

(1),  (2),  (4)  periodos  (2.0)  constituent, 

(3),  (6),  (5)  (2.1) 

hi  vero  (1),  (6)  hasce  (3-0) 

(3),  (4)  (3.1) 

(2),  (5)  (3.2) 

Iam  si  omnes  termini  in  periodos  quomodocunque  distribuantur,  singulaeque  pe- 
riodi iterum  in  periodos  minores  et  sic  porro , dicimus , id  obtineri  quod  in  $.  praec. 
promisimus. 

Antequam  vero  hanc  expositionem  ipsam  aggrediamur,  ostendemus,  forma- 
tioni talis  periodi,  quamquam  a duabus  quantitatibus  quodammodo  arbitrariis  r,  p 
dependeat,  nihil  tamen  vagi  inesse,  seu  quomodocunque  hac  quantitates  eligan- 
tur , semper  eosdem  terminos  in  eandem  periodum  concurrere  (siquidem  quot  ter- 
minos periodus  continere  debeat,  fuerit  praescriptum). 

Criterium,  duos  terminos  A,  B in  eadem  periodo  esse,  inde  petitur,  quod 
uterque  in  tali  forma  continetur : (p*#+,J  sive  esse  A=r B = r**'*"  (mod.p). 
Hic  autem  r est  radix  primitiva  congruentiae  x"  = 1 (mod.p);  p vero  radix  pri- 
mitiva congruentiae  jrx  = 1 (mod.  n);  vide  supra. 

Demonstrandum  est,  si  loco  numerorum  r,  p alii  eligantur,  puta  s,  o,  tunc 
A et  B in  similibus  formis  s°U*  , s^'*  comprehendi. 
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Sit  *"  = r (mod./j);  / = p (mod.  »)  et  m = o*  (mcxi.  n),  quod  fieri  potest, 
quia  r,  p sunt  radices  primitivae : erit  vero  m primus  ad  n,  p ad  X (Cap.  m).  Per 
debitas  substitutiones  obtinebimus 

A ==  . B = Q.  E.  D. 

247. 

Theorema.  Productum  e binis  periodis  similibus  independenter  a numero  p com- 
poni potest  per  additionem  periodorum  similium  et  numerorum  datorum. 

(Periodos  similes  vocamus,  quae  aeque  multos  terminos  comprehendunt  sive 
ubi  numerus  e est  idem). 

Exempl.  Sit  n = 7,  productum  e periodis  (l)  + (6)  et  (2)  — J—  (5)  erit 
(propter  (a)  X (6)  = {a  b)")  (3)  — (6)  — (8)  — |—  (1 1)  sive  constat  e periodis 

(3)  + (4)  et  (1)4- (6). 

D emone  tr.  Sit  — = f atque  periodi  datae  (e.  a)  et  (e.J)  seu  aggregata 

(pi)+(pa+*)+(pa+*';+---+(p“+{/_,)') p 

(ps)+(p‘+‘)+(ps+“)+..-  + (p‘+</-,>) q 

Productinn  P Q ex  f1  terminis  constabit.  Hi  vero  ita  sunt  ordinandi. 
Formentur  f series,  quarum  singulae  ex  / terminis  constent.  Prima  complecta- 
tur productum  ipsius  P in  (p *),  secunda  productum  P.(p!  + ')  etc.  etc.  In  prima 
serie  primum  locum  occupet  productum  ex  parte  (p”)  oriundum , secundum  pro- 
ductum ex  (p®+ ')  et  sic  cetera  deinceps ; in  secunda  vero  primus  locus  producto  e 
parte  (p*+<)  oriundo  tribuatur,  secundus  producto  e parte  (p<‘+1*)  etc.,  ultimus 
denique  producto  e parte  (p®);  tertia  inchoet  a producto  e parte  (p“+,r|  et  sic 
porro,  post  productum  e parte  ultima  sequatur  productum  e parte  prima  et  secun- 
da etc.  etc.,  sive  partibus  successivis  periodi  P per  1,  2,  3 ...  z et  periodi  Q 
per  I,  II,  III Z designatis  ita  producti  PQ  partes  constituantur 

1.1  4-2.1  4-3. 1 4-4.14-  . . 4-z.I 

2. ii  4-3.11  4-4.114-  ....  4-1. n 
3.1114-4.1114-  . . . . 4-1. III 4- 2. III 

etc.  etc. 

Tunc  omnes  termini  in  singulis  seriebus  eundem  locum  occupantes  in  f ordines 
colligantur;  et  dico 
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1 0 si  aliquis  terminus  = I . tum  omnes  ceteros  eiusdem  ordinis  etiam  fore 

2°  quemvis  ordinem,  in  quo  nullus  terminus  = 1,  periodum  formare.  — 
Manifesto  his  demonstratis  propositum  consecuti  erimus. 

Forma  generalis  talis  ordinis  erit 

p*),  (pa+(*+’l*-f.p6+,^l  , , (p«+(*+/-,)»_j_p*+y-,)«) 

potest  enim  pro  pa+(*-1)'  etiam  scribi  p°+(*+/—1 0*  propter  ef=k  et  pl  = 1 
(mod.n),  et  sic  de  antecedentibus.  Ponatur  p1+**  + pe  = p*(mod. »),  quod  est 
permissum,  nisi  forte  + per  n divisibilis*),  potcritque  ordo  ita  exhiberi 

(p*),  (p* + ‘) , (p*+**)  . . . (p*  + ')*) , qui  manifesto  est  periodus  (e • *) ; si  vero 

p»+*»_)_p6  per  n dividitur,  omnes  ordinis  termini  erunt  =(0)  i.  e.  = 1 . Q.  E.D. 

Annot.  Demonstratio  haec  simul  methodum  facillimam  ostendit  productum 
evolvendi.  Aliam  infra  dabimus,  quae  hac  quidem  praerogativa  caret,  sed  ob  sim- 
plicitatem non  contemnenda  videtur. 


248. 

Periodos  omnes  minores , quae  periodum  maiorem  constituunt,  periodorum 
systema  nominamus.  Ita  periodi 

(e/,  a) , {e/ './+  a) , (e/.  2 /+  a) (e/,  (e — I )/+  a) 

e quibus  componitur  periodus  (/•«),  hoc  nomine  designabuntur.  Rite  ordina- 
tum erit,  si  numeri  post  signum  . positi,  ut  hic  a,  secundum 

seriem  arithmeticam  (cuius  differentia  est  f progrediantur;  similia  denique  erunt 
systemata,  si  tam  minores  quam  maiores  periodi  sint  similes. 

Theobema.  Si  periodi  systematum  duorum  similium  rite  ordinatorum  invicem 
multiplicentur,  prima  scilicet  in  primam,  secunda  in  secundam,  tertia  in  tertiam  ete  , 
sumina  omnium  productorum  e periodis  maiori  similibus  et  numeris  datis  componi  potest. 

Demonstr.  Sint  systemata 

(«/•«).  («/•«+/).  («/•«* +2/)  . . . 

(ef.fS),  (ef.t+f),  (e/.  6 + 1/)  . . . 


•)  Propositio  paullo  aliter  exprimi  debebit,  si  n generaliter  numeri  primi  potestatem  denotat;  quundo 

vero  est  numerus  primus,  nihil  immutandum. 
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Producta  e singulis  periodis  systematis  prioris  in  periodos  respondentes  posterio- 
ris constabunt  {§.  pracc.)  e numeris  integris  et  periodis  similibus.  iSed  parvula 
attentio  ad  genesin  harum  periodorum  docebit,  si 

(«/•a)x(</»6)  constet  ex  numero  integro  N et  periodis  (ef.A),  \ef-B),  (e/.  C)etc. 
tum  constare  producta 

(*/•«+/)  X (*/•  6+/)  ex  N et  perr.  ( ef.A+f ).  (ef.B+f),  (e/.  C+f)  etc. 
(e/,  a -j-  2/ ) x {«/•  f>  + 2/}  ex  Net  perr.  (e/.  A + 2/) , {ef . B+  If  ),{</•  C+  2/ ) etc. 

et  generaliter 

(e/,  a + p/) X (e/ • 6 + p/)ex  IVet  p en\(e/.ri  + p/),  («/•.»+ p/),(</.  C+p/)  etc. 
Unde  sponte  patet,  omnium  periodorum  summam  fore 

eN+(f.A)  + (f.B)  + (f.C)  etc.  Q.  E.  D. 

Etiam  haec  demonstratio  methodum  suppeditat  summam  illam  inveniendi. 

249. 

Facile  est  hoc  theorema  generalius  adhuc  reddere.  Scilicet  si  habeantur 
quotcunque  systemata  rite  ordinata  similia  fiantque  producta  ex  omnibus  perio- 
dis primis , secundis  etc. , omnium  horum  productorum  summam  constare  e nu- 
meris et  periodis  majoribus.  Si  omnia  haec  systemata  aequalia  assumantur,  summa 
potestatum  quarumcunque  omnium  periodorum  constabit  e numeris  et  periodis 
maiori  similibus,  lam  hinc  patescit , quorsum  haec  tendant.  Sit  X — e/g  h . . . ; 
discerpantur  omnes  radices  primae  in  e periodos  A,  A',  A"  etc. , quaevis  harum 
jterum  in  /:  B,  B\  B"  etc. , harum  singulae  in  g:  C,  C,  C etc.  Iam  omnium 
periodorum  summa  datur,  est  scilicet  = — 1.  Sed  secundum  ea.  quae  modo 
diximus,  dabitur  etiam 

etc. 

(A)»-Kri'),-K4')*+(ri~)*+  etc. 
etc.  etc. 

Hinc  e §.244  congruentia  gradus  e11  inveniri  poterit,  cuius  radices  sint 
A,  A',  A " etc.  Iam  his  tamquam  cognitis  suppositis , quaevis  periodus  discerpa- 
tur in  minores 
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A in  B,  B',  B"  . . . 

A'  in  -BW,  £("+'),  £("+*>  ... 
etc. 

Datur  ergo  B-\-B'  -\-B"- f-  ...=  A.  Sed  constat 

(B)*+(£')’+{2J7+  • • • 

(B)t+(By+(B")'+  . . . 

etc. 

ex  unitatibus  et  periodis  A,  A’,  A’ etc.  Quare  B,  B\  B"  etc.  dabuntur  per  con- 
gruentiam gradus  f*,  ex  qua  inveniri  possunt;  similique  modo  periodi,  ex  quibus 
constant  A\  A " etc.,  poterunt  determinari.  Quisquis  autem  hinc  videbit,  prorsus 
simili  methodo  quamvis  periodum  in  minores  subdividi  posse,  donec  ad  radices 
ipsas  perveniatur. 


250. 

Sed  in  harum  regularum  applicatione  difficultas  occurrit,  quam  dimovere 
debemus.  Quoniam  scilicet  quaevis  congruentia  plures  radices  habeat,  quod  cui- 
que signum  tribuendum  sit,  ut  ab  invicem  rite  dignosci  possint,  est  videndum. 
Quoniam  periodorum  designatio  a numeris  r,  p pendet,  qui  ad  libitum  assumi 
possunt,  necessario  etiam  designationi  aliquid  arbitrarii  inhaerere  debet.  Nume- 
rus quidem  p iam  ab  initio  est  stabiliendus.  Methodi  nostrae  indoles  in  eo  po- 
tissimum consistit , ut  ex  periodis  maioribus  periodos  minores  deducamus.  Sed 
hoc  sine  debito  periodorum  ordine . quem  per  signa  assecuti  sumus , heri  nequit. 
Quare  eo  nitendum  est,  ut  omnes  periodi,  quamprimum  sunt  inventae,  signis  suis 
distinguantur. 

Sit  periodus  A designata  per  (e* a)  atque  in  f periodos  B.  C,  D etc. 
discerpta,  quas  designare  oportet.  Patet  quamvis  in  tali  forma  fore  contentam 
(ef-ke-\-d)\  sed  dico,  pro  aliqua  earum  B numerum  k ad  libitum  assumi  et 
inde  ceterarum  collocationem  derivari  posse. 

Sit  R radix  aliqua  primitiva  congr.  V = I constetque  B e terminis 
.R1*  + •B"' -f-  etc.,  sit  1 p**+®  = 1 (mod. n)  et  quoniam  valor  ipsius  r est  arbitra- 
rius (si  modo  .4  nanciscatur  signum  (e* a),  quod  sponte  heri  manifestum  est), 
ponatur  r = R‘  (mod.p);  quare  terminus  primus  ipsius  B erit  r?  et  B per 
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[tf.ke- j-a)  designare  licet.  Si  loco  ipsius  W terminum  IV  consideravissemus, 
alium  ipsius  r valorem  nacti  essemus;  sed  sine  negotio  perspicitur,  pro  quacun- 
que radice  p , radicem  r,  — valores  diversos  habere  posse. 


251. 

Iam  quomodo  ex  designatione  unius  periodi  ceterae  signis  suis  distinguantur, 
videamus.  Ad  hunc  vero  finem  aliam  methodum  quaerere  oportet  reliquas  pe- 
riodos  inveniendi;  namque  quatenus  reliquae  ut  ipsa  A radices  alicuius  con- 
gruentiae sunt,  nullus  in  illis  ordo  cernitur.  Ponamus  ipsum  A ita  esse  de- 
signatum (e/.O),  ex  praecc.  sequitur,  fore 

A*  formae  0)-J-O(e/".  l)-)-P(e/*.2)-f-  . . . 

A1  formae  !)+.'.. 

etc. 

A'f~'  formae  M '+N’{e /.  0)  -j-  0'(e /.  1 ) -f-  . . . 

His  accedit  congruentia 

(«/•0) + (</•!)  + • • •+(«/•*/- 1)  = - 1 

Habentur  itaque  ef — 1 congruentiae  lineares  totidemque  quantitates  incognitae, 
quae  igitur  per  eliminationem  determinari  possunt. 

Annot.  Casus  occurrere  potest,  quo  quantitates  incognitae  per  huiusmodi 
expressiones  dantur  quomodo  vero  huic  difficultati  remedium  afferri  possit, 
infra  docebimus.  Hic , quoniam  hic  casus  perraro  occurrere  potest , ei  immorari 
nolumus.  . 


252. 

Haec  in  genere  de  solutione  congruentiarum  purarum  sufficiant.  Passim  in- 
fra multa  adhuc  de  ipsis  dicentur;  praesertim  multa  ex  solutione  aequationum  pu- 
rarum huc  trahi  possunt,  quae  loco  suo  annotare  non  negligemus.  Exemplum  ad- 
ime api>onimus , quo  cum  praeceptis  collato,  omnia  minus  peritis  clariora  fient. 

Sit  » = 31,  p — 3 1 1 , sive  investigandae  sunt  radices  congruentiae 
.r11 — 1 = 0 (mod.31 1).  Statim  radix  primitiva  congruentiae  y10 — 1 = 0(mod.  31) 
est  quaerenda,  qualis  est  y = 3.  Ponamus  itaque  p = 3 et  omnes  congruentiae 
propositae  radices  primitivas  primum  in  5 periodos  discerpamus,  scilicet 

27 
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(5-0) (l)  + (26)  + (25)+{30)  + (5)+'  (6) 

(6-0 (3)-f(l6)  + (13)  + (28)  + (15)  + (t8) 

(5.2)  (9)  + (l7)  + (8)  + (22)  + (l4)  + (23) 

(5.3)  (27)  — (20)  -4—  (24)  — |—  (4)+(ll)  + (7) 

(6-4) (19)  + (29)  + (10)  + (12)+  (2)+(2l) 


Per  calculos  requisitos  invenietur  summa  periodd.  = — 1,  quadrat.  =25, 
cub.  = 26,  biquad.  = 249,  pott.  quintt.  = 564. 

Quare  periodi  erunt  radices  congruentiae 

+ — 12** — 21  x*  + ;r+5  = 0 

Porro  autem  invenitur 

(5.0) *=  6 + 2(5.0)+  2(5.3)  + (5.4) 

(5.0) *  = 12+15(5.0)+  4(5.1)+  3(5.2)+  6(5.3)+  6(5.4) 

(5.0) 4  = 90 + 60  (5.0) + 28  (5.1)+ 26  (5.2)+ 4 9 (5. 3) + 38  (5.4) 

et  hinc  per  eliminationem 

5(5.1)=  3(5. 0)‘—  (5.0)*— 33(5.0)*  — 24(5. 0)+15 

5(5.2)  = — 2(5. 0)‘—  (5.0)*+22(5.0)’+31  (5.0) 

5(5.3)=  (5. 0)4  — 2(5.0)* 

5(5.4)  = — 2(5.0)4  + 4(5.0)* 

Congruentiae  vero  inventae  una  radix  est  =17;  quare  si  ponatur  (5.0)  = 17, 
erit  (5.1)  = 183,  (5.2)  = 263,  (5.3)  = 91  , (5.4)  = 67. 

Iam  periodi  inventae  iterum  discerpantur  singulae  in  ternas ; scilicet 

(5.0)  in  (15.0),  (15.5),  (15.10)  sive  in  (l)+(30),  (26)  + (5),  (25)+(6) 

(5.1)  in  (15.1),  (15.6),  (15.11)  sive  in  (3)+(28),  (16)+(15),  (13)+(18) 

etc.  etc. 

Ponatur  periodos , in  quas  discerpta  est 

(5.0)  esse  radices  congr.  **+^a;’  +2?*  + C = 0 

(5.1)  **+d'jr*  + Bx  + C' = 0 

(5.2)  ** .e*— (—  B *+  C ” 0 

• ' etc. 
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eritquc 

A = —(5.0),  B ==  (5.0)-)- (5 .3),  C = —2  — (5.4) 

A’  = —(5.1),  S'=(5.l)  + (5.4),  C = — 2 —(5.0) 

etc.  etc.  v etc. 

Quare 

(15.0) ,  (15.5),  (15.10)  erunt  radices  congr.  j? — 11  a?+\0$x — 69  = 0 

(15.1) ,  (15.6),  (15.11) 

(15.2) ,  (15.7),  (15.12) 

(15.3) ,  (15.8).  (15.'l3) 

(15.4) ,  (15.9),  (15.14) 

Hic  autem  habetur 

(15.0) ’— 3(15.0)  = (15.1) 

(15.1) ’— 3(15.1)  = (15.2) 

etc. 

Unde  si  una  radicum.primac  congruentiae , 10,  ponatur  (15.0),  habetur 


(15.0)  = 

10 

(15.5)  = 

(15.10)  = 

(15.1)  = 

37 

(15.6)  = 

(15.11)  = 

(15.2)  = 

— 151 

(15.7)  = 

(15.12)  = 

(15-3)  = 

— 39 

(15.8)  = 

(15.13)  = 

(15.4)  = 

— 112 

(15.9)  = 

(15.14)  = 

Tandem  harum  singularum  periodorum  capiantur  termini  constituentes  eruntque 

(I),  (30)  radices  congr.  jr*  — (15.0)x-f-l  = 0 
’ (3).  (28)  a?  — (16.l)x-f-l  = 0 

etc. 

Primae  congruentiae  radices  sunt  126  et  195,  quae  igitur  erunt  radices  pri- 
mitivae congruentiae  .r*1  = 1 et  ex  his  reliquae  sine  negotio  deduci  possunt. 


27  * 
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ANALYSIS  RESIDUORUM  CAPUT  OCTAVUM. 


330. 

Quae  in  Sectionibus  praecedentibus  de  congTuentiis  sunt  tradita,  simplicis- 
simos tantum  casus  attinent  methodisque  particularibus  plerumque  sunt  eruta.  In 
hac  Sectione  periculum  faciemus  congruentiarum  theoriam,  quantum  quidem  ad- 
huc licet , ad  altiora  principia  reducere , simili  fere  modo  ut  aequationum  theoria 
considerari  solet,  quacum  insignis  intercedit  analogia , uti  iam  saepius  observa- 
vimus. Quoniam  igitur  omnes  congruentiae  algebraicae  unicam  incognitam  in- 
volventes ad  hanc  formam  reduci  possunt 

X = 0 

ubi  X est  functio  algebraica  incognitae  x,  nullas  fractiones  involvens,  huiusmodi 
functiones  imprimis  erunt  considerandae. 

331. 

Si  P Q sint  functiones  indeterminatae  x huius  formae 

A-\-Bx-\-  Cxx-\-  . . . 

Hf-Ix  • 

(quales  abhinc  semper  per  functiones  simpliciter  designamus)  et  in  utraque  coPffi- 
cientes  similium  ipsius  x potestatum  secundum  quemcunque  modulum  sint  con- 
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grui,  functiones  secundum  hunc  modulum  congruae  dicentur.  Perspicuum  autem  est, 
functiones  congruas,  si  pro  indeterminata  valores  aequales  aut  cougroi  accipian- 
tur , valores  congruos  nancisci.  Quae  in  Capp.  i.  et  n.  de  numeris  demonstravi- 
mus , plerumque  etiam  de  functionibus  sunt  tenenda ; ita  si  P = P',  Q = Q\ 
R=  I?'etc.,  patet,  fore  P-\-Q-\-R-\-eU:.  = P'f-Q'-\- R'f-  etc.;  P — Q=P' — Q; 
PQ  = P'Q]  PQR  etc.  ==  PQ'R'e te.  Demonstrationes  facillimae,  possuntque 
simili  modo  adornari  nt  Cap.  im" 

Si  PQ  = R,  functionem  Q per  j,  designabimus  apposito  modulo,  dice- 
musque,  Q esse  quotientem,  si  R per  P secundum  hunc  modulum  dilidatur. 
Manifestum  autem  est,  loco  ipsius  Q omnes  functiones  ipsi  congruas  accipi  posse, 
quas  omnes  tamquam  unicum  valorcm  spectabimus.  Infra  vero  ostendemus,  qui- 
bus casibus  talis  quotiens  plures  valores  (i.  e.  incongruos)  nancisci  possit. 

332. 

Si  modulus  sit  numerus  primus  et  divisor  Q unicum  tantum  terminum  in- 
volvat II jr,  cuius  coefficiens  H per  modulum  non  dividitur,  i.  e.  si  modo  II 
non  sit  =0,  quotiens  plures  valores  habere  nequit.  Si  enim  esset  QA  — P 
et  QB  = P,  foret  Q(.i — B ) = 0.  Iam  sit 

Q = . . + Hx*  + Ix*+l  + etc. 

ita  ut  H per  p non  dividatur,  et 

A — B ~ L.C1  Mxl+>  -j-  etc. 

ita  ut  L per  p non  dividatur  (hanc  autem  formam  A — B habebit,  quia  suppo- 
nimus  A non  = B).  Foretque  Q(/l — B)  = HLxM^-{-  etc.  = 0.  Q.  E.  A., 
quia  HL  non  = 0. 

Facile  iam  regulae  dantur  functionem  P per  Q , siquidem  fieri  potest,  di- 
videndi; sit 

P ==  aaf+bx**'  +cja+’  + ctc.  +kx' 

Q = etc.  -)-  tx~ 

ita  ut  a,  k,  m,  t per  modulum  non  dividantur,  debetque  esse  a non  < p,  x non 
<(  r.  Divisio  autem  simili  modo  institui  potest,  ut  in  calculo  logistico  communi, 
modo  semper  pro  quotiente  numerus  integer  accipiatur;  scilicet  quotiens  semper 
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lmnc  formam  habebit  ~ , quod  secundum  modulum  determinari  debet.  Iara  si 
postquam  x-f-p — a — T-f-  1 termini  sunt  inventi,  residuum  remaneat,  quod 
erit  formae 

A •+>  _|_  Bx%+^+'  -f  . . + Cj? 

neque  omnes  coCfficientcs  A,  B.  C . . sint  = 0,  P per  Q dividi  nequit. 

Ceterum  patet,  divisionem  etiam  a terminis , qui  maximas  dimensiones  ha- 
bent, kx*,tx~'  incipi  potuisse;  operatio  facilitabitur , si  Q ad  formam  redigatur 

wa^(l  -\-qx-\-rxx-\-  etc.) 

unde  fiet  posito  = 1 

P __  vP IX* 

0 i + + etc. 

tunc  vero  divisio  per  methodos  communes  perfici  potest. 

333. 

Theorema.  Si  x = a fuerit  radix  congruentiae  £ = 0.  £ per  x — a dividi 
poterit  secundum  congruentiae  modulum. 

Demonstratio.  Si  enim  dividi  non  posset,  foret  £ ~ [x — a)£'-\-b,  ita  ut 
b per  modulum  dividi  non  posset.  Iam  si  x ponatur  = a,  £ fiet  = 0 (hyp.),  quare 
[x — a)£'-\-b  = 0;  sed  tunc  etiam  {x — «)('=(!,  quare  b necessario  erit  ~ 0. 


334. 

Problema.  Datis  binis  functionibus , earum  communem  divisorem  { maximae  di- 
mensionis) invenire  secundum  modulum  datum. 

Solutio.  Sint  functiones  A,  B.  Habeat  A totidem  aut  plures  dimensio- 
nes quam  B;  dividatur  A per  B,  si  fieri  potest  sine  residuo,  B erit  divisor  com- 
munis quaesitus.  Si  residuum  maneat  C,  hoc  inferiorem  dimensionem  habebit 
quam  B.  Sit  itaque 

A = aB+C,  B = bC+D,  C=cD+E,  etc. 

ita  ut  A.  B , C , D , a,  b,  c etc.  sint  functiones,  et  dimensiones  functionum 
A,  B,  C.  D etc.  constituant  seriem  decrescentem.  Iam  si  tandem  aliqua  divisio 
succedat,  ex.gr.  D = dE,  ultimus  divisor  erit  divisor  communis  quaesitus;  si 
vero  nulla  succedat,  tandem  ad  residuum  pervenietur,  quod  nullam  dimensionem 
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habeat  i.  e.  ad  numerum ; hoc  autem  casu  functiones  .4,  B communem  divisorem 
non  habent. 

Demonstr.  Si  divisor  E functionem  praecedentem  sine  residuo  dividat, 
omnes  antecendcntes  dividere  facile  perspicitur;  quare  E erit  divisor  communis 
functionum  A,  B.  Q.  E.  Pr.  Si  autem  daretur  divisor  maioris  dimensionis,  puta 
E',  liic  propter  A — aB  etiam  C similique  argumento  etiam  D etc.  adeo- 
que  E divideret,  functio  maioris  dimensionis  functionem  minoris.  Q.  E.  A.  Q.  E. 
Sed.  Hinc  etiam  patet,  si  divisor  communis  ullius  dimensionis  datur,  ad  resi- 
duum nullius  dimensionis  perveniri  non  posse;  alias  enim  functio  nullius  dimen- 
sionis per  functionem  alicuius  dimensionis  divideretur.  Q.  E.  A. 

335. 

Theorema.  Si  A,  B sint  functiones  inter  se  primae  secundum  modu/um  p; 
A autem  dimensionis  a,  B dimensionis  6;  inveniri  poterunt  functiones  P.  Q,  di- 
mensionum quae  sunt  respective  <6,  <a,  ita  ut 

PA-\-  QB  = 1 ( mod.p ) 

Demonstr.  Hoc  enim  casu  erit 

A a B — f-  C,  B — b C— 1~  D . etc.  K =ee  k E— f-  M 

ita  ut  dimensiones  functionum  A,  B,  C,  D,  . . K,  L,  M continuo  decrescant  et 
M nullam  dimensionem  habeat.  Iam  formentur  series 


a , a',  a",  a",  . . . «H 
1,  6,  b',  V,  ...  M*-'» 


ita  ut 

d = ba-\- 1 

a“  = ca'-\-a  a"'  = da"~fa'  etc. 

eritque 

b'  = cb  -(-1 

b"  = db'- f-  b b"  ~ e b"  -\-b'  etc. 

A— 

■aB  -j—  C , 

bA  — a'B  = — D . b'A  — aB  = +JS,  etc. 

uti  sine  negotio  perspicitur;  hinc  tandem 

6!*-«)  A—  a^B  = ±M 

laro  sit  = |i,  eritque  ponendo  P — 'J,  Q — — paP) 
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PA+QB  = 


Porro  vero  manifestum  est, 

Dimens.  ipsius  B -f-  Dim.  ipsius  a esse 


Dim.  A 


Quare 


Dim.  C Dim.  b = Dim.  B 
etc. 

Dim.  L -f-  Dim.  k — Dim.  K. 
Dim.Z,  -f-  Sum.  Dim.  a,  b,  . . k — Dim.  A 


Patet  vero  dimensionem  ipsius  adeoquc  etiam 


Dim.  ipsius  Q esse  = Sum.  Dim.  a,  b,  e,  . . i.  e.  = a — Diin.L 

itemque 


Dim.  ipsius  P = 6 — Dim.  L Q.  E.  D. 


336. 

Hinc  autem  sequitur,  si  M est  divisor  communis  maximae  dimensionis 
functionum  A,  B,  semper  poni  posse 

AP+BQ—M 

Exempla  praecedentis  theorematis  brevitatis  gratia  omitto,  sed  lectores  non 
negligeut,  per  ea  facilitatem  huius  generis  problemata  tractandi  sibi  comparare. 
Ceterum  ojierae  pretium  erit  admonere , theorema  praecedens  etiam  de  functioni- 
bus absolute  sumtis  valere,  quarum  quidem  coPfficientcs  sint  numeri  rationales. 
Hoc  ex  demonstrationis  modo  per  se  elucebit.  Nobis  autem  ei  rei  immorari  non 
licet.  Similia  lector  etiam  non  admonitus  in  sequentibus  observabit. 

Si  A nec  cum  B nec  cum  C divisorem  ullius  dimensionis  communem  ha- 
beat , etiam  cum  producto  B C nullum  habebit  divisorem  communem.  Sit  enim 

PA+QB=1,  erit  PAC+QBC=  C 

lam  si  A cum  BC  divisorem  M communem  haberet,  hic  etiam  ipsam  C divi- 
deret contra  hyp.  Hinc  generaliter  si  functio  A ad  B,  C , D etc.  prima , etiam 
ad  omnium  productum  erit  prima. 

Si  A,  B,  C.Dc tc.  nullum  divisorem  habeant  omnibus  communem,  fieri  potest 


Digitized  by  Google 


DISQUISITIONES  OEXERAI.RS  DE  CONORCESTIIS. 


217 


PA  + QB+11C+SD+  etc.  = 1 

Sit  divisor  maximae  dimensionis  inter  A et  B,  M ; inter  M et  C.  M’;  inter 
M'  et  D,  M"  etc.:  patet,  ultimum  huius  seriei  terminum  fore  nullius  dimensionis 
(hyp.).  Quare  poni  poterit 

aA-\-bB  = M,  mM-\-cC=M',  miT+dD  = M",  etc. 
unde  substitutionibus  factis  theorematis  veritas  apparet. 


337. 

Theorema.  Si  A,  B,  C etc.  sint  functiones  inter  se  primae  (quarum  binae 
quaeque  nullum  habeant  divisorem  communem ) secundum  modulum  p , et  functio  M 
secundum  eundem  modulum  per  singulas  sit  divisibilis:  etiam  per  omnium  productum 
erit  divisibilis. 

Demonstr.  Poni  enim  potest  PA-\-QB  = 1 , quare  erit 


AB 


Iam  quum  C ad  AB  prima,  erit  etiam  M per  ABC  divisibilis  similique  ratio- 
cinio per  ABCD  etc. 


338. 

Si  congruentia  t = 0 habeat  radices  x = a.  x ~ b,  x = c etc. , 4 per 
productum  ex  (x — a),  (x — b),  (x — c)  etc.  dividi  poterit;  cum  enim  a,  b.  c,  etc. 
supponantur  incongrui,  functiones  x — o,  x — 6.  x — c etc.  erunt  primae  inter 
se . et  quum  4 per  singulas  dividatur,  etiam  per  productum  ex  omnibus  dividetur. 
Hinc  pRtet,  radicum  multitudinem  congruentiae  dimensionem  superare  non  posse: 
quae  est  demonstratio  huius  theoreiriatis , quam  polliciti  sumus. 

Sed  simul  hinc  perspicitur,  quomodo  congruentiarum  solutio  partem  tan- 
tummodo constituat  multo  altioris  disquisitionis,  scilicet  de  resolutione  functionum 
in  factores.  Manifestum  est,  congruentiam  i = 0 nullas  habere  radices  realcs, 
si  4 nullos  factores  unius  dimensionis  habeat;  at  hinc  nihil  obstat,  quominus  4 
in  factores  duarum,  trium  pluriumve  dimensionum  resolvi  possit,  unde  radices 
quasi  imaginariae  illi  attribui  possint.  Revera , si  simili  licentia,  quam  recentio- 
res  mathematici  usurparunt,  uti  talesque  quantitates  imaginarias  introducere  vo- 
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luissemus,  omnes  nostras  disquisitiones  sequentes  incomparabiliter  contrahere  li- 
cuisset; sed  nihilominus  maluimus  omnia  cx  primis  principiis  deducere  *). 

339. 

Functiones  secundum  modulum  determinatum  primae  vocantur,  quae  per 
nullas  functiones  inferiorum  dimensionum  secundum  hunc  modulum  dividi  possunt. 

Ita  omnes  functiones  unius  dimensionis  erunt  primae,  functiones  autem  dua- 
rum dimensionum  aut  erunt  primae  aut  ex  binis  unius  dimensionis  compositae: 
quare  4 erit  functio  prima  duarum  dimensionum,  si  congruentia  4 = 0 nullas 
radices  reales  admittit.  Ex.  gr.  pro  modulo  5 est  prima,  quia 

xx-f-ar-f-l  = (.r — 2)’ — 3(mod.5) 

et  3 non-residuum  quadraticum  numeri  5. 

Ilae  vero  functiones  primae  prae  omnibus  attentionem  nostram  desiderant. 
Quamvis  enim  aliae  quam  primi  gradus  ad  inveniendas  radices  reales  inservire  non 
possint , amplior  earum  consideratio  tum  ob  insignes  ipsarum  proprietates  tum  ob 
alias  egregias  veritates  ex  his  deducendas  sese  commendat.  t 


340. 

Theorema.  Functio  quaecunque  aut  est  prima  aut  ex  functionibus  primis  com- 
posita, posteriorique  casu  unico  tantum  modo  e functionibus  primis  componi  potest. 

Demonstr.  Nisi  enim  functio  proposita  A sit  prima , per  aliam  inferioris 
dimensionis  B dividetur.  Si  B non  est  functio  prima,  per  aliam  C inferioris 
gradus  dividetur,  itaque  pergendo  patet,  tandem  ad  functionem  primam  deveniri, 
quoniam  alias  haec  series  foret  infinita,  quod,  quoniam  dimensiones  perpetuo  de- 
crescunt, absurdum  est.  Jam  si  ultima  functio  prima  sit  L,  haec  omnes  antece- 
dentes metietur.  Quare  A = LA  eritque  A'  inferioris  dimensionis  quam  A. 
Quod  iterum  fiet  A'  = L'A"  etc.,  patet,  tandem  ad  functionem  primam  perveniri, 
adeoque  A erit  = producto  e functionibus  primis  L,  L',  L"  etc.  Q.  E.  Pr. 

Iam  si  etiam  esset  A = MM  M"  etc.  neque  omnes  L,  L,  L’ etc.  eaedem 
cum  omnibus  M,  M' . M"  etc. , eiiciantur  eae , quae  utrique  seriei  communes 


♦)  Alia  forsan  occasione  de  hac  re  opinionem  nostram  fusius  «xplicabimui. 
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sunt.  Remancantquc  X,  X',  X".  (i,  p.'.  p",  . . . eritque  p ad  X,  X',  X"ctc.  prima, 

quare  etiam  ad  productum  XX'X"  etc. ; tamen  esse  debet 

XX'X',  . ==  pp’p.  • *•  e-  — H=  (*!*'■  • Q.  B.  A. 

341. 

Primum  caput  harum  investigationum  in  eo  consistet , ut  functionum  pri- 
marum cuiusvis  dimensionis  multitudinem  determinemus.  Quoniam  enim  pro 
modulo  determinato  numerus  omnium  functionum  diversarum  (incongruarum)  cu- 
iuslibet gradus  est  definitus,  ex  his  vero  aliae  sunt  ex  primis  inferiorum  graduum 
compositae , aliae  primae , etiam  harum  numerus  finitus  erit.  Rigorosa  huius  rei 
evolutio  satis  est  lubrica;  a casibus  simplicioribus  incipiemus. 

Posito  modulo  = p,  numerus  omnium  functionum  diversarum  »1‘  gradus 
huius  formae 

+ etc. 

erit  pn ; coefficientium  enim  A,  B,  C etc.  numerus  est  «i ; et  quum  quivis  inde- 
pendenter  a reliquis  possit  esse  = 0,  l,  2,  3 . . [p — 1}(mod.p),  ex  combinatio- 
num  theoria  sequitur,  pn  combinationes  diversas  haberi;  quae  igitur  omnium 
functionum  diversarum  huius  gradus  complexum  definiunt. 

Ita  functiones  unius  dimensionis  erunt  p,  scilicet  x,  x-)-l,  x+2  usque  ad 
,c-| -p — 1;  functiones  duarum  dimensionum  pp  etc. 


34  2. 

lam  supra  monuimus,  omnes  functiones  primi  gradus  pro  primis  habendas 
esse ; si  igitur , quod  ad  propositum  nostrum  sufficit , ad  eas  functiones  nos  re- 
stringamus, quarum  terminus  summus  habet  coefficicntcm  1 , erunt  p functiones 
primi  gradus  seu  unius  dimensionis. 

Functiones  secundi  gradus  omnes  aut  e binis  primi  gradus  erunt  compositae 
aut  primae.  Jam  ex  eombinationum  theoria  constat,  p res  diversas  admissis  repe- 
titionibus modis  diversis  combinari  posse,  quare  totidem  functiones  erunt 

e binis  primis  unius  dimensionis  compositae,  adeoque  pp  — — H PP — p) 

functiones  primae  duarum  dimensionum. 

28  * 
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Simili  modo  e functionibus  omnibus  tertii  gradus , quarum  numerus  est  p3, 
excludendae  sunt  eae,  quae  e ternis  primis  unius  dimensionis  componuntur,  qua- 
rum numerus  est  insuperque  eae,  quae  e functione  prima  unius 

aliaque  duarum  dimensionum  componuntur,  quarum  numerus  est  p.\[pp — p)\ 
quibus  deletis  restabunt  i[p3 — p);  tot  igitur  sunt  primae  trium  dimensionum. 
Elucet  hoc  modo  semper  continuari  posse. 

343. 

Ut  autem  hac  operationes  facilius  absolvantur  simulque  ad  evolutionem  le- 
gis generalis  via  sternatur , rem  generaliter  considerabimus.  Brevitatis  gratia  de- 
signamus per  (1)  multitudinem  functionum  primarum  unius  dimensionis,  per  (2) 
numerum  functionum  primarum  duarum  dimensionum,  sic  porro  per  (1*)  multi- 
tudinem functionum  c binis  primis  unius  dimensionis  compositarum  etc.  etc.,  ge- 
neraliter per  (1® 2e 3T . . -)  multitudinem  functionum  omnium,  quae  e functioni- 
bus primis  compositae  sunt , scilicet  ex  a unius , 6 duarum , y trium  etc.  di- 
mensionum, quarum  itaque  dimensio  erit  et— |—  2 3 y— f-  etc.  Tum  per  praece- 
dentia theoriamque  combinationum  elucet,  fore 

(1®253T4*.  . .)  = (1®)(2*)(3T)(4*)  . . 

OMO+ !•(!)  + »•(!)  + »•.  •('!  + «—  i 

1 i . I . i t ...  * 

seu  generaliter 

i vi M -M  + <•(«)  + 1 • f«H- 1 • • ■ («)+«—' 

' I . S . S . 4 . . . » 

Denique  manifestum  est,  si  omnes  modi  diversi  numerum  n c numeris  1,2,  3,  . . 
per  additionem  componendi  colligantur,  qui  designentur  per  a.  I— f-6. 2 — |—  y.  3 — 
etc.,  summam  omnium  harum  expressionum  (1’263T..)  aequalem  fore  multitu- 
dini omnium  functionum  n dimensionum  , i.  e.  = p”.  Ita 

P = (1) 

H»  = (0  + (*) 

/ = (t*)+(1.2)-f(3) 

P'  = (l*)‘4-(t*-2)  + (l  .3) +(**)  + (4) 

etc. 

Perspicuum  est,  in  expressione  p " praeter  quantitates  (1),  (2),  (3)  etc.  etiam  hanc 
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ingredi  (»),  unde  patet,  quomodo  oinnes  quantitates  per  praecedentes  sint  deter- 
minandae. Ita  invenitur 


(•)=/> 

(2)  = i(pp-p) 

(3)  = 


(4)  = i (j*4 — pp)  (7)  = np7—p) 

(5)  = i(p‘—p)  (S)  = 4 (/  — p*) 

(6)  = -4  [p*  —P*  —PP + P)  etc. 


344  — 346. 

Observatur  ex  hoc  seriei  initio,  summum  terminum  expressionis  (»)  esse 
^pn.  ad  quem,  si  » est  primus,  accedit  — ^p;  at  si  n est  compositus,  lex  mi- 
nus elucet.  Si  vero  attentius  rem  consideramus , videmus  esse 


/>  = (») 

PP=  *(*)  + (!) 

/ = 3(3)+  (1) 

P*~  4(4)  + 2(2)  + (l) 


/ = 5(5)+(l) 
/=«(«)+3(3)+2(2)+{l) 

P7  = 7{7J  + (1J 

/>’=  8(3)  + 4(4)  + 2[2)+(l)  etc. 


ubi  lex  progressionis  est  manifesta;  scilicet  si  omnes  numeri  n divisores  sint 
a,  6,  7,  S etc. , erit 

pn  = a(a)+6(6)  + 7(7)-H(g}+  etc. 


Huius  observationis  generalitatem  iam  demonstrare  accingimur. 

Ostendimus  summam  omnium  talium  expressionum  (la)(2ej(3T) . . . si  sem- 
per  0+26+37-!-..=»,  exhaurire  omnes  functiones  n dimensionum  adeoque 
esse  = pn.  Hinc  patet, . Si 

(-J— ^ (— * . . evolvatur  in  seriem  1+Aj+J5+  . . = P. 

erit 

A — p,  B = p*,  C — p*  etc. 

xdP  0)f_  , , 3{3)f' 

Pix  i—x'  1—  x’  ' 1^5*  • • 


[hinc  substituendo  pro  et  evolvendo  singulas  fractiones  in  series  infi- 

nitas theorematis  veritas  sponte  elucet.J 
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347. 

Theorema  hoc  etiam  alio  modo  exprimi  potest.  Scilicet  si  numeri  n divi- 
sores omnes  sint  »,  1,  8,  8',  8",  8m  etc.,  theorema  in  eo  consistit,  ut  sit 


p»  = n(n)+[l)+8{8)+8\8')+  etc. 


lam  patet , productum  ex  (n)  functionibus  primis , quae  sunt  n dimensio- 
num. habere  n(n)  dimensiones  et  sic  de  reliquis,  quare 

Productum  ex  omnibus  functionibus  primis  dimensionis  unius,  dimensionum 
n , 8,  8'  etc.  habebit  p"  dimensiones. 

Facile  nunc  est  ex  hoc  theoremate  valorem  expressionis  («)  ipsum  deducere; 
sed  brevitatis  gratia  analysin , quae  non  est  difficilis , supprimimus.  Sit  itaque 
n = a’65^  etc.,  ita  ut  a,  b,  c etc.  sint  numeri  primi  diversi,  eritque 

JL  * JL 

n(n)  — p” — 2pa-t-2po4 — etc. 

n »l 

ubi  ^p"6*"  significat  complexum  omnium  expressionum  huic  p®4®**  similium,  si 
quantitates  a,  b,  c . . quomodocunque  inter  se  permutentur.  Ita  pro  n = 36 
erit  36(36)  = p“  — p'*  — pa+pt- 

Unam  adhuc  observationem  adiicere  liceat.  Si  n est  formae  a®  et  a pri- 
mus, erit  »(»)  — pn — p«,  quare,  quum  (»)  necessario  sit  integer,  erit  quic- 
quid  sit  p , 

p"  = p“  (mod. «) 

quare,  si  p ad  a primus  erit, 

p"T  = 1 (mod.  n) 


et  pro  a = 1 


p*- 1 = 1 (mod.  a) 


Memorabile  est , haec  theoremata  tam  diversis  modis  erui  posse. 


348. 

Problema.  Data  aequatione 

xm + Atr~'  -f -BjT-'  C*"-*  -+-  etc.  +M—0 

cuius  radices  sunt  x = a,  x — b . x — c etc. , invenire  aequationem,  cuius  radices 
sint  x — a~,  x — b~,  x — c~  etc. 
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Solutio  prima.  Quaerantur  per  theorema  notum  summae  radicum  aequatio- 
nis propositae,  earum  quadratorum,  cuborum  etc.  usque  ad  potestatem  mx,am. 
Ilinc  igitur  habentur  etiam  summae  radicum  aequationis  quaesitae  nec  non  qua- 
dratorum etc.  scilicet  -oT,  etc.,  undo  per  idem  theorema  coCfficientes  de- 
terminari possunt. 

. Ad  praxin  quidem  haec  solutio  est  facilior ; sed  ad  institutum  nostrum  nec 
non  ad  ostendendum , coCfficientes  aequationis  quaesitae  fore  integros , si  aequa- 
tionis propositae  coCfficientes  fuerint  integri,  quae  sequitur  magis  est  accomodata. 
Solutio  secunda.  Sit  0 radix  prima  aequationis  x*  = l , fiatque  productura  ex 

aT-\-Axm~'  -fPy-*  -fete. 
y+Aey-'  + poey-f  etc. 
y+ Aooy-f  jso4y-’-f  etc. 
etc. 

y-f  AO^y-f  2j0*t-,y-,-f  etc. 


Huius  itaque  producti  radices  erunt 

o,  Oa,  00 a etc. 

6,  06,  006  etc. 
c,  Oc,  OOc  etc. 

i.  e.  productum  aequale  erit  huic 

(xT—  aT)(y — 6T}(air— cT)  . . . 

adeoque  huius  formae 

a:™ -f -f  -f  etc. 

Iam  si  pro  xx  scribatur  x,  erit 

y-f  ^'y-fB^^-f  etc.  = (x — a5)  (a? — 6Tj  (a?  — eT) . . 

adeoque 

y + Ay-‘  + P'y-f  etc.  = o 

aequatio  quaesita.  Quod  vero  hic  A,  B'  etc.  sint  non  solum  rationales  sed  etiam 
integri,  facile  ex  theoria  aequationis  a:T  = 1 deducitur. 

Quoniam  hac  operatione  in  sequentibus  saepe  utemur , per  (P,  p')  indica- 


224 


NAC1ILAR8.  ANAI.VSIS  RKSimORlM. 


bimus  functionem , qua  cifrae  aequali  posita  aequatio  proveniens  habeat  radices, 
quae  sunt  potestates  radicum  aequationis  P = 0. 

Si  P = Q secundum  modulum  quemcunque,  erit  etiam  (P,  pT)  = (Q,  p*) 
secundum  eundem  modulum.  * 


349. 

Theorema.  Cotfjiciens  termini  x”  i»  (P,  pT)  congruus  est  secundum  modulum 
t cotfficienti  termini  x'n  in  P',  siquidem  t est  numerus  primus  (quod  pro  hoc  casu 
est  tertia  solutio  problematis  praecedentis). 

Demonstr.  Ex  capite  sexto  sequitur,  producti 

etc.)  (j^-MOx”-' -fete.) . . . 

coefficientcm  qucmcunque  habere  hanc  formam , postquam  pro  ff  substituta  est 
unitas. 

£_f  (1-f  6+ 00+  etc.  +0T-I)F 

Quodsi  iam  0 consideretur  tamquam  radix  prima  aequationis  x'  = 1 , totum 
productum  abibit  in  P;  si  vero  ponatur  0—1,  totum  productum  abibit  in 
P1  = P+xP,  quare  erit  coCfficiens  termini  x"T  in  P'  congruus  secundum  mo- 
dulum x coPfficicnti  termini  x"T  in  E,  i.  e.  coSfficienti  termini  x"  in  {P,  pT). 

330. 

Theorema.  Si  T est  numerus  primus , erit 

(P,  pT)  = P (mod.  x) 

Demonstr.  Sit  coefficicns  termini  in  (P,  pT)  = N\  in  P vero  eiusdem 
termini  coPfficiens  = N.  Tunc  posito 

P = x™  etc.  + 2VV+  etc. 

erit 

PT  = xmT+/lTx(m-,)t+  etc.  +2VVt-{-  etc.  (mod.x) 

adeoque  (§.  praec.)  N'  = N'  (mod.x);  quare,  quum  N.  erit  N'~N.  Q.E.D. 

Hinc  etiam  patet,  esse  (P,  p’)  = (P,  p")  et  {P,  pT)  = (P,  p”),  unde  generaliter 

(P,  p*)  = (P,  p”*)  (mod.  x) 
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351. 

Theorema.  Datur  valor  numeri  v minor  quam  p"‘,  ita  ut  /unctio  x’ — I per 
functionem  propositam  P m dimensionum , cuius  pars  injima  indeterminatam  x non 
involvit,  secundum  modulum  p dividi  possit. 

Dem.  Dividatur  per  P series  funetionum  1 , x,  xx  . . . usque  ad  .r^”- 
simulae  dimensionem  m superant,  et  quoniam  nulla  per  P sine  residuo  dividi 
poterit,  omnia  residua  ad  hanc  formam  redigi  poterunt 

AaT-'  + Bx"-*  N 

ita  ut  omnes  coefficientcs  sint  positivi  et  <ip.  Sed  patet,  quum  nunquam  omnes 
possint  esse  = 0,  p’" — 1 tantummodo  functiones  dori,  quarum  alicui  singulae 
aequales  esse  debent,  quare  quum  usque  ad  potestatem  ipsius  .r,  cuius  exponens 
est  pm — 1,  pm  residua  habeantur,  necessario  duo  ad  minimum  eadem  esse  de- 
bent. Prodeat  igitur  idem  residuum,  si  x”  et  xf per  P dividantur,  ita  ut 
a_|_v<y.  Quare  x*+* — x?  per  P dividi  poterit.  Hinc  quoniam  (hyp.)  x 
adeoque  etiam  .r®  functio  est  ad  F prima,  etiam  x' — 1 per  P dividi  poterit. 
Q.  E.  D. 

Coroll.  Si  x' — 1 per  P dividatur,  etiam  x** — 1 per  P dividi  poterit, 
denotante  k numerum  quemcunque  integrum. 

352. 

Theorema.  Manentibus  denominationibus  ut  in  g.  praec. , si  P fuerit  functio 
prima  et  x’  infima  potestas , quae  unitate  mulctata  per  P dividi  possit,  erit  v aut 
= pm — 1 aut  pars  aluptota  huius  numeri,  excepto  unico  casu,  ubi  P ~ x. 

Dem.  Quoniam  P est  functio  prima  m dimensionum , dabuntur  pm — I 
functiones  diversae  pauciorum  quam  m dimensionum  (exclusa  scilicet  ab  omnium 
numero  functione  0),  quae  omnes  ad  P erunt  primae.  Iam  quum  xv  suppona- 
tur esse  infima  potestas,  quae  per  P divisa  unitatem  relinquit,  palam  est,  si  omnes 
inferiores  potestates  ab  I , x,  . . usque  ad  x'— 1 per  P dividantur,  v residua  di- 
versa prodire,  quae  per  A generaliter  designentur.  Iam  si  haec  exhauriant  om- 
nia quae  sunt  possibilia,  theorema  erit  demonstratum;  sin  vero  quaedam  nondum 
sint  in  eorum  numero,  sit  quodcunque  eorum  B\  iam  perspicuum  est,  functionem 
BxH  per  P divisam  residuum  B dare  et  generaliter  esse  B.c‘+i  = B.i*  (rood.  P) ; 
sed  omnes  functiones  ab  B usque  ad  Pr’- 1 diversa  inter  se  et  ab  residuis  A 
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dabunt  residua;  si  scilicet  esset  -Bx^ss-Rr^^mod.  P),  foret  etiam  1 =xs(mod  P), 
et  contra  hyp.;  si  vero  esset  B.tf  ;=S  x^ (mod.  P),  foret  B=.3p**~x  (mod.  P) 

adeoque  B unum  ex  residuis  A contra  hyp.  . Quare  patet  haberi  adhuc  v nova 
residua.  Simili  modo  ulterius  progredi  licebit  (omnino  ut  supra  §. .)  apparebitque 
numerum  omnium  residuorum  possibilium  pm — 1 esse  aut  = v,  aut  =:  2v, 
aut  = 3 v , aut  generaliter  multiplum  numeri  v.  Q.  E.  D. 


353. 

Ex  theoremate  praec.  et  Coroll.  §.  351  sequitur,  quamvis  functionem  pri- 
mam n dimensionum  metiri  functionem  x1'  ~ 1 — 1 secundum  modulum  p Om- 
nes itaque  functiones  unius  dimensionis  excepta  unica,  quae  est  =x,  metientur 
— 1,  quod  est  theorema  FtawATianum;  omnes  autem  functiones  primae  se- 
cundi gradus  i.  e.  formae  xx-\-Ax-\-B  metientur  functionem  a?1’—' — 1 etc.  Iam 
sint  numeri  n divisores  omnes  n,  5,  8,  8" etc. . 1 , patetque,  p" — 1 etiam  per  p0 — 1 
p® — l,  p*  — I etc.  p — 1 dividi  posse,  quare  functio  ' — 1 per  omnes  functio- 
nes primas  dimensionum  n.  6,  5"  etc.  usque  ad  functiones  primas  unius  dimensio- 

nis (exclusa  functione  x)  dividi  poterit,  quare  etiam  (quum  omnes  hae  functiones 
sint  absolute  adeoque  etiam  inter  se  primae)  per  productum  ex  omnibus.  Sed  idem 
hoc  productum  habet  p" — 1 dimensiones  (§.  347.)  (ob  deficientiam  unius  func- 
tionis x)\  quare  patet,  hoc  productum  ipsum  ipsi  — 1 (mod.  p)  congruum  esse 
debere. 


354. 

Theobeha.  Si  functio  x v — t per  functionem  P dividitur , erit 
(P,  p**)  = (P,  ?‘) 

denotantibus  k,  t numeros  quoscunque  integros. 

Dem.  Sit 

P = ,r“+  £/-’+  etc. 

notum  est,  si 

ini"*1  + (m—  l)  V *"— + etc. 
x*+  Axm~‘  + etc. 

in  seriem  infinitam  formae 

* 7 + “ ii  + 6 a»  + ri*  + etc- 
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evolvatur,  fore  a summam  radicum  aequationis  P = 0,  6 summam  quadrato- 
rum etc.  Unde  sine  labore  deducitur,  potestatum  v+1  etc.tArum  summam 

congruam  esse  summae  radicum,  quadratorum  etc.  Hinc  vero  nisi  modulus  est 
aequalis  aut  inferior  numero  dimensionum  functionis  P,  sequitur  esse 

(P.  p**)  = P.  (P,p**)  = (P,  p*).  (P,  P-+1}  = (P.  p1)  etc. 

Istum  autem  casum  infra  considerabimus. 


355. 

Theorema.  Si  in  serie 

(P,  p*),  (P,  p)  (P.  p').  (P,  p1]  etc. 


post  terminum  sequentes  primis  deinceps  sunt  congrui,  x” — I per  P dividi  pote- 
rit, siquidem  P nullum  factorem  pluries  contineat. 

Dem.  Posito  yy  = Q,  erit  Q functio  aii  P prima.  Sit 


Q a c . . 

4 = — h “i  + etc. 

P X ' XX  ' X*  1 


tum  post  terminum  j,  sequetur  (hyp.) 
Quare  erit 


A - B , C . 

+ psi  + + etc. 


Q At’-'  + Bx’-‘+  c t*. 

p — i'-I 


unde  patet,  functionem  x‘ — 1 per  P dividi  posse.  Q.  E.  D. 


356. 

Theorema.  Si  P sit  functio  ipsius  x prinui  m dimensionum  et  X functio  ip- 
sorum x,  xP,  xP?,  xP’.  . xpm~',  in  quam  omnes  hae  quantitates  aequaliter  ingredian- 
tur, ».  e.  quae  eadem  maneat,  quomodocunque  eae  inter  se  permutentur , functio  X per 
P divisa  dabit  residuum,  quod  et  it  numerus. 

Dem.  Sit  residuum 


= AxT~'+  Bxr-'-\-  . . +N  = i 

omnes  cofifficientes  A,  B,  C . . . usque  ad  N exclusive  erunt  = 0.  Hoc  ita  de- 
monstratur. Quum  X — i per  P dividatur,  etiam  X? — if  per  P dividi  pote- 

29* 
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rit  Sed  facile  perspicitur,  X;’  esse  id,  quod  fit  X.  si  pro  x ponatur  xP,  pro 
jp,  xPp  etc. , . et  pro  x1'""',  ap"  seu  quod  idem  est  x.  Hinc  patet,  esse  Xr  — X 
(mod.  P) ; quare,  quum  Xf  = i1’  et  X ==  4 (mod.  F),  erit  etiam  4*1  = 4(mod.P) 
seu 

(f — 4 = 0 (mod.  P) 

At  ip — 4 secundum  modulum  p congruum  est  producto  ex  4.  4+1.  4+2, 
usque  ad  4+p — 1,  qui  factores  omnes  ad  P primi  erunt,  nisi  4 sit  simpliciter 
numerus.  Quare  etiam  4*1 — 4 alio  modo  per  P divisibilis  non  erit.  Q.  E.  D. 

Huiusmodi  functiones  sunt  summa  omnium,  summa  quadratorum,  cuborum 
etc.,  summa  productorum  e binis,  ternis  etc.  Quis  vero  sit  ille  numerus,  per  § sq. 
determinabimus. 

357. 

Thkouema.  Sit  functio  prima  S praec. 

P = x"'—  Axm-'+Bxn,-t—  C/^+efe. 

erit  residuum , si  summa  quantitatum  x,  xP  etc.  x1'"'''  per  P dividatur , = A,  si 
summa  productarum  e binis,  = B , si  summa  productorum  e ternis,  — C etc, 

Dem.  Sint  functiones  illae  X,  F,  Xetc.  earumque  residua  ordine  suo  nu- 
meri A',  E,  C etc.  lam  facile  iutelligitur , esse  x,  xd\  x1’1'  etc.  radices  aequa- 
tionis 

— Xj’*-'+  Fi"*-* — Z s"~*+  etc.  = 0 
Quare  erit  ponendo  s = x 

aT—  X^-'+  Fr’"-*—  Zjf"~*+otc.  = 0 

Sed  functiones  X — A',  F — E,  Z — C'etc.  per  P dividi  possunt,  quare  etiam 
functio 

ifn—Axr-l-\-Exr-t—CjfH-,+  etc. 

Hoc  autem  aliter  fieri  nequit,  nisi  sit  A'  = A.  E = B,  C = C etc.  Q.  E.  D. 

Ceterum  notum  est,  quaecunque  alia  functio  sit  X ipsorum  x,  a^ete.  [in 
quam  omnes  hae  quantitates  aequaliter  ingrediantur,]  eam  semper  ex  his  deduci 
posse  Ita  erit 
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jr-f-  x,l,}'-\-  etc.  = A A — 2 B (mod.  P)  etc.  etc. 

Exempl.  Sit  p — 5 et  P = j^+2"t’  + 3>  «it  functio  .r-4-.r“  per  P 
divisa  = — 2,  <r°  = 3 etc.  etc. 


359.  359. 

Theobema.  Sit  P functio  prima  et  x1  infima  potestas  ipsius  x,  quae  per  P 
divisa  dat  residuum  t ; porro  sit  P — ( P , p";,  erit  *»  alicui  numeri  p potestati  se- 
cundum h congruus. 

Dem.  Sapra  ostendimus , si  P sit 

= A rm-1+  B etc. 

fore 

zm+Azm-'+Bzm-,+  etc.  — (x— x)  (z—xP)  . . 
per  P divisibilem.  Simili  modo  sequeretur  esse 

#m4-^*m-,+Prm-,+  etc.  —(z—x")  (t—yP)  . . (z—x”P"") 
per  P divisibilem.  Quoniam  autem  hi  factores  inter  se  sunt  primi,  necessario 
singuli  singulis  secundum  P.  p congrui  esse  debent.  Quare  z — .**  debet  esse 
— g — i. e.  px  — »(mod.v).  Q.  E.  1).*) 


D*  intentione  divisorum  primorum  Junctionis  x * — 1 secundum  modulum  primum. 

360. 

Si  v per  modulum  p seu  per  aliquam  eius  potestatem  est  divisibilis,  sit 
v = p*X,  eritque 

x’ — 1 = ( x ^ — iy^  (mod./)). 

Unde  manifestum  est,  eum  tantummodo  casum  considerari  oportere , ubi  v per  p 
non  dividitur. 

*)  Si  (J*,  f*)  s (P.  p*)(mo<l.j>)  erit  o=/>"4  (mod. »). 

Demonstratio.  Sit  -de*"'  + ite*"*  + . . — !1  erit  (II,  p“)  S (II,  p*)(mod.  P);  est  autem 
(II,  p*)  = (x-*“)  (.-*“»)  (1—1“") . . («—*"“■'),  (H,  ,»)  = (?— **)(*-*»*)(•-**») . . (a-i*»”“) 
undo  putet  propositio. 

Productum  ex  II,  (II,  p*),  (II,  p*)  etc.  (II,  p*)  est  = (x*1 — i)"  (mod.  P)  j eit  enim 

(i— x)  (* — x*)  (* — x*)  . . . (z— x*)  = (z—x^f  (t— x*1*)  (z— x**) . . (z-x**)  = etc.  = zr— l 
In  aerie  P,  (P.p*),  (P,p#)  etc. . . . (P, p*)  omnes  divisores  primi  functionis  *r—  1 occurrunt,  et  quidem 
quisque  m vicibus.  Inde  petet,  productum  ex  omnibus  esse  = (x* — l)n. 
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Si  pm=  1 (mod.  v)  et  quidem  m quam  minimus,  tum  patet  xP"— 1 — I per 
x1 — 1 dividi  posse.  Quamobrem  x’ — 1 alios  divisores  habere  nequit  quam 
xp”—1—  i.  At  haecce  expressio  habet  divisores  primos  m dimensionum  aliosque, 
quorum  dimensionum  numerus  est  divisor  numeri  m.  Tales  igitur  etiam  x’ — 1 
habebit.  Quot  autem  cuiusvis  generis  habeat,  per  exemplum  declaramus,  unde 
facile  lex  generalis  deduci  poterit. 

Sit  v = 63  et  p — 13.  erit  m = 6.  Quare  x“ — 1 secundum  modu- 
lum 13  factores  primos  habebit  sex,  trium,  duarum  dimensionum  uniusque.  Iam 
palam  est,  productum  ex  factoribus  unius  dimensionis  fore  divisorem  communem 
(maximae  dimensionis ) functionum  xM — 1 et  x’* — 1 i.  e.  x3 — 1;  quare  tres 
erunt  factores  primi  unius  dimensionis.  Productum  ex  omnibus  factoribus  pri- 
mis duarum  dimensionum  uniusque  erit  divisor  communis  functionum  X*3 — 1 et 
x'*3 — 1 i.  e.  — t;quarc  erunt  sive  9 factores  duarum  dimensionum.  Pro- 

ductum ex  factoribus  primis  trium  dimensionum  uniusque  erit  divisor  communis 
functionum  x03 — I et  x311’* — I i.  e.  x*— 1;  quare  erunt  i.  c.  2 divisores 

trium  dimensionum.  Tandem  reliqui  erunt  sex  dimensionum,  quorum  igitur  nu- 

merus  = i.  e.  6. 

6 

Facile  per  attentam  huius  rei  ponderationem  sequens  regula  generalis  de- 
ducitur: 

Sit  S divisor  ipsius  m,  sint  omnes  numeri  4 divisores  ipso  C minores  <T,  8" 

etc.  Sint  divisores  communes  maximi  ipsius  v cum  p* — 1 , p — 1 , p — I etc.  re- 
spective  p,  p',  p "etc.,  sit  etc.  = X',  X",  X" etc.  habebitque  x' — I y fies 

tot  divisores  primos  4 dimensionum,  quot  infra  numerum  p sunt  numeri  per  nullum 
numerorum  X',  X",  X"  etc.  divisibiles. 


361. 

Tttsobema.  Si  functio  X indeterminatae  x per  aliam  4 dividi  possit  et  X si 
pro  x scribatur  x*.  transeat  in  X',  X'  per  (4.  p'»'}  dividi  poterit. 

Dem.  Sit  X = 4o  transcantque  4,  u in  4',  u',  si  pro  x scribatur  x*. 
Patet,  fore  X'  = £'u.  At  4'  per  (4, p^)  dividi  potest.  Quare  etiam  X.  Q. E. D. 


362. 

His  principiis  positis  facili  negotio  divisores  primos  functionis  x’  — 1 deter- 
minare possumus.  Supponimus,  omnes  eos  divisores,  qui  etiam  functionem  ali- 


Digitized  by  Google 


DISQUISITIONES  GENERALES  DE  CONGRUENTIIS. 


231 


quam  x* — 1 dividunt,  existente  v'<v,  iam  inventos  cssc,  reliquosque  investi- 
gare proponi.  Hi  autem  omnes  in  hac  expressione  comprehendi  possunt  (P,  p*J, 
si  P sit  unus  ex  ipsis  et  pro  k omnes  numeri  minores  quam  v ad  ipsumque  primi 
substituantur. 

In  Cap.  vi  ostendimus,  quomodo  radices  primae  aequationis  x’  — 1 ita  in 
classes  discerpi  possint,  ut,  omnibus  per  alicuius  potestates  expressis,  eadem  in 
classes  distributio  habeatur,  quaecunque  radix  prima  pro  hac  basi  accipiatur;  pe- 
riodos huiusmodi  radicum  complexus  vocavimus.  Iam  patet,  functiones  x,  x’  x5, 
x1  etc.,  designantibus  a,  6,  y etc.  omnes  numeros  ad  v primos,  simili  modo  in  pe- 
riodos resolvi  posse,  quamque  periodum  maiorem  rursus  in  minores  donec  tandem 
ad  periodos  formae  x*,  x*^,  x*pp  . . . xij'“~‘  perveniatur.  Hoc  ita  facto  patet 

1°  Quoniam  periodus  quaeque  ex  huiusmodi  periodis  minimis  x*-|-x*f-l-etc. 
composita  est,  si  per  quamcunque  functionem  primam  m dimensionum  dividatur, 
residuum  fore  numerum. 

2°.  Quum  omnes  periodi  termini  semper  ad  hanc  formam  reduci  queant 
xnV&V  • \ ubi  x,  a , b,  c . . sunt  numeri  determinati,  pro  a,  6,  y . . autem 
omnes  valores  substitui  possunt;  patet,  periodum  in  se  ipsam  mutari,  si  pro  x sub- 
stituatur x*  et  k sit  formae  a1  br‘  c* . , (mod.  v),  unde  facile  perspicitur  omnes 
functiones  P,  (P,jr)  etc.,  designante  k huiusmodi  numorum,  si  periodus  per  eas 
dividatur , idem  residuum  dare. 

3°.  Quare  periodus  subducto  tali  residuo  per  productum  ex  omnibus  func- 
tionibus (P,  p*)  dividi  poterit. 


363. 

Summa  rei  in  hoc  vertitur,  ut  haec  residua  determinentur.  Primo  quaera- 
tur residuum,  quod  periodus  maxima  per  productum  ex  omnibus  functionibus  pri- 
mis idoneis  dabit.  Si  hoc  productum  sit 

= x* — -Ax''-l-f-  etc. 

erit  residuum  hoc  = A.  Huius  autem  producti  forma  facile  invenitur  et  ex  Cap.  vi 
sequitur  esse  A=  0,  si  v per  quadratum  dividi  possit,  contra  esse  A aut  = -|-1 
aut  = — 1,  prout  multitudo  factorum  primorum  numeri  v sit  par  aut  impar. 

Iam  resolvatur  haec  periodus  maxima  in  periodos  inferiores  repraesenten- 
turque  periodi  cuiusvis  termini  per  ita  ut  k in  quavis  periodo  sit  numerus 


232 


XACBLASS.  A NA  LYSIS  RESIDUORUM. 


determinatus , pro  diversis  vero  variabilis,  r et  u autem  in  quavis  periodo  varia- 
biles. cos  autem  valores,  quos  in  aliqua  periodo  habent,  etiam  in  reliquis  adi- 
pisci possint.  Supponatur  aliquantisper  aliqua  functio  prima  P pro  basi  sitque 
residuum,  quod  periodi  X.r''"“,  " ete.  per  eam  divisae  praebent  respective 

A,  A'  ctc.,  erit  — A per  productum  ex  omnibus  functionibus  (P,  p“)  divi- 
sibilis, — A'  per  productum  ex  omnibus  functionibus  (P,  p*")  etc.  etc. 

At  facile  liquet,  quantitates  A,  A etc.  esse  radices  congruentiae  datae.  Scilicet 
sint  periodi  radicum  aequationis  = 1 periodis  praecedentibus  corresponden- 
tes  radices  aequationis  Q = 0,  erunt  A,  A'  etc.  radices  congruentiae  Q = 0. 
Namque  erit 

A-\-A'-\-  etc.  = summae  periodorum. 

AA-\-AA-\-  etc.  = summae  quadratorum  periodorum 

etc.  etc.  Calculus  enim  prorsus  similis  erit  ei,  quem  Cap.  vi  exposuimus,  si  pro 
p substituatur  x,  quoniam  etiam  hic  poni  potest  j>ro  x’  unitas,  uti  illic  pro  p\ 
Inventis  radicibus  A,  A'  etc.  aliqua  pro  residuo  periodi  X eligatur  et 
inde  reliquarum  residua  simili  modo  uti  Cap.  vi  ordinentur.  Namque  illud  etiam 
hic  arbitrio  relinquitur,  quum  functio  P sit  prorsus  hactenus  indeterminata. 
Calculus  sequens  omnino  analogus  est  ei , quem  Cap.  vi  pertractavimus , singula 
exponere  nimis  prolixum  nobis  foret.  Tandem  postquam  nd  X x1’"  perventum  est, 
rei  summa  perfecta  est.  Namque  posito 

P==  etc. 

erit  — a = Xr^.  eodem  modo  coCfficiens  secundus  reliquarum  functionum  (P,  p*) 
habebitur,  unde  reliqui  ipsius  P determinari  |>ossunt.  Saepius  evenire  potest, 
ut  ad  congruentias  identicas  perveniatur,  ex  quibus  nihil  derivari  posse  videtur. 
Quomodo  huic  difficultati  obveniri  possit,  infra  monstrabitur. 

364. 

Omnia  haec  per  exemplum  multo  clariora  fient.  Resolvenda  proponitur 
functio  — 1 secundum  modulum  17  in  factores.  Erit  m = 4 et  quoniam 
productum  ex  omnibus  functionibus  clementaribns 
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Quare  duo  tantummodo  erunt  factores  primi  quatuor  dimensionum  P et  P' . Ium 
x,  xx,  a?*,  x1,  a?,  x",  x11,  x"  in  has  duas  periodos  distribuantur 

£x'T'  ==  x H-xx-t-x4  2x,-"‘=  xT+*,,+x“+xM 


Sit  secundum  alteram  functionem  P,  P' 

S x,T"  = A,  ^x,-,,'=A' 


eritque 


A + A'=  1 

AA  ==  Ix  *-,^+Zx»"'+2:x»-",,-f  Zx,-H* 
A'A’==  2xu-,,‘+S**-,T'+2x1-,I*+5:x1-,7‘ 

quare 


AA+A'A'=  2x,,*+5:xi-,t*  + 4S^-”"+25:x,-,7‘  = 
Hinc  A et  A erunt  radices  congruentiae 

xx — x+4  = 0(mod.  17) 
quae  sunt  6,  12.  Hinc  P dividet 

x*4-x,  + xx-f- » — 6 


eritque 


= x*  — 6x* — 2 xx — 12x+  i 


]y  autem  erit  = ( P ; p1)  eritque 


= X*  — I 2x® — 2XX — 6x+  1 


365. 

Sufficit  nobis  hic  possibilitatem  solutionum  harum  monstravisse.  Multa 
artificia,  quibus  hae  operationes  sublevari  possunt,  praeterimus  brevitatis  gratia. 
At  consequentias  quasdam  pergraves  praetermittere  non  possumus. 

Per  praecedentia  demonstratum  est,  omnes  aequationes  auxiliares  pro  solu- 
tione aequationis  x”  = 1,  si  in  congruentias  convertantur,  habere  radices  possi- 
biles, quando  periodus 
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,r+^  + ^+  . . +^“" 

nondum  est  disiuncta.  Subsistamus  in  casu.  ubi  v est  numerus  primus;  erit  m 
divisor  ipsius  v — t.  Hic  itaque  congruentiae  auxiliares,  si  numerus  periodorum, 
quae  per  illas  inveniuntur , est  pars  aliquota  numeri  habebunt  radices  rea- 

les.  Si  itaque  est  par  i.  e.  si  m est  divisor  numeri  seu  si  p • =1 

{mod.v)  seu  si  p est  residuum  quadraticum  numeri  primi  v,  aequatio  quadratica, 
per  quam  radices  in  duas  periodos  dividuntur,  habebit  radices  reales  secundum 
modulum  p.  At  in  Cap.  vi  monstravimus  hanc  aequationem  posito  v = 4n-j-l 
semper  esse  a\r-J- ,!?+»»  — 0.  Quare  habetur  insigne 

Theorema.  Si  «umerus  primus  p est  residuum  quadraticum  numeri  primi 
4 n + 1 , congruentia 

= 0 ( mod.p ) 

habebit  radices  reales,  adeoque  etiam  congruentia 

4xx-f-4x^p4»  = 0 sett  (2x-|-  = 0 

i.  e.  + v erit  residuum  quadraticum  numeri  p. 


306.  , 

Haec  igitiu  est  tertia  theorematis  fundamentalis  Capitis  iv  completa  de- 
monstratio, eo  magis  attentione  digna,  quod  principia,  c quibus  est  petita,  ab  iis 
quibus  ad  priores  usi  sumus,  prorsus  sunt  diversa.  At  ex  eodem  hoc  fonte , sed 
via  opposita  quartam  deducamus.  Scilicet  sit  v numerus  primus  formae  4a  + l, 
p alius  primus  quicunque,  sitque  + v residuum  quadraticum  numeri  primi  p, 
demonstrabimus , p fore  residuum  quadraticum  numeri  v. 

Sit  pm  minima  potestas  numeri  p,  quae  sit  = 1 (mod.v).  Divisores  ele- 
mentares  functionis  secundum  p habebunt  w dimensiones,  quare  omnium 

numerus  erit  = Iam  quoniam  -j-sRp,  congruentia 

xx-f-x+n  = 0 (mod.p) 

erit  resolubilis ; sint  radices  A,  A'.  Distribuantur  functiones  x,  xx,  . . x'*-1  in 
binos  classes  per  £,  i'  designandas,  erit 
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4+4'  = A-f-A+(l +;r-t-,r.r-+-  ■ • + -F'-1/ 

44  2=  A A + X(i  — j — ^ 4*?  — ] — . . — (-  j?v”*) 

quare 

(z-i){z-!)-(t-A)(z-A) 

per  quemvis  divisorem  elementarem  functionis  erit  divisibilis.  Hinc  autem 
quivis  horum  divisorum  elementarium  aut  4 — A et  4' — A',  aut  4 — A'  et 
4' — A dividet.  Hinc  patet  (quoniam  A non  =4'),  si  pro  x ponatur^,  4 et 
4'  non  immutari.  Si  enim  4 i"  4’  et  vice  versa  transiret,  4 — A et  4 — A’  per 
eandem  functionem  primam  dividerentur.  Q.  E.  A.  Hinc  denique  sequitur, 
per  m dividi  seu  p aJ — 1 per  v.  Quare  p erit  residuum  quadraticum  ip- 
sius v.  Q.  E.  D. 

Facile  autem  est  omnes  theorematis  fundamentalis  casus  ex  utroque  theore- 
mate derivare. 


387. 

Quamvis  ad  casura,  ubi  v est  numerus  primus,  hic  nos  restrinxerimus,  ta- 
men etiam,  si  v sit  compositus,  theoremata  analoga  haud  magno  negotio  determi- 
nari possunt,  quod  fusius  exponere  brevitatis  gratia  nunc  non  licet. 

Manifestum  est.  similes  observationes  etiam  de  maiori  periodorum  multitu- 
dine formari  posse.  Ita  si  per  3 dividitur  i.  e.  si  p est  residuum  cubicum 
numeri  primi  v,  aequatio,  per  quam  radices  aequationis  x'1  — t in  tres  periodos 
distribuuntur  quamque  in  Cap.  vi  a priori  determinandam  docuimus,  solubilis  erit 
secundum  modulum  p et  vice  versa.  Ita  ex.  gr.  congruentia  j?-[-xx — 2x — t = 0 
secundum  modulum  primum  quemcunque,  qui  est  formae  7n  + t,  resolvi  potest, 
si  vero  aliam  formam  habeat,  non  poterit. 

Non  difficile  nobis  foret  hoc  Caput  multis  aliis  observationibus  locupletare, 
nisi  limites,  intra  quos  restringi  oportet,  vetarent,  lis  qui  ulterius  progredi  amant, 
haec  principia  viam  saltem  addigitare  poterunt. 


368. 

Congruentiam  aliquam  X = 0 radices  seu  generalius  divisores  aequales 
habere  dicimus,  si  per  functionis  alicuius  potestatem  dividi  possit. 
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Num  congruentia  proposita  divisores  aequales  habeat,  eodem  modo  dijudi- 
catur, uti  in  aequationum  theoria.  Ponamus 


patet  fore 


<1„T 

ix 


x = imP 


= 4->P^+ i*') 


quare  per  i”-1  dividetur.  Generaliter  sit 

X = Aalf‘C'  etc. 


ubi  A,  B,  C etc.  denotant  functiones  primas  diversas,  erit 
HA  , vr  , tt  i\  | Ad  B ■ cd  C ■ . t 

‘dx  = X(a<Tx+  Mi  + Cd*+  CtC‘) 


unde  patet,  nisi  aliquis  numerorum  a,  b,  e etc.  per  modulum  dividatur,  per 

Aa-l  Bb-\ 

C6- ‘etc.  dividi  posse,  non  autem  per  A",  11t,  C* etc.  Hinc  sequitur 
Theokema.  Si  functionum  X et  ^ divisor  communis  maximae  dimensionis 
sit  i,  omnes  factores  primos,  quos  i habet,  etiam  X habebit  et  quidem  querneis  toties 
1 vice  quoties  4 i si  igitur  X et  — sint  functiones  inter  se  primae,  X nullos 
factores  aequales  habebit. 


369. 

Exemplum  1.  Quaeritur  an  functio 

— 6j^-4-3* — 4 . . . (X) 

secundum  modulum  1 7 divisores  aequales  habeat.  Erit 

5x‘ — 5x* — J\r-|-3 
dx  • 

Hinc  invenitur,  functiones  X et  inter  se  esse  primas,  quare  X divisores  ae. 
quales  non  habet. 

Exemplum  II.  Sit 


X = — a.!* — 4 jx-}-  2 x — 3 (mod.  13) 


erit 

~ = 5x4 — 2j.*1-(-4xj?-|-5d;-|-2 

maxima  vero  functionum  X.  communis  mensura  i—  5,r,t  -|-7x-)-7 

ax  1 


seu  mul- 
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tiplicata  per  8:  o:>r+  4 ,r-f-  •* ; at  quum  hic  divisor  sit  = functio  X 

per  (.r— J—  2)3  dividi  poterit  quoticnsque  (qui  est  .rar-f-ll)  nullum  amplius  divi- 
sorem duplicem  involvit. 


370.  371. 

Si  ex  §.  §.  praecc.  functio  X ita  est  exhibita  A"  it*  6*  ete.,  ita  ut  A,  li,  C 
ctc.  inter  se  sint  primae  et  numeri  a,b,ce tc.  inaequales,  resolutio  etiam  ulte- 
rius extendi  potest.  Sit  itaque  X functio,  quae  nullos  amplius  divisores  aequa- 
les involvit.  Supra  vidimus,  x? — x esse  productum  ex  omnibus  functionibus 
primis  unius  dimensionis.  Sit  4 divisor  communis  maximae  dimensionis  functio- 
num X et  .A' — x,  erit  4 productum  ex  omnibus  divisoribus  ipsius  X unius  di- 
mensionis. et  huiusmodi  divisores  non  amplius  habebit.  Quodsi  autem  inve- 
niatur, functiones  X et  x^—x  esse  inter  se  primas,  X nullum  divisorem  unius 
dimensionis  habebit  adeoque  congruentia  X = 0 radices  realcs  non  habebit. 
Porro  quoniam  — x est  productum  ex  omnibus  functionibus  primis  duarum 
dimensionum  uniusque,  divisor  communis  maximae  dimensionis  functionum  ;rw> — x 
et  “f,  4'  involvet  omnes  divisores  ipsius  X,  qui  sunt  duarum  dimensionum. 

Hinc  ulterius  progrediendo  perspicitur,  X hoc  modo  in  factores  4.  4’.  4"  ctc.  re- 
solvi, qui  continent  respcctive  omnes  divisores  unius,  duarum,  trium  etc.  dimen- 
sionum. 


37  2. 

Si  autem  productum  ex  pluribus  functionibus  primis  eiusdem  dimensionis 
datum  est , singulae  functiones  tentando  erui  debebunt.  Magnam  analogiam  ha- 
bet hoc  problema  cum  eo , quod  numerorum  compositorum  factores  quaerere  iu- 
bet.  Hic  vero  iam  a priori  determinatur , an  functio  proposita  in  factores  adhuc 
discerpi  possit.  Quum  et  hic  factorum  omnium  possibilium  multitudo  sit  finita, 
simili  subsidio  ut  supra  uti  possumus.  Sed  huic  Tei  inhaerere  nolumus,  nam 
calculator  exercitatus  principia  probe  assecutus,  quando  opus  est , facile  artificia 
particularia  reperiet. 

Progredimur  ad  aliud  caput,  scilicet  ad  considerationem  congruentiarum,  si 
modulus  non  est  numerus  primus,  uti  hactenus  semper  supposuimus.  Praesertim 
vero  hic  ille  casus  attentione  dignus  est.  ubi  modulus  est  numeri  primi  potestas, 
tum  per  se  tum  quod  ad  aliqua  dubia  removenda  (§.  §.  . .)  necessarius  sit. 
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373. 

Problkxa.  Si  functio  X secundum  modulum  p in  factores  inter • se  primos 
4,  4\  4"  etc.  sit  resoluta,  X secundum  modulum  pp  in  similes  factores  Z,  Z'.  Z " etc. 
resolvere  ita,  ut  sit 


4 = Z,  i'=  Z’.  4*=  Z",  etc.  (mod./i) 


Sol.  Sit  X = 4<|i  (mod.p)  seu  X = Ponatur 


erit 


Z = £+py,  ¥ = '>4-pu> 

= V = X— 4<e)/'+Pi><f«» 


Si  igitur  Z*P  esse  debet  = X(mod.pp),  necessario  debet  esse  — £ 

per  p divisibilis.  At  cum  <J/  et  4 secundum  modulum  p sint  functiones  inter 
se  primae,  et  io  ita  determinari  poterunt,  ut  haec  conditio  adimpleatur  (§.336), 
et  quidem  insuper  ita,  ut  dimensiones  ipsarum  <p  et  «u  sint  rcspectivc  unitate  mi- 
nores dimensionibus  functionum  4.  f Hinc  erit  X = Z4r(mod.p/>).  Patet, 
simili  modo  4r  rursus  in  factores  Z'Li  discerpi  posse,  ita  ut  alter  Z'  sit  = 4' 
fmod.p)  et  ita  porro,  unde  tandem 


X = Z Z'  Z”  etc.  fmod  pp).  Q.  E.  Fac. 


374. 

Facile  hinc  probari  potest,  functionem  X etiam  secundum  modulos  p*.  p * 
etc.  in  factores  resolvi  posse.  Generaliter  sit 

X = PQ (mod.pm)  seu  X — PQ+pmR 

et  functio  1’  ad  ipsam  Q prima  secundum  modulum  p;  posito 

P — P+Apm,  Q'=  Q + Bpm 

erit 

P'Q'  — X—pmR  + {AQ  + BP)pm+ABp‘”‘ 

Hinc  pro  quovis  modulo  p'  (v  existente  f>m  et  <(  2 m -p  1 ) erit 
P'Q==X,  si  JK  = AQ-j-PP(mod.j»'’-^ 
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Ex  his  perspicitur,  si  functio  X aequales  non  habeat  divisores  secundum  modu- 
lum p,  eam  secundum  modulum  pk  similiter  in  factores  discerpi  posse,  uti  secun- 
dum modulum  p.  At  si  X divisores  aequales  habeat,  res  fit  multo  magis  com- 
plicata neque  adeo  ex  principiis  praecedentibus  prorsus  exhauriri  potest.  Quare 
quum  quae  huc  pertineant  cuncta  communicare  non  possimus,  unicum  casum  tan- 
tummodo considerabimus , qui  plurimum  occurrit  cuiusque  enodatio  ad  quaedam 
in  praecedentibus  dubia  solvenda  requiritur.  Hic  est,  si  factores  aequales  unius 
dimensionis  tantum  respiciantur.  Hic  proprie  etiam  ad  congruentiarum  radices 
inveniendas  adhiberi  potest.  Generaliter  alia  occasione  hanc  rem  pertractabimus. 


375. 

Sit  igitur  X = X'(x — a)m  (mod.p)  et  functio  X' ad  x — a prima;  de- 
siderantur omnes  divisores  unius  dimensionis  huic  x — a secundum  modulum  p 
congrui  ipsius  X secundum  modulos  pp,p3etc.  (Supponimus,  functionem  X 
absolute  per  x — a dividi  non  posse;  alias  enim  x — a secundum  modulum 
quemcunque  functionem  X divideret).  Si  substituatur  z-\~a  pro  x,  habebitur 

Z = Z'zm  (mod.p)  seu  Z — Z'z”'-j-pA 

lam  si  Z secundum  modulum  pp  per  aliquem  divisorem  formae  z-j-ap  dividi 
potest,  necessario  A debet  esse  formae  zZ”-\-pB.  Nisi  hoc  sit,  disquisitio  iam 
est  finita.  Ponamus  igitur 

Z = Z'zm-+-p Z"z(mod.pp)  seu  Z—Z'Zn-\-pZ“z-\-ppB 

patetque , Z per  z ac  qucmcunquc  alium  divisorem  huic  secundum  modulum  p 
congruum  dividi  posse; 

Ut  attentio  fixetur.  ponemus  m = 4,  facile  perspicietur,  quemvis  alium  ca- 
sum simili  modo  tractari  posse,  lam  si  Z secundum  modulum  ps  per  aliquem 
divisorem  formae  z-{-ap  dividi  potest,  erit 

0 = — app Z"-\-ppB (niodd.  z-\- ap,  p*)  seu  aZ"^  Bimoddz,  p) 
lam  tres  casus  esse  possunt 

l)  si  Z"  = 0(modd.  z,  p)  et  B non  =0,  tunc  patet,  nullum  ipsius  a 
valorem  congruentiae  satisfacere  adeoquo  Z secundum  modulum  p 3 nullum  di- 
visorem formae  r-f-ap  habere.  Quare  disquisitio  erit  finita 
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2 i si  nec  Z"  nec  B = 0(modd.r,/>);  tunc  a unicum  valorem  habebit. 


scilicet 


a = y,.  (motld.  z,  p). 


Quare  erit  unicus  divisor  = z-\-ap(mod.pp)  ipsius  Z secundum  modulum  //*; 
eritque 

Z = V (z+a  p)  +/  W 

Iam  ponatur  divisor  ipsius  Z{mod.p*)  z-\-ap-\-tipp  eritque 


BEMERKUNGEN’  ZUR  ANALYSIS  RESIDUORUM. 


Ilie  beiden  vorslchenden  Abh&ndlungen  sind  einem  umfangreieben  Manuscripte  cntnomEnen,  wdehes 
den  Titcl  AuaWsia  Residuorum  fiihrt  und  vermuthlich  au»  dem  Jnlirc  17  97  oder  17»»  atammt;  durch  eine 
gAntliche  Umarbeitung  sind  au»  demselbpn  spftter  die  Disquisitione»  Arithmeticae  entstanden.  Der  vollntAn- 
dige  Titcl  de»  Caput  sextum  lautet: 

Solutio  congruentiae  **"—  I = i»  st  aequationi»  r* — 1 = o;  cum  dilucidationibus  super  theoria  po- 
lygonorum regularium. 

Der  xweite  Theil  desselben  (§$.  233 — 17»)  ist  teinem  wesentlichen  Inhalte  nach  in  die  riebente  See- 
tion  der  Disqq.  Arithm.  Obergogangen. 

Ausserdem  ist  noch  xum  Theil  erhalten  da»  Caput  septimum.  Variae  quarundam  investigationum 
praecedentium  applicatione»  (§§.  279—301).  F.»  zerf&llt  in  folgende  Unlerabtheilungen : 

De  fractionum  communium  transmutationibus  (§§.  17  0 — 2$l). 

De  fractionum  communium  in  decimnles  conversione  ($5-  2*2 — 292). 

De  resolutione  aequationis  indeterminatae  xx  ~ a by  (§$.  293—29"). 

Dc  resolutione  aequationis  indeterminatae  axx  +by  y = e ($$.  298 — sdi). 

De  investigatione  divisorum  numerorum  (§.  3t2;  die  folgenden  Bogen  fehlen). 

Die»  alie*  ist  fast  worllich  in  dio  sechste  Scction  der  Disqq.  Arithm.  aufgenommen- 

Die  beiden  hier  mitgethcilten  Abschnitto  hehandeln  die  Gegenst&nde,  welche,  wie  aut  der  Vorrede 
und  den  Artikeln  11,  tt,  »1,  62,  «i,  84  der  Disqq.  Arithm.  hervorgeht,  den  Inhalt  der  achten  Scction 
dieses  Werkes  bilden  sollten.  Es  verdient  indessen  bcmcrkt  tu  werden , daas  dieser  Plan  spftter  wieder 
abg«*indert  ist;  es  findet  sich  nemlich  unter  den  Manuscriptcn  ein  Fragment  rait  der  tTeberachrilt  Sectio 
octava:  Quarundam  disquisitionum  ad  circuli  sectionem  pertinentium  uberior  consideratio.  Dasarlbc  be- 
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ginnt  mit  Art.  3*7  und  «olite  alto  die  Forttetxung  dor  I>i»qq.  Arithm.  bilden;  die  wenigen  noch  vorhandc- 
nen  Arttkel  «ind  abcr  spAter  ihrom  Inhalto  nach  in  die  Abhandlung  Summatio  quarum  dura  seriorum  singu- 
larium tlbergegangen,  und  deshalb  wird  diesea  Fragment  von  der  gegenwirtigen  Ausgabe  ftusgenchlowcn. 

In  dem  voratehenden  Abdruck  der  boiden  Theile  der  AnalysU  Residuorum  ist  der  Text  dea  Origi- 
nala  im  Wesentlichen  treu  bdbehaltcn,  obgioich  dasselbe  in  formeller  Bezichung  nicht  druckfertig  au  nen- 
nen  Ut;  in  den  folgenden  Bemerkungen  «ind  die  wichtigwtcn  Abftnderungcn  bezeichnet,  und  zugleich  einige 
Erlftuterungeti  hinzugeftigt. 

§.  237.  Vergi.  Di&qq.  Arithm.  artt.  ei,  62. 

5-  239.  Vergi.  Disqq.  Arithm.  artt.  »3,  «4,  fi». 

5.  2 41.  Wenn  n ss:  2*’  und  v ^ 3 Ut,  eo  existirt  zwar  keine  Zahl  p ron  der  angegcbcncn  Art, 
uber  die  ganze  Untersuchung  wird  hicrdurch  nicht  weaentlich  gcAndert. 

5.  2»i.  Verrauthlich  «olite  die  hier  bemcrkte  Schwierigkeit  durch  die  F.inftlhrung  h&herer  Potenzen 
von  p uU  Moduln  bcsciligt  werden.  Vergi.  55.  363,  372,  37J. 

5.  332.  Die  Vorauasetzung,  da*»  der  Modulus  cinc  Primiahl  Ut.  wird  bi*  $.  37  2 incl.  bcibehalten. 

$.  33*.  Daa  unvollatAndige  Citat  kann  auf  l)Uqq.  Arithm.  art.  41  beaogen  werden. 

55.  344 — 34«.  Von  den  lieiden  im  Manuscript  vorhandenen  BeweUen  Ut  hier  der  ente,  wclchcr  mit 
den  Worten  iam  demonstrare  accingimur  eingeleitet  winl  und  *ich  auf  eino  nfthere  Untersuchung  der  Aus- 
drflcke  {ia  2^  3^ . . .)  grfindet,  nach  der  cigenen  Yorschrift  des  Verfassers  gan*  unterdriickt  (‘Tota  prae 
cedens  demonstratio  una  cum  alter»  theorematia  praec.,  quam  ndiiccrc  mens  erat,  supprimenda  erit,  quoniam 
aliam  infmities  simpliciorem  deteximus.  Nititur  ea  huic  fundamento  ’.) ; in  dem  obigen  Abdruck  ist  ferner 
der  xwcite  BeweU  dadurch  abgckOrzt,  das*  die  Entwicklung  von  statt  derjenigen  von  — ---  betrach- 

tet  wird,  wodurch  zugleich  eme  im  Original  enthaltene  lleziehung  auf  den  unterdrucktcn  enten  BeweU  um- 
gangen  wird. 

$.  3 4*.  l)er  Ausdruck  radix  prima  ist  hier  in  derselbcn  Bedeutung  zu  nehmen,  wie  der  Ausdruck 
radix  propria  in  der  Abhandlung  Summatio  quarumdam  scricrum  singularium  art.  11. — Bei  der  Behuup- 
tung,  das*  die  CoSfficienten  A\  U' . . . des  entwickelten  Productes  ganze  rationale  Zahlen  sind,  wird  auf 
das  aechate  Capitcl  vcrwicacn,  in  welchem  abcr  dio  Theorie  der  Oleichung  x' — 1 = 0 nur  fflr  den  Fall  bc- 
handelt  wird,  da»*  t eine  Primzahl  Ut;  die  Forin  des  HeweUes  in  §.  34»  ftlhrt  zunuchsl  auf  folgende  Er- 
gftnzung.  Wird  das  entwickelte  Product  in  die  (ffir  alie  Wurzeln  der  Oleichung  9T  = 1 geltende)  Form 

S = £ + F9  + . . . + A’*!1-' 

gebracht,  »0  *ind  die  Coeffieienten  Bt  F . . . X ganze  rationale  Functionen  von  x mit  ganzen  rationalen 
Coefficienten ; da  ferner  das  Product  ungeflndert  blcibt,  wonn  9 durch  9*  crsetzt  wird,  wo  k irgend  eine 
relative  Primzahl  zu  x bedeutet , »0  gilt  dasselbe  von  dem  Ausdruck  S,  und  hieraua  ergibt  sich  ohne 
Schwierigkeit,  dtsa  alie  diejenlgen  in  S enthaltcnen  Potenzen  von  9,  deren  Exponcntcn  a einen  und  den- 
»eihen  grOs&ten  gcmeinschafllichen  Divisor  mit  x haben,  auch  identische  Coefficienten  liaben  mimeti;  du 
endlich  eine  jede  Summe  solcher  Potenzen  9*  immer  eine  ganze  Zahl  Ut,  so  leuchtet  cin,  doss  der  Aus- 
druck S,  und  folglich  auch  dus  in  Rede  «tehende  Product  eine  ganze  Function  von  x mit  ganzen  Coe  Bi- 
dente n Ut,  wo*  zu  zclgen  war.  Ebenso  geht  aus  dieser  Bctrachtung  zugleich  dic  ltichtigkcit  der  Bcracr- 
kung  am  Schlusse  des  Puragraphen  hervor.  Andere  Grflnde  l&sscn  indew.cn  vermuthen,  dass  dem  Verfas- 
ser  schon  dumal*  das  allgemeine  Theorcm  Ciber  die  Transformation  der  symmctrischen  Functionen  (Demon- 
stratio nova  altera  theorematis  omnem  functionem  etc.  art.  4)  bekannt  war,  au*  welchem  sich  die  obigen 
Sdtzc  ais  unmittelbare  Folgerungen  ergeben. 

$.  352.  Das  Zeichen  R =:  S{ mod.  P *}  oder  auch  It  = S (mod.  P,p)  bedeutet  hier  und  imVolgen- 
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don,  das»  die  Differens  R — S nach  dem  Modul  p den  Divisor  P hnt.  — Dm  unvollstAndige  Citat  kann 
auf  Disqq.  Arithm.  art.  49  bcsogen  werden. 

§.  354.  Dureh  Multiplication  mit  x*—  l ergibt  sich,  d&m  die  Summen  gleioh  hoher  Potenxen  der  Wurseln 
der  beiden  Gleicbungcn  (P,  p****)  = 0,  ( P , ® einander  congruent  aind  (mod.  j p),  und  hieraus  folgt  die 

Congruens  (J*1pfaNW)  = (P,p*)(mod.p),  sobald  m<p  ist  (vergi.  5-  144);  ist  aber  p,  so  lftsst  sich  der 
Coeffident  der  Potens  x"*~*  in  einer  Oleichung  nicht  mehr  aus  den  gegebenen  Potensaummen  ihrer  Wurseln 
nach  dem  Modul  p beatimmen,  weil  er  in  den  hierzu  dienenden  N*wros*achen  Formeln  mit  dem  Factor  p 
behaftet  ist.  In  der  That  darf  man  aus  der  Congruens  je  zweier  glcich  hoher  Polenssummen  der  Wurseln 
der  Oleichungen  A = o,  B — o allgemein  nur  folgern,  daas  A = B = 8*15  (mod./i)  ist,  wo  0 den 
gr&saten  gcmcinschafUichen  Divisor  dor  beiden  Functionen  A,  B nach  dem  Primsahl-Modulua  p bescich- 
net,  und  O aber  gans  unbeatimmte  Functionen  aind.  Ea  ist  zu  verrauthen,  da«*  der  Yerfiiaser  die  All- 
gemeingtlltigkcit  des  Satsos  aus  der  Theorie  der  Tranafonnation  der  symmetriachen  Functionen  und  speciell 
aus  dem  folgenden  Satie  abgeleitet  hat:  Ist  in  Besug  auf  cinen  bcliebigen  Modulus  p die  Differens 

fi(x) — S (x)  thcilbar  dureh  die  Function  P (x),  und  sind  a,  b,  c. . . die  Wurieln  der  Gleichung  i*(x)  = 0, 
so  aind  die  Functionen 

(x-.R(a))(x-.R(*))<*-.R(e))...  und  (x-  £(4)  (x- 5(6))  (x- S(e))  . . . 
einander  nach  dem  Modul  p congruent. 

(.  355.  Es  wird  in  (.35  9 gesoigt,  dasa  P und  ^ — keinen  gemeinschafUichcn  Divisor  haben,  wenn 
P keinen  Factor  mehr  ais  einmal  entha.lt. 

5(.  355,  3&a.  Die  unter  den  Texi  gosetsto  Note  ist  einem  einselnen  Blatt  cnlnommen,  welche* 
wahrscheinlich  den  schon  in  der  Ilandschrift  geatrichenen  (.  359  eraetzen  solite. 

(.  350.  In  dem  Auadruck  de»  Theorema  ist  eine  Ungenauigkcit  der  Handschrfft  berichtigt. 

(.  351.  Hier  bedeutet  der  Exponent  In  dem  Zeiohen  (£,  pT)  jede  positive  ganse  Zahl  k'  von 
der  Boschaffenheit,  das»  *#=  t (mod.v)  wird,  wo  v die  kleinste  poaitive  ganse  Zahl  ist,  fflr  welche  x*—  i 
dureh  € nach  dem  Modul  p theilb&r  wird ; hierbei  ist  voraussuaetsen,  dass  E nicht  dureh  x theilbar  nach 
dem  Modul  p,  und  auaserdem,  daaa  k relative  Primsahl  su  v ist.  Die  Ilichtigkeit  der  Behauptung,  dasa 
S'  dureh  (5,  p £ ) theilbar  ist  (mod.p),  ergibt  sich  aus  (.  354. 

(.  353.  Die  Schluisbemerkung  bexieht  sich  vermuthlich  auf  die  Einfthrung  von  Moduln,  welche 
Potensen  der  Primsahl  p sind;  vergi.  ((.  251,  372,  373. 

(.  367.  Die  Wurseln  der -Gleichung  x*  + xx — 2x  — 1 = o aind  die  sweigliedrigcn  Pcrioden , in 
welche  die  Wurseln  der  Gleichung  = o serfallen.  Dasselbe  Bei-piel  findet  aich  auch  auf  einem  ein- 

selnen Blatt,  wo  das  Hauptresultat  der  ((.  352,  363  unter  dem  Titel  ‘der  goldene  Delimata*  ausgespro- 
chcn  Ut. 

(.  371.  Dieser  Paragraph  solite  e in  BeUpicl  enthalten;  doch  ist  dasselbe  nicht  ausgefuhrt. 

R.  Dxdxxxso. 
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ULTERIOR  EVOLUTIO. 


I. 

Quum  methodus  ea,  per  quam  in  ZHsquiss.  Arithm.  art.  360  aequationem 
xT — 1 =0  solvere  docuimus,  theoriam  foecundissimam  et  gravissimam  consti- 
tuat, cuius  prima  tantum  momenta  in  opere  illo  attingere  licuit,  gratum  geome- 
tris fore  speramus , si  hoc  argumentum  denuo  hic  resumimus , quae  breviter  tan- 
tum partimque  demonstrationibus  suppressis  adumbrata  fuerant,  uberius  tracta- 
mus, et  quae  ex  illo  tempore  accesserunt  incrementa  profundius  persequimur. 

Exponens  n supponitur  esse  numerus  primus,  numerusque  n — 1 in  facto- 
res axfixi  resolutus;  porro  designamus  per  g aliquam  radicem  primitivam  pro 
modulo  «.  Exhibeat  r indefinite  radicem  aequationis  xn — 1 = 0,  atque  R in- 
definite radicem  aequationis  x * — 1 = 0.  Designando  itaque  peripheriam  circuli, 
cuius  radius  =1,  per  P,  quantitatemque  imaginariam  \J — I per  i,  omnes  radi- 
ces aequationis  X® — 1 = 0,  sive  omnes  valores  ipsius  R exhibebuntur  per  formulam 

kP  ...  kP 
cos  -j-  -f-  > sin  | 

exprimente  k indefinite  numeros  integros  0,  1,2,  3... 6 — I.  Porro  patet,  omnes 
potestates  cuiusvis  radicis  12  ipsas  quoque  esse  radices,  nec  non,  si  R fuerit  ra- 
dix valori  ipsius  k ad  6 primo  respondens,  omnes  potestates  12“,  R,  R *,  J2*.  ..Rr' 
inter  se  diversas  esse,  adeoque  totum  radicum  complexum  exhaurire ; in  hoc  casu 
ipsam  R radicem  propriam  aequationis  x® — 1 — 0 dicemus ; contra  radix  12  va- 
• 31  * 
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lori  ipsius  k ad  8 non  primo  respondens  impropria  vocabitur . nulloque  negotio 
perspicitur,  si  8 fuerit  divisor  communis  maximus  5numerorum  i et  8,  fofe 
Rh  — i,  omnes  vero  potestates  R\  R,  Rt,  Jt3. ...  ii»  inter  se  diversas,  ad- 
coque  R radicem  propriam  aequationis  .r» — 1 = 0.  Eadem  de  aequatione 
x" — 1 = 0 valebunt,  sed  huius  radices  omnes  necessario  sunt  propriae  radice  1 
excepta. 

2. 

His  praemissis  disquisitio  nostra  imprimis  versabitur  circa  functiones  huius 
formae,  e 6y  terminis  conflatas 

r+Rr9*+  BV**  + Rr**1.  . . 

quas  compendii  caussa  per  hunc  characterem  [r,  B]  designabimus.  Singuli  ter- 
mini talis  expressionis  sunt  producta  e potestatibus  ipsius  r in  potestates  ipsius 
R;  illarum  exponentes  progressionem'geometricam  constituunt,  exponentes  harum 
arithmeticam.  Exponentes 

1,  g\  ff",  9 * 9^~* 

omnes  inter  se  incongrui  sunt  secundum  modulum  n,  adeoque  illae  potestates 
ipsius  r inter  se  diversae;  ulterius  vero  continuatae  eandem  seriem  denuo  incipe- 
rent, quum  sit  g* f = 1 (mod.#),  adeoque  r9"0'  — r.  Factores  alteri  autem 

1,  R,  R\  R3  ...  . B*t-' 

constituunt  y periodos  aequales , quum  sit  R’  — 1 , R^'  = R etc.  Hinc  patet, 
functionem  [r,  R ita  quoque  exhiberi  posse 


r 

+ r»”'  ... 

j 

+ R 

(«*■ 

ri-r*'2*6*’  . . . 

+ R' 

(r»J“ 

t . A?a6+2  0 

+r* 

-(-  etc. 

‘(rf’*-' 

. . . +r*atT-) 

sive  introducendo  signum  art.  343  Disq.  Ar.. 

[r,E\  = (y,  l)  + B(y,/)+B*(y,^) . . . . + B*~' (y.g*-) 
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3. 

, Si  pro  radice  r unitatem  accipimus , habemus 

[l.R]  = l+li+ie+R*. . . + = y(l-\-R+R2+R. . , + B*-') 

huius  valor  erit  = l»  y , si  etiam  pro  R accipitur  radix  1,  sed  = 0 pro  quovis 
alio  valore  ipsius  R.  Contra  manente  r indeterminata,  positaque  R = I,  erit 
[r,  1]  = r-f-  ryl+  r!,2’+  r^1*. . . . sive  adhibito  signo  in  Disq.  Ar.  in- 

troducto, [r,  1]  = (Gy,  t),  i.  e.  constabit  e periodo  Gy  radicum,  e quibus  una 
est  ipsa  r.  Quoties  est  a =■  1,  haec  periodus  omnes  radices  r,  r*,  1 

complectetur  ordine  tantum  mutato. 

Notentur  adhuc  relationes  sequentes,  quarum  ratio  sponte  elucet: 

[r,  R]  — R [r4'*,  R]  = R2  [r^*,  R sive  generaliter  = J2*  [rs'at,  R\ 

denotante  k integrum  positivum  qucmcunque.  Hinc  patet,  functionem  [r™, R) 
vel  esse  = [ I , lil , scilicet  si  fuerit  m divisibilis  per  n , vel  reduci  posse  ad  for- 
mam R)  in  casibus  reliquis  et  quidem  ita,  ut  sit  v<[a.  Si  enim  m non 

est  divisibilis  per  n,  congruus  erit  secundum  modulum  n alicui  potestati  ipsius 
g,  cuius  exponens  ad  instar  Disq.  Ar.  per  ind.  m commode  exprimitur;  sta- 
tuendo itaque  ind.  m = Xa-j-v,  quod  manifesto  fieri  potest,  ita  ut  sit  v<[a,  erit 
[r™,  fi]  = jR]  — R~*'  [r1'’,  R\ : faciendus  est  itaque  p = — X aut  si  expo- 

nentem positivum  desideras,  p = — X (mod.  G). 

4. 

Theorema.  Designante  r perinde  ut  r indefinite  radicem  aequationis  se” — 1 =0, 
nec  non  R perinde  ut  R indefinite  radicem  aequationis  ,rs — 1 = 0,  erit  productum 

[r,  R \ x [r’.  R‘ } = 

[rr , Rr  + R r*V,  RR’]  + R‘[ri^r,  RR'} 

+ R,[r*y'r<RR") +i^-'[r»*<T-ar  ,RR'] 

Demonstr.  Absolvendo  multiplicationem  ipsius  [r,  R]  per  singulas  partes 
ipsius  [/,  22'],  productum  in  hac  forma  exhiberi  j>otest 


[r,  JR]  r-\-RR’iri*,  R] r^  + R1  R’1  R) t»2* 

+ R1  R '* [r»3’,  R\r"jVl . . . . -f  lfr~' R ^~' R'  r^~' 
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Collectis  dein  singularum  partium  rite  evolutarum  terminis  primis,  prodit  [rr',i?JT|; 
perinde  collectis  terminis  secundis,  emergit  R\t^ r,  JJB']  et  sic  porro,  unde  tan- 
dem producti  forma  tradita  conflatur.  Q.  E.  D. 

Ceterum  per  solam  permutationem  ipsarum  r,  R cum  r',  R'  patet,  idem 
productum  etiam  sub  hanc  formam  poni  posse : 

[r r , RR'}  + R'  [rr**.  RR’]A-R  [rr^\  RR} 

+R*[rt'**',RR'] -i-R^lrr^—.RR') 

Hinc  porro  concluditur,  si  edam  r",  r"  etc.  indefinite  exprimant  radices 
aequationis  x" — t = 0,  nec  non  R",  R"  etc.  indefinite  radices  aequationis 
x* — 1 = 0.  productum  e functionibus  [r,  R],  [r't R'},  [r”,  R],  [r'",  R"]  etc.,  quan- 
tacunque fuerit  ipsarum  multitudo,  aequale  fore  aggregato 

S/^/r^/T^etc.  etc..  RR'R"R"  etc.] 

substitutis  pro  k',  k".  A"  etc.  omnibus  numeris  0,  1,  2,  3 . . . — 1 , omnibus 

modis  diversis  possibilibus  inter  se  combinatis , quo  pacto  omnino  6*"*  y“—l 1 ter- 
mini emergent,  si  per  p multitudo  illarum  functionum  inter  se  multiplicatarum 
denotatur. 


5. 

Formula,  per  quam  in  art.  praec.  productum  e functionibus  quotcunque  ex- 
pressimus, generalis  est,  neque  ullum  nexum  inter  radices  r,  r,  r”,  r” etc.,  vel 
inter  R , R,  R,  R " etc.  supponit.  Nullo  inde  negotio  deducitur , si  radices 
r\  r , r"  etc.  tamquam  potestates  ipsius  r,  radicesque  R,  R,  R etc.  tam- 
quam potestates  ipsius  R.  considerare  liceat,  singulas  partes  producti  sub  forma 
Rv  [r**,  Rx  ] comprehensas  fore , ubi  exponens  A pro  singulis  idem  erit,  scilicet 
R — RRRR" etc.  Quamobrem  per  ea,  quae  in  art.  3 monuimus,  huiusraodi 
productum  reducetur  ad  formam  sequentem 

A [1 , R1]  + £ [r,  Rx]+B[r»,  R1]  + R [r>\  R1]  + R [r»’,  Rx\  + etc. 

+ £<*—')  J2X] 

ubi  singuli  colifficientes  A,  B,  B,  R,  B"  etc.  erunt  formae 
A + A'ii  -j-  h"R  4-  kTRf  -f-  etc.  + A(e-,) 
designantibus  h,  K,  h",  A'"  etc.  numeros  determinatos  integros. 
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Casus  simplicissimus  is  erit,  ubi  ponitur  r = r'  — r’  — r" etc.,  nec  non 
R — R — K — R" etc.;  tunc  productum  nostrum  transit  in  potestatem  [r,_R]\ 
quae  itaque  ad  formam  supra  traditam  semper  reveniet. 

6. 

Statuendo  itaque  X = 6,  potestas  [r,  R)(  hanc  formam  nanciscetur : 

A(l,11-f.B[r,  l]  + etc.^-/?(“■,)[rS,’',,  1] 

= SyA+B{ 6y,  l)  + B/(6T.^?)  + ir(6T./)+etc.+S(1-,)  (Sy^"-')  = 6' 

Quodsi  itaque  non  modo  valor  radicis  R (adeoque  et  valores  coefficirntium 
A,  B,  B etc.),  sed  etiam  valores  singulorum  aggregatorum  f>y  terminorum 
(6y,  1),  (8y,</) etc.  cogniti  supponuntur,  valor  ipsius  6’  sponte  innotescet,  unde 
erui  poterit  [r,  R ] per  formulam  vU\  Haec  expressio  8 valores  diversos  admit- 
tit; unde  dubium  videri  posset,  quemnam  adoptare  oporteat:  facile  autem  osten- 
ditur, hoc  prorsus  arbitrarium  esse,  quoties  R ait  radix  propria  aequationis  x* — 1 
= 0.  In  hoc  enim  casu  patet,  illos  8 valores  expressionis  radicalis  yli  fore 

[r,  R],  [t*°,R].  [r*,a,R] [r***,R\ 

quippe  quarum  functionum  potestates  6ue  per  art.  3 inter  se  aequales  erunt,  ip- 
sae vero  inter  se  ipsis  6 radicibus  diversis  aequationis  — 1 = 0 proportiona- 
les : sed  quamdiu  aggregata  8y  terminorum  (8y,  1),  (6y,g)  etc.  tantum  cognita 
sunt,  ipsa  radix  r eatenus  tantum  determinata  est,  quod  in  complexu  (6y,  1) 
contenta  esse  debet,  arbitrariumque  manet,  quamnam  ex  hoc  complexu  pro  r ad- 
optemus. llae  radices  vero  sunt  r.  r*“,  r3™  etc.,  et  proin  etiam  e functionibus 
[r,  R\ , {r3* , R],  [r^M,  R]  etc.  quamlibet  pro  [r,  fi]  adoptare  possumus. 

Hae  conclusiones  non  valerent,  si  R non  esset  radix  propria  aequationis 
x* — 1 = 0;  supponendo  enim,  R esse  radicem  propriam  aequationis  .r5  — 1 = 0, 
ita  ut  6’  sit  divisor  ipsius  6,  facile  patet,  fieri 

[r.  R^  = {r3*1',  R} , [rT  R}  etc. 

adeoque  in  complexu  6 functionum  [r,  Hj,  [r**,  77] . . . [r***'“,  /i]  tantummodo  8' 
diversas  reperiri,  et  proin  etiam  e valoribus  expressionis  y'®'  haud  plures  quam 
8'  admissibiles  esse,  reliquos  6 — 6'  autem  spurios.  At  nullo  negotio  perspici- 
tur, in  hoc  casu  haud  opus  esse  usque  ad  potestatum  8*"0  functionis  [r,  Rl  ascen- 


248 


HACHLAU. 


dcre,  sed  iam  potestatem  [r,  R\  ad  formam  nostram 

6y4  + J?{6y,  l)-f  etc. 

reduci.  Habebimus  itaque  [r,  il]  per  expressionem  talem  y 0 , niliilquo  intererit, 
quemnam  valorem  huius  expressionis  adoptemus. 


7. 

Perinde  ut  [r,  R'  etiam  functiones  [r,  /P],  [r.  /Pl  etc.  sive  generaliter 
[r,Rl'  determinare  licebit:  patet  enim,  si  substituendo  in  0'  loco  ipsius  R po- 
testates R',  /P  etc.  Ri  emergere  supponantur  functiones  0",  0"  etc.  0(*\  fore 
[r.  R2]1  — 0”,  [r,  Ra  f — 0"  ctc.  et  generaliter  [r,  quamobrem  hae 

quoque  functiones  per  expressiones  radicales  exprimi  poterunt,  [r,  /P‘  = y G"etc. 
Sed  haud  convenit,  hisce  expressionibus  radicalibus  uti,  quoties  quantitas  aliqua 
per  functionem  ipsarum  [r,  /i*  ] etc.  exprimenda  est.  Scilicet  quum  singu- 

larum valores  haud  penitus  determinati  sint,  dubium  maneret,  quosnam  inter  se 
combinare  liceret:  manifesto  autem  hoc  neutiquam  arbitrarium  est;  facile  enim 
perspicitur,  simulae  pro  [r,  /i]  valor  determinatus  accipiatur,  etiam  omnes 
[r,/P],  [r,  /P]  etc.  valores  penitus  determinatos  nancisci  debere,  qui  autem  per 
expressiones  radicales  non  indicantur.  His  itaque  reiectis,  expressiones  alias  in- 
dagare oportet,  quarum  adiumento  [r.fP],  r, R*  ] ctc.  rationaliter  per  [r,R'\  at- 
que quantitates  cognitas  exhibeantur,  quod  facile  sequeuti  modo  efficimus. 

Per  theorema  art.  4,  eaque  quae  in  art.  5 docuimus,  etiam  productum 
[r,  R1}  x [r,  R ]*“ * ad  formam  talem 

6T^4-B!6y,  l)  + B’[t>y,<,)  + B"(G1,<,')  + etc.  +#’"') (8 y,,?-*) 

reducetur,  ubi  A,  B,  B\  B"  etc.  erunt  functiones  rationales  ipsius  R.  Positis 
itaque  productis 

[r,/P]x[r,/if'-3  = »" 

[r,  /Pj  X [r,  ii  j5-3  = r 
[r,  R']  X [r,  R'*~*  — ft™ 
ctc. 

erunt  etiam  i)".  B”,  i)'"'  ctc.  quantitates  rationaliter  assignabiles , atque 
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[r,«»]  = T [r./t]* 

[r,  R*]  = [r,  Rf 

etc. 

Hac  expressiones  itaque  valores  functionum  [r,  /{’],  [r,  Ra\  etc.  rationaliter  exhi- 
bent, siquidem  uon  fuerit  [r, R}  = 0,  in  quo  casu  indeterminatae  fierent:  at 
rigorose  demonstrare  possumus,  numquam  fieri  posse  [r,  R]  = 0,  quoties  quidem 
r denotet  radicem  ab  1 diversam , etiamsi  expositionem  huius  demonstrationis, 
ne  hic  nimis  prolixi  fiamus,  ad  aliam  occasionem  nobis  reservare  oporteat. 

8. 

Quae  in  artt.  praecc.  exposuimus,  usum  praestant,  si  a periodis  6y  termi- 
norum ad  periodos  y terminorum  descendere  propositum  est.  Nullo  scilicet  ne- 
gotio perspicitur.  denotante  R radicem  propriam,  haberi 

C (y,  1 ) = (6 y,  1 ) + [r.  fl ] + [r, «*]  + [r, R3 j + etc.  +[»-.**-*] 
g(y,^*j  = (gy,1)  + ^6-'[r,fll  + fl®"*  [r,  «*]  + «®-s  [r, /ls)  +etc. 

S(y,y**)  = («y,  I ) + R*'-'  r, R ] + fi1®"* [r, fl*] + R*~* [r, R*  -f  etc.  +Ri[r,Rt~') 
etc. 

Si  hic  pro  singulis  [r,/i],  [r,  A*]  etc.  expressiones  radicales  ytf',  etc. 
acciperentur,  valor  cuiusvis  seriei  inter  valores  g®—1  dubius  esset,  qui  contra 
adoptatis  expressionibus  rationalibus  pro  [r,  /1’]  etc.  ambiguitati  alii  non  erit  ob- 
noxius , nisi  quae  per  rei  naturam  est  inevitabilis.  Haec  observatio  attentionem 
ili.  Laoranoe  subterfugisse  videtur,  qui  methodum  nostram  in  Disquis.  arithm. 
art.  360  traditam,  ubi  haud  inconsulto  neglectis  expressionibus  radicalibus  solas 
rationales  proposueramus , simphjicamisse  sibi  visus  est . dum  illas  pro  his  substi- 
tuit (Traite  de  la  resolution  numdrique  des  equations;  edition  2me  pag.  311). 

Ceterum  vix  opus  est  hic  monere,  simulae  valores  periodorum  (y,  1),  (y ,jp*) 
etc.,  aut  tantummodo  unius  ex  ipsis  eruti  sint,  valores  omnium  reliquarum  pe- 
riodorum y terminorum  rationaliter  inde  deduci  posse.  Descensus  itaque  a pe- 
riodis gy  terminorum  ad  periodos  y terminorum  requirit  solutionem  aequationum 
a?  = 1 , x*  = V,  operationesque  reliquae  rationaliter  perficientur. 
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9. 

Haec  omnia  eodem  fere  modo  iam  in  Disquis.  Ar.  pertractata  fuerant;  quae- 
dam autem  illic  adiecta  fuerant  suppressa  demonstratione,  quam  hic  explere  con- 
sultum iudicamus.  Annuntiavimus  illic,  evolutionem  valoris  quantitatis  radica- 
lis  v 0'.  quae  quandoquidem  0'  est  quantitas  imaginaria,  sectionem  tum  rationis 
tum  anguli  in  f»  partes  requirere  videtur,  a sola  posteriori  pendere,  prioremque 
semper  ad  solam  extractionem  unius  radicis  quadratae  reduci  posse:  hoc  ita  de- 
monstramus. 

Designando  ut  supra  quantitatem  imaginariam  y' — 1 per  >,  statuendoque 
0 '=P-)-iQ,  atque  aliquem  valorem  expressionis  y 'tf =p-\-iq,  ita  ut  P,  Q,  p,  q 
sint  reales,  constat,  si  quantitates  positivae  E,  e angulique  F,f  ita  determinen- 
tur, ut  sit  P — EcosF.  Q — E sinF,  p — e eoa/,  q = e sin  f,  fore  <=y£, 
atque  f aequalem  alicui  ex  angulis 

{P,  i(P4-360®),  j(F+720°) i(F+(S  — 1)360°) 

Determinabitur  itaque  f per  sectionem  anguli  F in  6 partes , at  extractione  ra- 
dicis \ E sequenti  modo  supersedere  possumus.  Quodvis  productum  r*RA  par- 
tem suam  realem  habet  communem  cum  r~kR~  , partes  imaginariae  autem 
factorem  « implicantes  in  his  productis  aequales  sed  oppositae  erunt.  Hinc  sponte 
sequitur  'r-1,  R~']  = p — iq  = e (cos f — iainf),  adeoque 

[r,  R)  x [r-1,  R~'  ] = e* 

Sed  productum  illud  per  theorema  art.  4 fit 

= (1.  l]-(-«[rS^-*,  *.  |]_|_  etc.  1] 

= — — 1)-f  etc.  — 1) 

quae  quantitas  determinabilis  est,  si  R omnesque  periodi  (j  y terminorum  cogni- 
tae sui>ponuntur.  Determinatio  ipsius  e itaque  solam  extractionem  radicis  qua- 
dratae postulat 

In  casu  speciali,  ubi  a — I,  singulae  periodi  (6  j,g‘ — 1),  (6 y..?"1 — 1)ete. 
manifesto  sunt  = r 4-  r1  -)-  r3  r*  -f-  etc.  4-  rn_l,  adeoque 

ee  = 6y4-(R-fR*-f  R’4-  etc.  4- R!t-') fr  4-r,4-r,-f-  etc.  4-r*-’) 

= b’  y -)-  • = « 
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siquidem  r ct  R radices  ab  1 diversas  exhibere  supponuntur,  et  proin  scmpcr 
e = y/n  (Disq.  arithm.  art.  360  fin.). 

10. 

Hactenus  disquisitionem  nostram  summa  generalitate  instituimus,  ut  valo- 
res  quoscunque  numerorum  a,  6,  y complectatur:  abhinc  vero  ad  casum  magis 
limitatum,  ubi  a = 1,  transibimus,  qui  ad  disquisitiones  foecundissimas  et  ele- 
gantissimas  viam  nobis  sternet.  Exprimet  itaque  signum  fr, /11  functionem 

r^-/Jr#4-«‘r?’4./lV*+  e te.  +/?— V”" 

ubi  n est  numerus  primus,  r indefinite  radix  aquationis  .r” — 1 = 0 (radice  1 
non  excepta),  R indefinite  radix  aequationis  jr — 1 =0,  denotante  6 divisorem 
datum  ipsius  n — I,  denique  g integer,  qui  est  radix  primitiva  determinata  pro 
modulo  n.  Porro  brevitatis  caussa  scribemus 

1 r + r*  -f-  t*  -f-  ctc.  + r”-1  = s 
etc.  +«“"2  = S 

unde  patet  s fieri  = n pro  r — 1 , sed  s — 0 pro  quovis  alio  valore  ipsius  r, 
et  perinde  8 = n — 1 pro  /1=1.  sed  8—0  pro  quovis  alio  valore  ipsius  R. 

Per  art.  3 itaque  habemus  [1,H]  = S,  [r,  1]  = s — I;  porro  pro  quovis 
valore  integri  m per  n non  divisibili  [r"\/lj  = R~' 'nd"[r,  /1],  aut  generalius 
[r",  fl  ] = R~  [r, /»  ] , ubi  indm  est  exponens  potestatis  numeri  g secun- 
dum modulum  n ipsi  m congruae.  Applicando  hnne  transformationem  ad  ea, 
quae  in  art.  5 docuimus,  sequitur,  productum  e duabus  pluribusve  functionibus 
talibus  fr*,  R“}  reduci  ad  formam  hanc 

A[l.Jll]+B[r.Jl*] 

ubi  A ct  B erunt  functiones  rationales  ipsius  R cum  coffficientibus  integris,  at- 
que X aggregatum  omnium  valorum  ipsius  H.  Magni  momenti  erit,  huiusmodi 
transformationes  ad  algoritlimum  expeditum  reducere , ad  quem  finem  imprimis 
indoles  producti  e duabus  functionibus  propius  nobis  consideranda  erit. 

11. 

Productum  r.^JXir,/!’]  per  theorema  art.  4 fit  = 
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[r*,  ; + R»[j*+',  »*+*]  +R^  [r*'+l,  + [»•*+',  etc. 

+ rt'~'+\  R<^' 

Inter  n — t exponentes  2,  g-\-\,  j*+l,  y3+l  etc.  gn~ ’-f-l  unus  tantum  rcpe- 
rietur  per  n divisibilis,  puta  1 , aggregati  itaque  nostri  terminus  respon- 
dens erit  ' )•*[!, hic  terminus  erit  =0,  quoties  non  est  11^=  I, 

et  — (n — 1)jR»("— ,)|X  = + (» — 1),  pro  2il*+'1  - — 1.  Partes  reliquae  aggregati 
nostri,  quarum  summam  statuemus  = Q , sequenti  modo  transformantur: 

[r*,  J?1^]  = R -fe+v)ind*  [r,J?*+v] 

R?  [r?+l,  R?^  = jfl*— (i«+*)i»d(»+i)  I 

__  £r>  ’ 

R?*  rll'+\  RP-h> ' — JJ1:‘-(^+')ind(j,+ii  'r<  Rp+‘  j 

etc. 

Hinc  colligimus 

j Q — |>.  R^]  x V jj|‘indx-(M-qin^x+l) 

si  pro  x successive  substituuntur  valores  1 , g , g*,  g3  ■ ■ ■ ■ g”~s  excepto  hoc 
gi{n~  0,  seu  qUocl  manifesto  eodem  redit,  si  pro  x substituuntur  valores  1,  2,  3, 
4 ....  n — 2,  quoniam  valores  lii  illis  (etsi  ordine  mutato)  congrui  sunt  secundum 
modulum  n. 

Statuendo  integro  y ipsi  x reciprocum  secundum  modulum  n,  i.  e.  ita  de- 
terminatum, ut  fiat  xy  = 1 (mod. ») , erit  indx  = — indy  (mod.  n — 1),  atque 
ind  (jb  — 1 ) — indy  = ind  (xy  -\-y\  =5  ind  { I -f-jr)  (mod.  n — I ) ; hinc  fit 

gindx — (^t  — (—  'j) ind ( jr  — f—  I ) = — pindy  — (p-}-v)  {ind (jr— |—  1)  — indy  J 
= v indjt  — (p  -j-  v)  ind  (jf  + 1 ) 

Quamobrcm  quum  numeri  ipsis  I,  2,  3 . . . « — 2 reciproci  cum  his  ipsis  ordine 
tantum  mutato  conveniant,  etiam  erit 

II.  2 — !r,  R?X‘  1 x V ^indy-(|i+’)in<J(jM-l) 

substituendo  pro  y successive  numeros  t,  2,  3 . . . n — 2.  Eadem  formula  imme- 
diate ex  I derivatur , quum  manifesto  numeros  p,  v inter  se  permutare  liceat 

Denique  statuendo  integrum  z ipsi  x-f-l  reciprocum  secundum  modu- 
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lum  «,  sive  xz-\-z  = 1 (mod.  n),  erit  ind(l — s)  = indj?  + indj(mod.  » — 1), 
ind  [x  -f- 1 ) = — ind  j (mod.  n — 1 ) adeoque 

ixindx — (ji-j-v)ind(x-|-l)  = jx (ind (l — z) — ind.s)-}-(|i-f-v)  indr 
= |Aind(l — r)-|-vindz 

Quare  quum  j>ercurrente  x valores  1,2,  3 . . . n — 2 , numerus  s percurrere  de- 
beat valorcs  2,  3,  4....n — 1 {etsi  alio  ordine),  nanciscimur  expressionem  tertiam 

IU.  Q — r.  RH-’ j x V j£*ind(i-.)+*inds 

substituendo  pro  z successive  valores  2,  3,  4 . . . n — I,  aut  si  mavis 

IV.  q _ >,  R*1+v ) x 2 ind  •1+'1  ,ntl  1 

[r,  Rti+V]  x VJeumd^md(M-l-=) 

Quum  habeatur  ind(l — x)  = f(n — l)+ind(s — 1),  productum  nostrum  ita  quo- 
que exhiberi  poterit: 

{r,  m Xfr.iTI  = Rl<"— j[i,Re+']_|_^r  2jii+»j  xSR,*ind(‘>-,)+’indsj 
= Rtt*-'*  { [1 , R^]  + (r,  R** }xlRA iml *+* ind (l-‘) ! 

ubi  semper  pro  z substituendi  concipiuntur  valores  2,  3,  4 ....  n — 1. 

Ceterum  in  omnibus  his  formulis  pro  numeris 

ixindjr— {|A-f-v)ind(jr-t-l),  vind^  — (p-j-v)ind(jr-|-l),  |iind(l — z)-(-vindr 

etc.  manifesto  ipsorum  residua  minima  secundum  modulum  6 substitui  poterunt. 
Si  fx  — f-  v = 0(mod.  6)  erit 

[r,  m [r,  IT  j = («— 1)R*<— 

4.(r+r*4.r»4-..-f^-,)X(1-f  R*+R*+Rs*  + . . + 

12. 

Productum  [1 , R**j  X [r,  R”]  per  theorema  art.  4 fit 

= (r,  «H”]  + R*  [r,  R>*+" ] + R'<*  (r,  R*+' } + etc.  + Ri—^ir.R^j 
= [r, R»+',}x{l+R»  + lVl'-\-l{3>'  + etc.  -f- R(»-JV) 

= (r,  R^  1 X ^ ( 1 + fi'1  -f  + /*’>*  + etc.  -t-R^-1)!*: 
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Hinc  productum  [l.ii1*' evolvitur  in 

x(l  + R>*+fi!|*-|-rt,|*  + etc. 

Nullo  iam  negotio  generaliter  productum  [r*1,  R^]  . [rm,  IV  ] erui  poterit,  quum 
enim  fiat  [r”,/?1*]  = /i_|1,n<im[r,  RA]  pro  valore  ipsius  m per  n non  divisibili,  et 
= pro  valore  divisibili,  et  quum  similis  transformatio  de  factore  altero 

[r’”,/?**]  valeat,  multiplicatio  vel  ad  problema  art.  praec.  reducetur,  vel  ad  ca- 
sus eos,  quos  in  hoc  art.  consideravimus. 


i 3. 

Postquam  productum  e duobus  factoribus  evolvere  docuimus , evolutio  pro- 
ducti e factoribus  pluribus  nulli  difficultati  obnoxia  erit.  Producto  [r,  Rx  X r,  R'] 
ad  formatn  .4.1, ] -(- if  [r,  /t'^ ] reducto,  patet,  si  accedat  factor  tertius 
[r.W1],  productum  fieri  = C[f,fll*+,+n]  + D[r,flH^+,:]  statuendo 

[r,rt“+,'[r,  IT]  = c[i,fl^'+^+rfLr,  R)‘+'+*] 

atque 

C — Bc 

D = Bd-\- A\l+W+'  + -\-  etc.  -f  «(«-*)(!*+')( 

Hinc  potestas  [r,  R}  facile  ad  formam  4[l,  Rk]-\-  B[r,  R*]  reduci  poterit. 

Exempli  caussa  evolvemus  potestates  functionis  [r,  R pro  n = 1 1,  fi  = 5, 
ubi  statuemus  g — 2.  Hinc  respondebunt 

numeris  t. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10 
indices  0.1. 8. 2. 4. 9. 7. 3. 6.  5 

Habemus  itaque  ad  evolutionem  quadrati  [r.Jlj*  secundum  formulam  I art.  1 1 : 

(1=1,  v = 1 

valores  ipsius  x 1.  2.3.4.  5.  6.7.  8.  9 

ind.r 0.  1.8.2.  4.  9.7.  3.  6 

2ind(.r-|-l) 2.16.4.8.18.14.6.12.10 

Res,  min.  ipsius  ind.x — 2ind.  (a+l) 

secundum  modulum  3 3.  0.4.4.  1.0.1.  1.  I 

unde  deducimus 
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a = [r,B’]x  [2  + 4B  + B’+2B‘j 

atque 

l*.  [r.B]’  = [l.B^  + fr.B^x  (2+4B+B*+ 2B4! 

I 

Eadem  expressio  resultat  ex  formula  III  art.  1 1 scilicet 

valores  ipsius  t 2.3.4.5.6.7.8.9.10 

indi  1.8. 2. 4. 9. 7. 3. 6.  5 

ind(n+1  — i) 5. 6. 3. 7. 9. 4. 2. 8.  1 

resid.  min.  ipsius  indi+ind(n+l — s) 

secundum  modulum  5 1.4. 0.1.  3. 1.0. 4.  1 

Prorsus  simili  modo  invenitur 

2°.  [r,  B*].[r.  R]  = (E B*]+[r, B*]x  (2  + B+4B,  + 2B5j 

3*.  [r.B5]. [r.B]  = [l,B‘]+[r,B*lx  (2+4 R+I?-{-2 B*( 

Denique  fit 

4".  [r,B'].[r,  R]  — [I,  l]  + [r,  t]x  (i  + 2B+2BI  + 2B’+2B‘j 

Hinc  multiplicando  aequationem  1°  per  [r,  R)  et  substituendo  pro  [r,  B’].[r,  B] 
valorem  suum  ex  2°,  nec  non 

[l,K*].[r.K]  = [r.R3].  (2+2B+2B,  + 2BJ+2B4! 

deducimus 

[r,B]*=(l.B*]x{2  + 4B+B,+  2B‘| 

+ r,  B5]  x 1 1 2 + 22  B + 1 8 B*  + 24  B*  + 1 5 B‘  j 

et  simili  modo 

[r,Bi4  = [l.B*]  X jll+22fl+18B»+24B,+  15B4} 

+ [r,  R1}  X j 1 64  + 170  B + 205B*+  ISuB^+lOOB4' 
[r.B]’  = [1,  1]X  (164+  170B+205B’+  I80B’+  lOOB4] 

+ [r,  1]  X (1836+  1 830 B+  1795 B’+  1820B*+  1810B‘( 
= 1640  + 1700B+2050B’+  1 800  B*+  1900  B* 

+ (1836+  1830B+1795B’+  1820B*+  181 0B‘)(«  — 1) 

= 91 8Ss — 98  — (6  B + 4 1 B*+  16BJ+20B4)« 

+ 66B+451  B*+  176  B3  + 286  B* 
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14. 

Calculus  in  praecc.  ita  absolutus,  ut  ad  omnes  valores  ipsius  r ipsiusque  B 
extendi  possit , notabiliter  contraliitur , si  ipsam  R statim  ab  initio  tamquam  ra- 
dicem propriam  aequationis  ar — 1 — 0 consideramus.  Haece  suppositione  pro- 
ductum [r,  B**]  X [r,  B"  ] reducetur  ad  formam  B[r,  B**'*'*],  quoties  p+v  per  6 
non  est  divisibilis;  quando  vero  p+v  per  6 divisibilis  est,  illud  productum 
fit  = (n — 'V [P>  t]2  substituendo  pro  ind  j-  omnes  numeros 

0,  1 , 2,  3 ....  n — 2 excepto  hoc  4 (n  — 1).  Hinc  facile  colligitur  (si  p et  proin 
etiam  v per  6 non  est  divisibilis] , in  hoc  casu  esse 

[r.B**].  [r,  B*]  = jn— l— [r,  t]j 

adeoque  — 0 pro  r = I , et  = Op  pr0  quovis  alio  valorc  ipsius  r.  Ce- 

terum quum  R^"—  fiat  = — 1 . vel  — — 1,  prout  — y-.p  est  numerus  par 
vel  impar,  productum  nostrum  fit  in  casu  priori  = n,  in  posteriori  — — n. 

Ilinc  porro  sequitur,  statui  posse 


etc.  usque  ad 
unde  habemus 


etc.  Denique 


[r,  Bj*  = A [r,B*] 
[r,B*].[r,B]  = A"  [r.R3] 
[r,B*].[r,B]  = A^r.R1} 


[r,  J&-* }.[r,R)  = A&-* ) [r.  B®-1  ] 

[r,  Bj’  = A"[r,  R') 
j>,  B]*  = A' A"  [r,  R3 ) 

[r,  B j*  = A'A"Am[r,  B4] 

[r.  B]c  = ± n A' A" A'" . . . 


ubi  signum  superius  vel  inferius  accipiendum  est,  prout  par  est  vel  impar. 

Patet  itaque,  postquam  valor  ipsius  [r. B]  inventus  fuerit,  functiones  re- 
liquas 


[r,  B*  ] = , 


r,  B*]  = 


— lr'-Bl* 


A A” 


etc. 


hic  multo  expeditius  determinari  posse,  quam  in  casibus  iis.  ubi  a non  est  =■  1, 
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ut  iam  in  Disq.  Ar.  (art.  360,  in)  monuimus.  Per  considerationem  uberiorem  in- 
dolis functionum  A,  A"  etc.  hac  operationes  adhuc  magis  facilitabuntur. 

15. 

In  art.  9 ostendimus,  valorem  functionis  [r, R}  reduci  posse  ad  formam 
y».{cos/-|-«sin/) , eodemque  modo  functiones  [r, 2P],  [r, Ii5]  etc.  usque  ad 
[r,  Bh'  ] ad  similem  formam  reduci  poterunt.  Statuamus 

[r,jR]  = y'n(cos/'  -f-isin/') 

[r,  JR*  ] = (cos/" -(-i  sin/") 

[r.i?]  r=  \j  n (cos/"'-)-  i sin/") 
etc. 

eritque 

A = v'«(cos  (2 /'—/")  -f  isin  (2 /'—/")) 

A’=  ^ n (cos  (/’+/'-/”)  + i sin (/'+/"-/”)) 

A"—  \!n  (cos  (/*— |— /*” — /"”)  + » sin  (/'+/"_/"")) 
etc. 

Ilinc  patet,  si  functiones  A,  A",  A"'  etc.  reducantur  ad  formas 
A = d (cos  b'  -f-  i sin  b') 

A"  = a (cos  6"  -f-  i sin  b“ ) 

A”—  a"'(cos  1 sin  b'") 
etc. 

et  quidem  ita,  ut  omnes  a',  a",  «"etc.  sint  positivi,  fore 
a'  — a"  = a'"  etc.  = \Jn 
f = |(6'+i"+r+  etc.  +6<c-,)) 

si  fuerit  - par,  vel 

/'  = |(l80o+A’-f-i”+  etc.  + 6(S-,)) 

si  fuerit  impar,  ac  dein 

[r,H]  — y'n  (cos  /’+  i sin  f) 

[r,iP]  = ^w(cos(2/' — 6')-)- i sin  (2/' — 6')) 

[r,  R*)  = \Jn  (cos  (3  f — b’ — b")  + i sin  (3 /’ — b' — b" ) ) 
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denique  erit  per  formulas  art.  S 

1)  = — + | cos/'+  cos  [1f — 6') + cos  (3/“—  h' — b" ) 4-  ete. 

-4-  cos  ((6 — 1 )/' — b' — 6"—  b" — ete.  — 

-(--'j"  | sin /'-(-sin  [2 /’ — b')  -f-  sin  '3 f' — b' — A”)+  etc.  j 

et  perinde  prodeunt  valores  functionum  ("^  ,g),  (""j-'  , /).  etc.,  si  in 

hac  formula  pro  f'  resp.  substituitur  f' — 3-‘\k , J' — 2 *,  f — 3,s“*  etc., 

supponendo  H — cos  — ^ |-rsm— j — . 

16. 

Simplificatio  nova  ex  observatione  sequente  petitur.  Quum  per  art.  1 4 fiat 

±[r,  R][r,  JJ*-1]  = [r,  i?  [r,  R^1}  = ± [r,  i?]  [r,  ii*"3]  ete.  ==  a 

accipiendo  [in  producto  primo,  tertio  etc.]  signum  superius  vel  inferius,  prout 
par  est  vel  impar . esse  debebit  in  casu  priori 

™s(/H-/(<~°)  = cos(.r+/C‘-,))  = cos^+Z^*))  ete.  = 1 

in  posteriori 

— cos(/'+/^— *))  = cos(/"+/*-^)  — — coa(fm+f  <■*-*)  etc.  = 1 
et  in  utroque  casu 

sin  {/'+/<*-’))  = sin  {/'+ /■(«-*))  — ,in  etc.  = 0 

Hinc  statuere  licebit  in  casu  priori 

y(«-i)  y'  /*(*—•)  — ,f*t  y C« — »)  — _y”  etc 

in  posteriori 

f ^ — ISO9—/',  /(*-*)  — — f ”,  fC'-*!  — iso°—/“'  etc. 
hinc  vero  sequitur,  in  priori  casu  esse 

*>(*“• *}  = b',  b^V  = b ",  bP-i1  = bm  etc. 

A'-'1  — A',  Al*-**  — A",  = Am  etc. 

in  posteriori  vero 
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= 6’ — 1 80°,  = 6"+  1 S0B,  6(,-4)  = b~—  1 80°  etc. 

A"-1'  = — A\  = — A",  A(!_,)  = — A”  etc. 

• * 

ita  ut  multitudo  functionum  A,  A",  A”  etc.  ad  semissem  reducatur.  Hinc  porro 
colligitur,  in  priori  casu  fore 

f=  1(24’+  24"+  etc.  + 2 4(!*_,)) 

1)  = — j + -g”  1 2 eos/'+  2 cos  { 2 f' — 6')-)-  2 cos  (3  /' — b' — 4")  + etc. 

+ 2 cos  ((^8 — I )f  — b' — b" — etc.  — ’1) 

+ cos(j  f>/' — b' — b" — etc.  — j 

(ubi  terminus  ultimus  manifesto  est  = cosO  = 1)  vel 

/=  ^(24+24"+  etc.  + 2 4{4(6~5))  + 4<H‘~,))) 

("-=1,  i)  = — i+^{2cos/'+2cos(2/—  6')  + 2cos(3/'—  b— 6')+  etc. 

+ 2 cos (6  — 1 )f — b' — 6” — etc.  _ ftW-3»)} 

prout  6 par  est  vel  impar;  et  in  casu  posteriori 

/'  = i (2  4'+ 2 4"+  etc.  + 24t4‘-,)) 

0 =~;.  + ^j2co8(2/-ft')  + 2cos(4/'-4'-6”-6“)+  etc. 

A-  2 cos  ((f  6 — 2)f' — b’ — b" — etc.  — 4(|S—  s^) 

-f-  cos  (i6f — b' — b " — etc.  — l4)  j 
+ i^£  j2sin/'+2sin(3/' — b' — 4")  + etc. 

-f-  2 sin  ((}•  6 — 1 )/' — b'—  b " — etc.  — 4‘  j 

vel 

/’  = 1(2 6'+ 2 4"+  etc.  + 2 4(4e-O+180#) 
l)  = ~ j+^|2cos(2/'—  6') -f- 2 cos (4/'— b'—  b"—  4")  + etc. 

+ 2cos((*  6 -1)/—  b'—  b’—  etc.  -4(i<“,))| 

+iy  1 2sin/'+  2 sin  (3  f — b' — 4”)-)- etc. 

+2sin((J  6 — 2)/' — b' — b" — etc. — 4^*  ’*) 

+ sin(^(>/' — b' — b" — etc. — 4^*  j 

prout  } 6 par  est  vel  impar.  De  periodis  reliquis  *-%-  terminorum  eadem  va- 
lent, quae  supra  annotavimus.  Generaliter  itaque  hinc  concluditur,  ad  determi- 
nationem harum  periodorum  requiri  sectionem  circuli  integri  in  6 paites,  aqua 

33* 


2G0 


XACHLA8S. 


constructio  angulorum  b',  b",  V”  etc.  rationaliter  pendet,  dcin  divisionem  anguli 
6'+6"+Jp“+etc.  in  f>  partes,  denique  radicem  quadratam  y n.  Quodsi  statui- 
tur statim  f>  =t  } (n  — I),  periodi  illae  manifesto  cokicidunt  cum  duplicatis  eo- 
siuibus  angulorum  — , 2 — , 3— -etc.  usque  ad  |(«  — I)  — , ita  ut  divisio 
circuli  in  n partes  pendeat  a divisione  circuli  integri  in  ■}■(» — t)  jmrtes,  divisione 
anguli,  qui  illa  sectione  perfecta  construi  potest,  in  |(»  — 1)  partes,  atque  quan- 
titate radicali  \l n.  Si  usque  ad  sinus  angulorum  --  etc.  progredi  constitutum 
est , una  operatione  amplius  opus  erit. 


17, 

Resumamus  ad  maiorem  illustrationem  exemplum  art.  1 3 , ubi  invenimus 

A '=A"—  2-\-iR+I?+Uli=  2R— 2R*  — R* 

A"  = 2 + ^+4^+2^=  —R +2  R,—  2Ri 

Accipiendo  pro  R valorem  cos  7 2° -f-i  sin  7 2®,  erit 

A'  = A"=  2 cos  7 2°  — 3 cos  1 4 4°— 1 (2  sin  7 2°  — sin  144°) 

.4“  = — 3cos72°-f-  2 cos  1 44®+ 1 (sin  7 2®-}- 2 sin  144°) 


Determinabuntur  itaque  anguli  b\  b " per  aequationes 


0 

2) 

3) 

*) 

5) 

6) 


sin  b'  = 


l»inil'-«iniu* 

yii 


cos  b'  — 
tangi'  = 
sini"  = 


2 cos  T J®  — "i  CO«  I I r 
V7!» 

2 «in  73®  — «in  1 1 (• 

3 COS  73®  — 3 COS  I 4 4" 
sin73®  4- 1 «is  t 44« 

V'< 


eos  b"  — 
tangi"  = 


— 3 ens  7 3®  + I cos  1 4 4® 

yli 

«inJi®  + 3 «in'7  4 1® 

— 3 CO»  7 i®  4-  1 COB  1 4 4® 


Quaelibet  aequationum  1 , 2,  3 sufficit  ad  determinandum  angulum  b',  si  quadrans 
in  quo  accipiendus  est  innotuerit;  hoc  e signis  quantitatum  2sin72° — sin  144", 
2 cos  72°  — 3 cos  144°  decidi  debebit : idem  valet  de  angulo  i".  In  casu  nostro  i 
accipietur  inter  0 et  90°,  b"  inter  90“  et  150®  Si  aequationis  3 numerator  et 
denominator  multiplicantur  per  — 3 cos 7 2°-f-  2 cos  144°.  transibit  in  hanc 
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tang  i'  = | — sin  72°+  1 3 sin  1 44°) 

et  perinde  ex  aequatione  6,  multiplicato  numeratore  et  denominatore  per 
2 cos  7 2°  — 3 cos  1 4 1°,  prodit 

tangi"  = ,Y  | — 13  sin  72®  — sin  I44°j 

Uinc  fit  in  numeris 

tangi'  = +0,4316226944,  logtangi'  = 9,6351042715  i'  = 23°20'46”04603 
tangi”  = — 0,8355819332,  logtangi"—  9,921989041 1 n b”  =■  140®7'  6”52441 

unde  derivatur 

5/'  = 186#48'38"61647,  /'  = 37®2l'43"723294 

Habemus  itaque 

{2,  1)  = — ++^|2cos37°  2l'43"723294  + 2cos51°  22'4 1"400558 j 
(2,2)  = — i + '^j2cos325®2l’43"723294  + 2cos267°22'4r400558| 

(2.4)  = — *+^  f2cos253°2l'43"723294  + 2cos  1 23®22'4 1"400558  j 
(2,8)  = — i+^j2cosl8102t'43"723294  + 2cos339o22'4r400558) 

(2. 5)  = — | + Vi! 1 2 cos  1 09°2 1'4 3"7 2 3294  + 2 COS  1 9 5°22'4  l"4 00 5 58  j 
unde  invenitur 

(2.1)  = +1,6825070652  = 2cos^ 

(2.2)  = +0,8308299  = 2cos”f* 

(a  j\  n 1440* 

(2.4)  — = 2cos— j-|— 

/Pk  c,\  a isfto* 

(2,8)=  = 2 cos  — 

(2.5) =  = 2 cos— 

18. 

Exemplum  aliud  nobis  suppeditabit  aequatio  ar”-*-!  = 0,  quam  per  aliam 
methodum  iam  in  Disqvis.  Arithm.  pertractaveramus.  .Statuemus  itaque  »=  17, 
6 = 8,  g = 3 ; hinc  respondent 
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numeris  t .2. 3. 4. 5.  6.7  .8.9.10.11.12.13.14.15.16 
indices  0.14.1.12.5.15.11.10.2.  3.  7.13  . 4 . 9.  6.6 

Hinc  invenimus 

A — Am’  r=  272+272*  + 3 72‘+4  725+272ll+2727 

A'  — A""  = 2 + 3 72  + 72*  + 72‘+3  72*+4  22‘  + fi’ 

A~=  A~  = 3 + 372+27?’+372*  + 72“+2  72*+  227 

sive,  quum  in  hoc  casu  fiat  I^  + l = 0 

A — AT=-  — 3 — 272  — 272* 

A"  = A""  — 1-42? 

A”  = Am  — 3+272+27?* 

Statuendo  itaque  R — cos  4 5°  + i sin  4 5°  erit 

A'  = A”"=  — 3 — 2 iy‘2  . A"  = A'"”—  1 —4».  A"=  A™=  3 + 2«v/2 

Invenientur  itaque  b',  b",  V“  per  aequationes 

sin  6’  = — y,V  sin  6"  = — y ff  sin  bm  = + yyy 
cosi'  s — y,S  cosft”  — + y+  cos  i”  = +y1*r 
tang  6'  — + yj  tangi”  = — 4 tang  — + y|- 

unde  deducimus 

6'  = 223°18'49",  6’  = 284°2'l0”,  b”  = 43“l8’49"  = b—  180" 

4 /'=  550°39’46".  /—  137°39'57' 

(2,1)  = — | + ~ j 2 cos  137°39,57”+  2 cos  52®l'6"+  2 cos  265°38'52"+l  ( 
(2,3)  = — J + ^{2cos  92°39'57”+2cos  S22*lV+  2 cos  130°38'52" — 1 1 

(2,9)  = — I + 1 2 cos  47“39'57"+2cos232°l'5'+2cos355<’3S'52”+l  | 

(2.10)  = — i+^Ij2cos  2°39’57”+  2cos  1 42®1,5*+  2 cos  220°38'52" — 1 j 
(2, 13)  = — ^ j 2 cos  3 17°39'57”+  2cos  52°r5"+2cos  85®3S’52"+1  i 

(2,5)  = — J+>-’j2cos272°39'57”+2cos322,,r5”+  2 cos  3 1 0°38'52"—  1 j 
(2,15)  = — {+^|2cos227®39'57'+2cos232“l'5"+2cosl75°38'52"+l( 

(2.11)  = — |+^j2cosl82<,39'57"+2cosl4  2°r5'+2cos  40®38'52"—  tj 
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f (2. 1)  =+0,092268 

t(2.3)  = 

*(*.»)  = 

J-(2, 10)  = 

4-(2, 13)  = +0,93247 
i (2.  5)  = 

H2.15)  = 

t(2.H)  = 


= cos  + 360® 
= cos  VV  360° 
= cos  + 360® 
= cos  360° 
= cos  + 360° 
= cos  + SCO® 
= cos  360® 
= cos  +360° 


* 


Ab  his  disquisitionibus  generalioribus  supra  functiones  [r.  Jt],  quae  theo- 
riam secundam  aequationum  purarum  in  art.  360  Disquus.  Ar.  inchoatam  magis 
illustrant  et  ampliant,  ad  casuum  quorundam  specialium  considerationem  accu- 
ratiorem (puta  si  pro  6 valores  determinati  accipiuntur)  progredimur;  plures  hinc 
investigationes  non  minus  fertiles  quam  elegantes  prodibunt,  quarum  aliae 
quidem  iam  in  Disq.  Ar.  (artt.  . . .)  pertractatae  erant  (sed  per  methodum  di- 
versam), aliae  vero  tamquam  prorsus  novae  considerandae  sunt.  Mirum  vero 
nexum  inter  hasce  disquisitiones  Arithmeticamque  sublimiorem,  quae  incrementa 
maxima  hactcnusquc  inexspectata  inde  capit,  in  commentatione  alia  mox  publici 
iuris  facienda  evolvere  nobis  reservamus. Ceterum  in  tota  disquisitione  se- 

quente supponemus,  pro  r accipi  radicem  propriam  aequationis  x” — 1=0.  et 
pro  R radicem  propriam  aequationis  fi®  — I = 0. 


19. 

Initium  facimus  a valore  6=2,  ubi  itaque  pro  R accipiendus  est  valor 
— 1 . Functio  itaque  nostra  [r,  /1]  Iit 

= r—r*  + r»,  — ,4‘  . . . . — 

habeturque 

[r,R]  = -[»**)  = +(^*,i?]  = etc. 

et  generaliter,  designante  k integrum  quetneunque  per  « non  divisibilem 
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[,**]  = + [r,  2?j  si  X est  residuum  quadraticum  ipsius  n , 

si  X est  non-residuum  quadraticum  ipsius  n. 

Porro  patet,  si  residua  quadratica  ipsius  n inter  1,  2,  3 ...  n — 1 contenta 
indefinite  designentur  per  a,  atque  non-residua  ipsius  n inter  eosdem  limites 
per  b,  numeros 

I. 

si  ad  ordinem  non  respiciatur,  congruos  esse  secundum  modulum  n numeris  o,  et 
perinde  numeros 

g. 

congruos  ipsis  b,  ita  ut  fiat  [r,  i?]  = - r*  — Sr*. 

Quodsi  itaque  statuimus  — = co,  atque  r = cos  A‘<u-|-t  sin/fru>,  erit 
= i)  cos  a X' ut — — cos  6 A «>-{-»  i sin  a Aio — i-sinfcAw.  Iam  perart.  14  qua- 
dratum functionis  [r,  R ] erit  = +n  vel  = — n,  prout  n est  formae  4z  -f- 1 
vel  4z — 1,  adeoque  in  casu  priori  [r,  Jl]  = + 0»,  in  posteriori  [r,  ii]  — + 
signum  vero  quantitati  radicali  praefixum  ambiguum  manet.  Hinc  derivantur 
summationes  sequentes 

I,  Si  r est  formae  4z-f-l 

-cos a Aa>  — - cos  i Au>  = Hh 
- sin  a A'  io — 2sinfrAu>  = 0 

II.  Si  n est  formae  4 z — J 

-cos  «Aio  — — cos&Aio  = 0 
-sinaAi» — -sin&Aio  — + VK 

Praeterea  quum  manifesto  totus  complexus  numerorum  a,  b conveniat  cum 
his  1,  2,  3 . . . n — 1,  fit  2r®4-£r4  = r-|-r,-j-r,-f- etc. -f-P*-1  = — t,  et  proin 
£ cos  o A <»-)-  i cos  b A <o  = — l,  Ssina  Au>-}-~sinAAio  = 0.  Hinc  c summationi- 
bus  praecedentibus  demanant  sequentes: 

I.  Pro  casu  priori 

- cos  a A io  = — iiWn 

— cosfcAiu  = — 

-sinaAio  = -siniAio  — n 
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II.  Pro  casu  posteriori 

ileos aku»  = — cos/>&t»  .=  — ; 
i.siii«X  «u  = + I \' n 
il  sini  k nj  — 

Ilac  sunimationes  ]>cr  methodum  haud  multum  diversam  in  Disquiss.  Arr. 
art.  356  iain  sunt  erutae;  neutra  quidem  methodus  ambiguitatem  signi  quantitati 
radicali  praefigendi  tollere  valet , attamen  hunc  defectum  in  commentatione  pe- 
culiari nuper  supplevimus,  ubi  demoustrntum  est.  pro  valorc  k = 1 signa  su- 
periora iu  omnibus  formulis  allatis  accipi  debere. 


BEMKKKUXGEN. 


Von  der  ursprunglir hm  Fortsctzung  dicter  Abhandlung  von  art.  i !»  an , srelche  der  ttehandlung 
spccieller  Fulle  gewidmct  war,  sind  nur  noch  cinigc  Artikel  vorhanden,  di»  sich  mil  der  quadrui ischen 
(Jleichung  beschifligcn , de  ren  Wurzcln  die  beiden  - - gUedrigen  Perioden  aind;  das  Manutcript  bricht 
im  Anfung  der  1'nUrsuchung  ab,  durch  welche  das  Vorzeichen  der  bci  der  Auflusung  dereelbcn  auftrcten- 
dea  Quadratwurzel  bestimmt  werden  solite;  aus  der  Uebereinstimroung  diesca  noch  vorhandenen  Anfangs 
mil  der  Abhandlung  Summatio  quarumdam  seriorum  singularium  geht  horror,  dans  der  Verfusser  scinen 
Plan  iiidcrU' , um  die  eben  erwihnto  Bcslimnnmg  des  Vorzeichen»  zum  Gegenstande  einer  besondorn  Ab- 
handlung zu  machcn.  Vcrgleicht  man  hierrait  das  Citat  im  art.  & (wo  im  Manuscript  stntt  der  xweilcn  Aus* 
gabe  des  Werkc*  von  Laoraxok  durch  cin  Versehon  die  dritte  angegeben  war),  «o  orgibt  sich,  dasa  dies* 
Uandschrift  aus  dem  Jahro  atammt.  Pass  uber  die  Publication  des  Vorhorgchcndcn  nicht  aufgcgcben 
vrar,  Ichrt  cin  bei  art.  i»  oflfcnhur  in  spdtcrcr  Zcit  eingoschobenc*  Blatt,  auf  welehem  eine  andere  Fortseizung 
beginnt  und  bezQglich  der  Hestimmung  des  Vorzeichcns  schon  auf  die  Ahhandlung  Summatio  ctc.  verwiesen 
wird.  Dicse  aweite  Fortvlaung,  welche  aber  auch  bald  abbricht , ist  hier  mitgetheilt.  I)er  Text  des  durch- 
aus  druckfertigen  Manuscriples  ist  bei  der  lk-rau*gnbe  treu  beibehaltcn;  nur  in  art.  16  mussten  die  Formcln 
fiir  den  zwi-iten  Full  hitizugcfugl  werden. 
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DfiMONSTRATION  DE  QtTELQUES  THfiORfeMES  CONCERN ANTS 

LES  PfiRIODES  DES  CLASSES  DES  FORMES  BINAIKES  DU  SECOND  DEGRfi. 


Thboreme  1.  Le  nombre  des  classes  <pr.  pr.)  d un  mfme  determinant , qui  ele- 
vies  A Ia  digniti  Pm',  P elant  ou  un  nombre  premier  ou  Ia  puissance  dun  nombre 
premier  — p*,  produisent  la  classe  principale  K,  est  egal  ou  A 1 ou  A une  puis- 
sance de  ce  mime  nombre  premier  p. 

Demonstration.  Soit  (Q)  lc  groupe  entier  de  toutes  les  classes  en  question 
et  n leur  nombre.  Puisque  la  classe  principale  K est  ndeessairement  contenue 
dans  (Q),  le  tlieoreme  est  evident,  si  elle  y est  la  seule.  Mais  sil  y en  a d’autres, 
le  nombre  des  classes  contenues  dans  la  periode  de  chacune  sera  une  puissance  de 
p;  soit  une  d’elle»  A,  et  supposons  que  sa  periode  (31)  contienne  p’1  classes,  qui 
seront  toutes  comprises  dans  (Q).  Or  si  les  classes  de  cctte  periode  (81)  epuisent 
(Q),  on  aura  p’ = »,  et  le  theoreme  sera  d^montr^;  sinon,  soit  B une  classe 
quelconque  de  (Q)  non  contenue  dans  (31),  et  supposons  que  sa  periode  soit  de- 
veloppec  jusqu’a  ce  qu'on  y parvienne  a une  classe  bB,  qui  soit  en  meme  temps 
parmi  les  classes  de  (31),  ce  qui  doit  necessairemeut  arriver,  parceque  du  moins  la 
classe  principale  est  commune  a cette  periode  et  a (31).  Or  supposant  que  bB 
soit  la  premiere  classe  dans  la  periode  de  B commune  A (8),  ou  b le  plus  petit 
possible , je  dis 

1°.  Que  b sera  une  puissance  de  p.  Car  il  est  evident  qu'en  faisant  b— p‘h. 
bB  = iA  et  hk^  l (mod.p~)  (ce  qui  se  pourra)  on  aura  kbB — p^hkB — pr‘B  — iA^t. 
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c'est  a dire  que  p'Ii  sera  aussi  parmi  les  classes  de  (31),  d'oii  il  sensuit  que  h = 1 
et  b = p ®. 

2°.  Qu’en  designant  les  classes  K,  B,  2 B ....  (b  — 1)  B par  (©),  toutesles 
compositions  d'une  classe  de  (91)  avec  une  classe  de  (©)  donneront  />a+®  classes 
differentes.  Car  en  supposant  m A -\-tiB  = m‘A-\-n'B  et  n = n,  on  nura  ne- 
cessairement  m = m'\  si  n )> n',  on  aura  (n — n)B  — {m' — -m)A,  ce  qui  est  im- 
possiblc,  si  l’on  n’a  pas  n = n. 

3°.  Que  ces  //,-r®  classes  differentes  seront  comprises  sous  (Q),  ce  qui  est 
evident. 

Or,  si  ces  pa+®  classes  Opuisent  (Q),  le  theoreme  est  demontrc;  sinon,  on 
choisira  une  autre  classe  de  (Q)  non  contenue  parmi  ccUes-la,  savoir  C;  on  con- 
tinuera  sa  periode  jusqu’a  ce  quon  y parvienne  a une  classe  deja  comprise  sour 
les  classes  composecs  de  (91)  et  (©).  Par  un  raisonnement  scmblable  au  proce- 
dent on  demontrera,  que  1’exposant  de  cettc  classe  doit  Otre  une  puissance  de  p. 
= pi,  et  que  la  composition  des  p1  classes  premieres  de  la  periode  de  C avec 
les  pa+®  classes  ddja  trouvees  donnera  classes  differentes  toutcs  comprises 

dans  (52).  Si  ces  classes  nepuisent  pas  encorc  (52),  on  traitera  de  la  mOme  maniere 
une  quatrieme  classe  D etc.  et  il  est  evident  que  (Q)  etant  forme  d’un  norabre 
fini  de  classes,  ces  operations  finiront  aussi  et  qu’on  aura  n egal  a une  puissance 
de  p.  C.  Q.  F.  D. 

Theoreme.  II.  Le  nombre  de  toutes  les  classes  du  genre  principal  itant  exprimi 
par  a1  6® c*  etc.,  a,  b,  c,  denotant  des  nombres  premiers  diffirents,  il  y aura  dans  ce 
genre  6®,  cT  etc.  classes,  qui  itant  ilevees  d la  dignite  ai1,  ft®,  c1  etc.  resp.  pro- 
duisent  la  classe  principale. 

Dimonstration.  Soicnt  A,  A’,  A" etc.  toutes  les  classes  qui  elevees  a la  dignite 
oa  produisent  K et  (9f)  leur  totalitO:  de  mOme  B.  B , B"  ctc.  (©),  C,C,C",  (C)etc.  etc. 
Jc  dis  que  de  la  composition  de  toutes  les  classes  de  (31)  avec  toutes  les  classes 
de  (©)  avec  toutes  les  classes  de  (6)  etc.  il  proviendra  des  classes  differentes  en- 
tre  elles.  Car  si  A-\-B-^-C . . . = A'-\-B'-j-  C'.  . etc.,  on  aura,  en  faisant 
A — A'  = A",  B — B'  — B"  etc. . 

A"-|-  B"-\-  C"  etc.  = K 

donc  elevant  a la  dignite  6®cT  etc.,  (6®cT. . .)  A"  = K,  d'oii  il  s’ensuit  facilcmcnt 
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A"—  K et  A = A et  de  la  mAmc  maniere  on  aura  B — B‘.  C = C etc.  Soit 
la  totalit<5  de  ces  classes  = [S).  De  plus  il  est  clair  que  toutes  ces  classes  seront 
du  genre  principal.  Knfiy  il  ne  j>eut  exister  aucune  classe  dans  le  genre  Princi- 
pal qui  ne  soit  coinprise  sous  (S).  Soit  . . . 


BF.MERKUNG. 


Diesel  im  Jehre  isoi  gcuchriehene  Pragmenl  bexieht  sich  auf  Disq.  Arithm.  »rt.  Jo»,  n.  I)a«  Worl 
digniU  wird  hier  in  cinem  «oust  nicht  ublichcn  Sin  ne  gcbraucht. 


St*»*. 
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DE  NEXU  INTER  MULTITUDINEM  CLASSIUM,  IN  QUAS 
FORMAE  BINARIAE  SECUNDI  GRADUS  DISTRIBUUNTUR, 
EARUMQUE  DETERMINANTEM. 

COMMENTATIO  PRIOR 
SOCIETATI  REGIAE  EXHIBITA  1834 


1. 

Triginta  tres  iara  elapsi  sunt  anni,  ex  quo  principia  nexus  mirabilis,  cui  haec 
commentatio  dicata  est  deteximus , uti  iam  in  fine  Disquisitionum  Arithmeticarum 
annunciatum  est.  Sed  aliae  occupationes  ab  hac  scrutatione  per  longum  tempus 
detraxerant,  donec  recentiori  tempore  ad  eam  reverti  et  per  novas  curas  eam 
ampliare  contigit.  Attamen  quum  haec  nova  Arithmeticae  Sublimioris  pars  li- 
mites unius  commentationis  excedat,  haecce  prior  formis  determinantium  negati- 
vorum dicata  erit:  formae  vero  determinantium  positivorum,  quae  tractationem 
prorsus  peculiarem  requirunt,  commentationi  alteri  reservatae  manere  debebunt. 

2. 

Basis  totius  argumenti  est  disquisitio  peculiaris  circa  multitudinem  omnium 
combiuationum  valorum  integrorum , quos  duo  numeri  integri  indefiniti  x.  y in- 
tra ambitum  praescriptum  accipiunt.  Manifesto  hoc  problema  etiam  sub  aspectu 
geometrico  exhiberi  potest,  ut  eruatur  multitudo  numerorum  complexorum , quorum 
repraesentatio  intra  figuram  praescriptam  cadit.  Indoles  figurae  ex  indole  lineae 
quae  eam  circumdat , adeoque  pendebit  vel  ab  unica  aequatione  inter  coordinatas 
x,  y (quoties  peripheria  est  curva  in  se  rediens}  vel  a pluribus  huiusmodi  aequa- 
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tionibus  (quoties  constat  e pluribus  partibus  curvis  seu  rectis},  pendebitque  ab 
arbitrio  nostro,  utrum  puncta  numeris  integris  complexis  respondentia,  si  quae 
forte  in  ipsa  peripheria  sint,  multitudini  annumerare  velimus  an  inde  excludere. 

In  repraesentatione  analytica  problematis  conditiones  illius  limitationis  sem- 
per  ita  exhiberi  poterunt,  ut  functio  data  variabilium  x,  y vel  una  vel  plures 
P,  Q,  R etc.  nancisci  debeant  valores  positivos , vel  non-negativos  (prout  valor  0 
vel  excluditur  vel  admittitur). 

Ita  e.  g.  si  figura  praescripta  est  circulus  , cuius  radius  = ^ A,  dum  cen- 
trum cadit  in  punctum  numero  complexo  integro  respondens,  conditio  analytica 
erit,  ut  A — xx — yy  non  sit  negativus , siquidem,  quod  semper  supponemus, 
puncta  in  ipsa  peripheria  sita  retinere  placet.  Si  figura  est  triangulum,  tres 
functiones  lineares  ax-\-by-\-c,  a'x-\-b'y-\-c,  a"x-\-b"y-\-c  valores  non-nega- 
tivos habere  debent , similiterque  in  aliis  casibus. 

3 

Solutio  problematis  exacta,  generaliter  loquendo,  ita  procedere  debet,  ut 
primo  e natura  conditionum  variabilis  altera  c.  g.  x intra  limites  coerceatur . in- 
ter quos  valores  singuli  integri  deinceps  percurrant,  et  quot  valores  integri  alte- 
rius y singulis  respondeant , eruere  oportet , quorum  multitudines  dein  in  sum- 
mam colligi  debent.  In  casibus  specialibus  plerumque  aderunt  artificia  specia- 
lia ad  laborem  abbreviandum. 

E.  g.  si  figura,  ut  supra,  est  circulus,  cuius  radius  = \JA,  sit  r integer 
proxime  minor  quam  \jA,  vel  ipse  y _4,  si  A est  quadratum.  Perinde  sint 
r,  r",  r"etc.  integri  proxime  minores  quam  \j{A  — I),  \J(A — 4),  \j[A — 9)  etc. 
usque  ad  }J(A — rr).  Tunc  multitudo  quaesita  erit 

= 2 r — 1 2(2  r*'— J—  I ) — f-  2 (2  r"— f—  1 ) — |—  2(2 1 ) — J—  etc. 

= I — (—  4 r — 1 — 1 r'-f-  4 r"-}-  4 r'"-)-  etc.  -(-4rM 

Brevior. erit  in  hoc  exemplo  methodus  sequens.  Sit  q integer  proxime  minor  quam 
yi-4  (vel  huic  aequalis,  quoties  est  integer),  atque  rl?+1^,  /®+3'  etc.  in- 

tegri proxime  minores  quam  \J(A  — (9+1)’).  \J(A — (9  + 2)*),  y(.4 — (9  + 3)*) etc. 
usque  ad  ^{A — rr).  Tunc  erit  multitudo  quaesita 

= 499-)- i-)-4r-(-8(r^+l*-(-r',+J^-l-r*®+,)-|-  etc- 
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Per  hanc  formulam  eruta  est  multitudo 


A 

1 II  * 1 

A 

100 

317  : 1000 

3149 

10000 

31417 

200 

633  2000 

6293 

20000 

62845 

300 

949  ! 3000 

9425 

30000 

94237 

400 

1257  ii  4000 

12581  i 

40000 

125629 

500 

1591  5000 

15705 

50000 

157093 

000 

1895  6000 

18853 

60000 

188453 

700 

2209  7000 

21993 

70000 

219901 

800 

2521  . 8000 

25137 

80000 

251305 

900 

2821  i 9000 

28269 

90000 

282697 

1000 

3149  10000 

31417 

100000 

314197 

4. 

Ad  propositum  nostrum  non  requiritur  determinatio  exacta,  sed  potius  in- 
dagatio expressionis , quae  ad  multitudinem  exactam  quam  prope  velis  accedere 
potest , dum  limites  in  infinitum  ampliantur.  Sed  ante  omnia  quum  haec  aliquid 
vagi  involvant,  rem  exactius  explicare  oportet. 

Supponemus  itaque,  functiones  P,  Q,  R etc.  praeter  variabiles  ,r,  y impli- 
care elementum  constans  k,  ita  ut  singulae  P,  Q,  R etc.  sint  functiones  homoge- 
neae  trium  quantitatum  x.y,  k.  Hoc  pacto  figura  per  aequationes  P — 0,  Q=0, 
R = 0 etc.  determinata  pendobit  a k,  ita  ut  valoribus  diversis  ipsius  k respon- 
deant figurae  similes  et  resjiectu  initii  coordinatarum  similiter  positae,  dimensio- 
nesque lineares  similes  valoribus  ipsius  k,  arcae  valoribus  ipsius  kk  proportiona- 
les erunt.  l)enotetur  iam  multitudo  punctorum  intra  figuram  |>er  M.  area  per  V. 
patetque  M et  V,  crescente  k,  crescere  debere;  crescente  vero  k in  infinitum, 
M et  V ad  rationem  aequalitatis  quam  proxime  velis  accedent,  vel  si  elemcnta- 
rem  claritatem  postulas,  proposita  quantitate  quantumvis  parva  X,  semper  assig- 
nari poterit  terminus  talis,  nt  pro  quolibet  valore  ipsius  k hunc  terminum  su- 
perante  certo  f.  iacere  debeat  inter  1 — X et  l-(-X.  Secundum  morem  suetum 
hoc  ita  indicare  licet:  fieri  M = V pro  valore  infinito  ipsius  k. 

In  exemplo  nostro  conditio  requisita  locum  tenet,  statuendo  k = \JA,  cur- 
vaque fit  circulus,  cuius  area  = ic A,  denotante  r semicircumferentiam  circuli 
pro  radio  = I . Numeri  supra  traditi  convergentium  luculenter  addigitant. 
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Ceterum  si  operae  pretium  esset,  facile  demonstrationem  illius  theorematis 
antiquo  rigore  absolvere  possemus,  quam  tamen  hocce  quidem  loco  supprimere 
maluimus  ad  difficiliora  properantes. 


5. 

In  liacce  commentatione  limes  per  unicam  aequationem  talem  exprimetur 
axx-\-2bxy-\-cyy  = A,  ita  quidem  ut  a,  b,  c sint  integri,  atque  bb  — ac  nu- 
merus negativus  quem  statuemus  = — I).  Manifesto  curva  figuram  definiens  erit 
ellipsis , patetque  facile , quadrata  semiaxium  esse  radices  aequationis 

(ac— bb)qq— (a+c)Aq+AA  = 0 sive  = 

Productum  harum  radicum  fit  ~e_-a  = . proin  area  ellipsis  =~.  Hinc 

itaque  colligitur , multitudinem  omnium  eombinationum  valorum  integrorum  ip- 
sarum x,  y,  pro  quibus  axx-\- 2bxy-\-cyy  valorem  A non  superet,  crescente 
A continuo  magis  appropinquare  ad  *,-g,  ct  pro  A infinito  huic  valorem  aequa- 
lem statui  debere.  Ceterum  manifestum  est,  hocce  respectu  niliil  interessc,  utrum 
combinatio  x = 0,  y = 0 reliquis  annumeretur,  an  inde  excludatur.  Hoc  ita- 
que modo  multitudo  quaesita  (in  ratione  posteriori)  niliil  aliud  est,  nisi  aggrega- 
tum multitudinum  repraesentationum  singulorum  numerorum  1,  2,  3, . . .4  per 
formain  binariam  secundi  gradus  axx-\-‘lbxy-\-cyy\  et  quum  inter  illos  nume- 
ros alii  omnino  per  hanc  formam  repraesentari  nequeant,  alii  plures,  alii  pau- 
ciores repraesentationes  admittant,  quautitas  consideranda  erit  tamquam  va- 
lor  medius  multitudinis  repraesentationum  numeri  positivi  indefiniti  per  formam 
quamlibet . cuius  determinans  = — D, 

6. 

Antequam  quae  hinc  sequantur  generaliter  perscrutemur , ut  modus  argu- 
mentationis facilius  penetrari  possit,  casus  quosdam  singulares  evolvere  visum  est. 
Resumamus  itaque  primo  formam  xx-j-yy , pro  qua  itaque  multitudo  repraesen- 
tationum numeri  indefiniti  valorem  medium  = is  nanciscitur.  Multitudo  vero 
repraesentationum  actualium  numeri  dati  haud  difficile  e principiis  generalibus  in 
Disquisitionibus  Arithmeticis  stabilitis  determinatur.  Designemus  per  fA  mul- 
titudinem repraesentationum  numeri  A,  quae  erit  = 4 , si  A — 1 vel  2 vel  po- 
testas binarii ; =8,  si  A est  numerus  primus  formae  -in-f-l,  vel  productum 
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talis  numeri  primi  in  potestatem  binarii ; = 0,  si  4 est  numerus  primus  formae 
4n-f-3,  vel  per  talem  numerum  primum  divisibilis,  neque  vero  per  ipsius  qua- 
dratum ; denique  generaliter 

vel  = 4(et-+-1)(6-f-l)(7'H-l)  . . . 
vel  = 0 

prout,  reducto  numero  A ad  formam  2 **$«*&“ cT .. .,  designantibus  a,  b,  c etc. 
numeros  primos  inaequales  formae  4 n 1 , S autem  productum  e numeris  pri- 
mis formae  4n-+-3,  si  qui  inter  factores  numeri  A semel  pluriesve  occurrunt, 
numerus  S est  vel  quadratum  vel  non  quadratum.  Patet  itaque,  f A unice  pen- 
dere a modo,  quo  numeri  primi  3,  5,  7,  11,  13  etc.  inter  factores  numeri  A re- 
periuntur , ita  ut  generaliter  statuere  oporteat 

/4  = 4(3).  (5).  (7).  (11).  (13).... 

si  valores  characterum  (3).  (5),  (7)  etc.  ita  acceptos  supponimus , ut  denotante 
p numerum  primum  sit 

primo  (p)  = 1,  si  P ipsum  A non  metitur 

secundo  (p)  = a-f-t,  si  p est  formae  4«-}-l,  atque  p*  potestas  summa  ipsum 
A metiens 

tertio  (p)  = 0,  si  p est  formae  4n-J-3,  atque  exponens  potestatis  altissi- 
mae  ipsius  p ipsum  A metientis  est  impar;  denique 
quarto  (p)=l,  si  p est  formae  4n  + 3,  atque  exponens  potestatis  summae 
ipsius  p ipsum  A metientis  est  par. 

Manifesto  casus  primus  sub  secundo  et  quarto  continetur. 

Hoc  itaque  modo  termini  progressionis  /I, /2, /3, /4  etc.  valde  irregu- 
lariter  procedunt,  etiamsi  quo  maior  multitudo  sumatur,  eo  accuratius  valor  me- 
dius = tz  inde  surgere  debeat.  Aggregatum  /1  +/2  +/3  + ■ - + /A  deno- 
tabimus per  FA. 


7. 

Statuamus  iam  generaliter  fm  +/3 m =fm,  perspicieturque  facile,  fieri 


/'4=  4(5). (7). (11). (13)  . . 


35 
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i.  e.  f' A a relatione  ipsius  A ail  divisorem  3 erit  independens,  unde  seriei 
/ t , / 2,  / 3,  /' 4,  / 5,  / 6 etc.  irregularitas  tum  serius  incipiet  tum  longe  minor 
erit.  Porro  si  statuimus 

f\  -f/2  4-/3  4-/4  4-  etc.  4-/»‘  = Fm 
erit 

F'3A  = F3A 4-/3 4-/6 4-/9 4-  . . 4-/M 
= F3A+FA 

Hinc  facile  concluditur  crescente  A in  infinitum , statui  debere 

F3A = 4r A 

sive  valorem  medium  terminorum  seriei  /1,  /'2,  /'3,  / 4 etc.  esse 

= 1" 


Simili  modo  statuendo  generaliter  — f'tn-\-f'bm  — f"m  , fiet 

/01  = 4 (7)  (11)  (13)... 

sive  e serie  nova  /’ J,  / 2 etc.  abeunt  vacillationes  a relatione  ad  numerum  5 
pendentes.  Statuendoquc  aggregatum 


fiet 


/l-f-/"2  +/  3 4-  • • • +/  m = F m 
F"5m  = — F'm-\-F'bm 


unde  concluditur  crescente  m in  infinitum . statui  debere 

F"bm  = 1~.  4 m 


sive  valorem  medium  terminorum  seriei  esse  = f . } it. 


Si  eodem  modo  ulterius  procedimus , progressiones  novas  formaudo , dum 
deinceps  factores  (7),  (11),  (13),  (17)  etc.  tollimus,  hac  continuo  magis  ad  inva- 
riabilitatem  appropinquabunt,  valoresque  medii  deinceps  novos  factores  ? , -f  f, 
H . f ? . P!  etc.  nanciscentur , ubi  denominatores  erunt  numeri  primi  serie  natu- 
rali , numeratores  vero  unitate  vel  maiores  vel  minores , prout  illi  sunt  formae 
4n  — 1,  vel  4n-)-1.  Quare  quum  hoc  processu  in  infinitum  continuato  valorcon- 
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stans  4 valori  medio  continuo  propior  fieri  debeat , habemus 

}. Mf.fi  ...tninf. 


r ^'s  + i 5—1  i+i  U+I  ll— i'*’ 

Si  singulae  fractiones  evolvuntur  in  series  infinitas 

-i-  = i_i4 -±_i+  .. 

3+1  J i » tl' 

= 1 -f-i-j-JL  4- J--U  . . . 

-L-  = i_i L_l.  ... 

etc. 

productum  facile  evolvitur  in 

l — i-ri-f  + l-il  + iV 


cuius  seriei  summam  esse  = fi:  vulgo  uotum  est.  Revera  via  inversa  olim  iam 
hinc  aequalitas  inter  f it  et  productum  infinitum  f.f.f  ..  ab  ill.  Euleb  erutum 
fuerat  ( Introd . i?i  analjfs.  in/.  T.  I.  Cap.  xv.  art.  285). 

' 8. 

Consideremus  secundo  loco  formam  pro  qua  multitudo  reprae- 

sentationum numeri  indefiniti  valorem  medium  = — habebit.  Designando  per 
/A  multitudinem  re]>raesentutionum  numeri  dati  A per  istam  formam,  haec  erit 
= 2 pro  A — 1 vel  A — 2,  vel  quoties  A ost  potestas  binarii;  porro  /A  = 4 , 
quoties  A est  aliquis  e serie  numerorum  primorum,  quorum  residuum  quadraticum 
est  — 2,  sive  qui  sunt  formae  8 4--f- 1 , 8 A- -f- 3 , puta  11, 17, 19,41, 43  etc.; 

denique  /A  = 0,  quoties  A est  numerus  primus,  cuius  non-residuum  quadrati- 
cum  est  — 2,  puta  e serie  5,  7.  18,  23.  29,  31  etc.  sive  vel  formae  8£-f-5, 
vel  formae  8 Ar— f—  7 . Generaliter  vero  statui  debet 

vel  /A  — 2{a-H)(tf-H)(y+1)  • • • 
vel  /A  — 0 

prout  reducto  numero  .4  ad  formam  i^Sa^b^c1 . . .,  designantibus  a.  b.  c etc. 
numeros  primos  inaequales  formae  8 A*  — 1 , S A-  — f-  3 , contra  £>  productum  e nu- 

35* 
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meris  reliquis  (formae  Si-f-5,  8A+7),  si  qui  inter  factores  numeri  A habentur, 
prout  S est  quadratum  vel  non  quadratum.  Hinc  per  ratiocinia  prorsus  similia 
ut  in  art.  praec.  a serie  /1,  /2,  /3,  fi,  /5  etc.  puta  2,  2,  4,  2,  0,  2 etc.  dein- 
ceps ad  alias  continuo  longius  constantes  progrediemur,  quarum  valores  medii  sint 
deinceps  — , ■ * . JVt'7’  T^'7'7‘7  etc-;  progrediemur  ita,  ut  deducamur 

ad  aequationem 

„ * j s ia  ii  i»  i» 

75 ' > ’ a * t 

ubi  denomiuatores  constituunt  seriem  naturalem  numerorum  primorum , numera- 
tores vero  unitate  minores  sunt,  quoties  denominatores  sunt  formae  S A-  — )—  1 , vel 
S A-  — |—  3 , contra  unitate  maiores,  quoties  denominatores  sunt  formae  8 /r  — f-  5 vel 
8*-|-7. 


m 

DE  NEXU  INTER  MULTITUDINEM  CLASSIUM,  IN  QUAS  FORMAE  BINARIAE 
SECUNDI  GRADUS  DISTRIBUUNTUR,  EARUMQUF,  DETERMINANTEM. 

COMMENTATIO  PRIOR 
SOCIETATI  REGIAE  EXHIBITA  1897  . . . 

1. 

Triginta  sex  elapsi  sunt  annni,  ex  quo  principia  nexus  mirabilis  in  hac  com- 
mentatione tractandi  detecta  sunt,  uti  iam  in  fine  Disquisitionum  arithmeticarum 
annuntiatum  est.  Sed  aliae  occupationes  per  longum  tempus  ab  hac  scrutatione 
detraxerant,  donec  recentiori  tempore  ad  eam  reverti,  et  per  novas  curas  eam 
ampliare  contigerit.  Attamen  quum  ambitus  huius  novae  Arithmeticae  Sublimio- 
ris partis  limites  unius  commentationis  transgrediatur,  haecce  prior  formis  deter- 
minantium negativorum  dicata  erit:  formae  autem  determinantium  positivorum, 
quae  tractationem  prorsus  peculiarem  requirunt,  commentationi  alteri  reservatae 
manebunt. 
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2. 

Ad  propositum  nostrum  opus  erit  theoremate  per  se  quidem  arithmetico, 
cuius  tamen  indolem  commodius  ct  clarius-  per  considerationes  in  forma  geome-* 
trica  exhibendas  ob  oculos  ponere  licet. 

Proposita  in  plano  indefinito  figura  per  lineam  qualemcunque  terminata,  il- 
lius area  approximative  assignari  poterit , si  plano  in  quadrata  dispertito  multi- 
tudo tum  eorum  quae  integra  sunt  intra  figuram,  tum  eorum  quae  ambitus  figurae 
secat,  numeretur,  manifestoque  area  justo  minor  vel  maior  prodibit , prout  qua- 
drata posteriora  vel  omittuntur  vel  prioribus  adnumerantur : si  vero  quadrata  poste- 
riora in  limine  sita,  ad  normam  qualiscunque  principii,  partim  excludero  partim 
adnumerare  placuerit,  error  modo  positivus  modo  negativus  esse  poterit,  necessa- 
rio tamen  minor  quam  aggregatum  cunctorum  quadratorum  in  limine.  Quo  mi- 
nora quadrata  accipiantur,  eo  exactius  hoc  modo  area  determinabitur,  talemque 
approximationem  in  infinitum  producere  sive  quadrata  tam  parva  accipere  licebit, 
ut  error  quavis  quantitate  data  minor  evadat.  Quod  quamquam  iam  per  se  evi- 
dens esse  videatur , tamen  demonstratione  rigorosa  munire  non  aspernabimur. 

Bina  quadrata  vel  unum  punctum  angulare,  vel  duo,  vel  nullum  commune 
habere  possunt;  in  casu  primo  et  secundo  contigua,  in  tertio  disiuncta  dicentur. 
Manifesto  quadrata,  quae  omnia  inter  se  contigua  sint,  quaterna  tantum  exstant, 
adeoque  inter  quina  quadrata  diversa  duo  ad  minimum  disiuncta  inveniri  debent. 
Tam  quum  distantia  inter  duo  puncta  in  quadratis  disiunctis  sita  nequeat  esse  mi- 
nor quam  latus  quadratorum . quod  per  a designabimus , patet , si  punctum  a 
quocunque  alicuius  quadrati  loco  profectum  deinceps  quadratum  secundum,  ter- 
tium . quartum  traiecerit,  tandem  ad  quintum  pervenerit,  longitudinem  viae  certe 
non  esse  minorem  quam  a.  Et  quum  simili  ratione  si  linea  continuo  alia  qua- 
drata permeat , pars  inter  quadratum  quintum  et  nonum , nec  non  inter  nonum 
et  decimum  tertium  etc.  non  possit  esse  minor  quam  a , facile  colligimus , lineam 
quamcunque  in  se  ipsam  redeuntem , quae  omnino  n quadrata  diversa  attigerit, 
certo  non  posse  esse  minorem  quam  Va.  Vice  versa  itaque  linea  clausa, 
cuius  longitudo  est  = /,  certo  plura  quam  4 -f-  quadrata  diversa  attigisse 
non  potest.  Quorum  arca  = 4 na-j- 4 a/  quum  decrescente  a in  infinitum  qua- 
vis quantitate  data  minor  fieri  possit,  idem  a potiori  valebit  de  errore  quadraturae, 
de  qua  supra  diximus. 
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3. 

Principium  admissionis  vel  exclusionis  quadratorum  rn  limite  figurae  posi- 
torum multis  modis  diversis  condi  posset : simplicissimum  tamen  videtur,  tantum- 
modo situm  centri  cuiusque  quadrati  respicere,  ita  ut  admittantur  quadrata,  quo- 
rum centra  sunt  intra  figuram,  excludantur  ea,  quorum  centra  sunt  extra  figuram, 
denique  arbitrio  relinquatur,  utrum  centra,  quae  forte  in  peripheria  ipsa  sunt,  in- 
terioribus vel  exterioribus  adnumerare  malimus.  Loco  centrorum  etiam  quaevis 
alia  puncta  in  singulis  quadratis  similiter  sita  adoptare  possemus. 

Hoc  pacto  res  eo  redit , ut  in  plano  puncta  aequidistantia  et  in  rectis  ae- 
quidistantibus  ita  disseminata  concipiamus,  ut  quadrata  offerant : quo  facto  per 
theorema  art.  praec.  affirmare  possumus,  multitudinem  punctorum  in  figura  con- 
tentorum in  quadratum  distantiae  binorum  punctorum  proximorum  multiplicatam 
areae  figurae  quam  prope  velis  aequalem  evadere,  si  modo  distantia  ista  satis  parva 
accipiatur,  sive  ad  instar  vulgaris  loquendi  modi,  productum  illud  aream  exhibere, 
si  distantia  sit  infinite  parva. 


4. 

Curva  per  aequationem  inter  coordinntas  orthogouales  n,  q hancce 
aPP~\-2bpq-\-cqq  — 1 

expressa,  est  sectio  conica,  et  quidem  ellipsis,  si  a,  c atque  ac — bb  sunt  quan- 
titates positivae : area  hac  ellipsi  circumscripta  invenitur  = • Valor 

quantitatis  app-\-2bpq-\-cqq  extra  ellipsem  ubique  fit  maior  quam  1,  intra  el- 
lipsem minor  quam  1 , negativus  nullibi. 

Concipiatur  systema  punctorum  per  planum,  in  quo  ellipsis  sita  est,  ita  dis- 
seminatorum, ut  forment  quadrata,  quorum  latera  — X axibus  coordinatarum 
sint  parallela,  ubi  nihil  refert,  utrum  initium  coordinatarum  sive  centrum  ellipsis 
cum  aliquo  horum  punctorum  coincidat  necuc.  Sit  multitudo  punctorum  intra 
ellipsem , adnumeratis  si  quae  sunt  in  ipsa  peripheria , = m , eritque  per  theo- 
rema art.  praec.  limes  quantitatis  «iXX,  ad  quem  quam  prope  velis  ac- 

cedit, decrescente  X in  infinitum. 

Si  initium  coordinatarum  cura  aliquo  systematis  puncto  coincidere  suppo- 
nimus, statuendo  p — kx,  q = ky,  manifesto  pro  singulis  punctis  systematis  x 
et  y erunt  numeri  integri,  et  vice  versa  quaevis  combinatio  valorum  integrorum 
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quantitatum  x,  y respondebit  alicui  systematis  puncto.  Hinc  numerus  m nihil 
aliud  est,  nisi  multitudo  omnium  combinationum  valorum  integrorum  quantita- 
tum x,  y pro  quibus  F non  fit  maior  quam  M , si  brevitatis  caussa  functionem, 
seu  formam  secundi  ordinis  axx-\-2bxy-{-cyy  per  F,  atque  quantitatem  . 
per  M denotamus.  Determinans  huius  formae  est  bb — ac,  pro  quo  scribemus 
— D.  Hoc  pacto  theorema  nostrum  iam  ita  enunciandum  erit. 

Tueobema  1.  Multitudo  'm  omnium  combinationum  valorum  integrorum  inde- 
terminatarum x ,y,  pro  quibus  valor  formae  determinantis  negativi  — D limitem  M 
non  egreditur,  fit  — proxime  quidem,  sed  approximatione  in  infinitum  crescente, 
dum  M crescit  in  infinitum.  Fur  erit  monendum , approximationem  infinitam  hic  {et 
perinde  in  sequentibus)  non  ita  intelligendam,  ac  si  differentia  inter  fjt  et  m ipsa  in 
infinitum  decrescat,  sed  ratio  inter  has  quantitates  ad  aequalitatem  in  infinitum  appro- 
pinquabit , sive  — 1 in  infinitum  decrescet. 


5. 

Ad  dinumerationem  reapse  efficiendam  ita  procedi  potest,  ut  pro  singulis 
valoribus  integris  ipsius  x inter  limites  — r)y  atque  -\-\l~jj  sitis  bini  valores 
ipsius  y aequationi  F ==  M respondentes  computentur,  unde  multitudo  inte- 
grorum inter  hos  iacentium  sponte  habetur.  Quum  haec  multitudo  eadem  sit  pro 
valoribus  oppositis  ipsius  x,  laboris  dimidia  fere  parte  liberamur.  Res  ita  quo- 
que perfici  potest,  ut  valores  ipsius  x dinumerentur  singulis  valoribus  ipsius  y 
inter  limites  — ntque  respondentes.  Per  combinationem  idoneam 

utriusque  methodi  labor  amplius  sublevari  potest,  quod  tamen  fusius  hic  non  ex- 
sequimur : sufficiat  de  casu  simplicissimo  quaedam  adiungere. 

Sit  forma  F = xxfi-yy,  sive  curva  circulus,  designentque  r,  r,  r",  rm, . . 
numeros  integros  proxime  minores  quam 

\jM.  \j[M — 1),  \j{M—\),  ^{M — 9)  . . . \j{M — rr), 
vel  si  quae  inter  has  quantitates  sunt  integri,  hos  ipsos.  Tunc  erit  multitudo  quaesita 

m = 2r+l-(-2(2r'-|-t}-f-2{2r'+l)+2(2r''+t}-f-  etc.  +2(2r<r>-H) 

= t— }—  4 r— 1—  4 r-\-  4 r*-f-  4 r"-{-  etc.  -f-  4 r^ 

Expeditius  autem  idem  assequimur,  denotando  per  q integrum  proxime 
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minorem  quam  \J  iM  (vel  hanc  quantitatem  ipsam,  si  fit  numerus  integer)  adiu- 
mento  formulae 

m = 4 <7 ^ — f- 1 — f—  4 r — J—  8 -f-  -f-  etc. 

Hoc  modo  eruta  sunt  sequentia: 


M 

m 

i 

m | 

M 

m 

100 

317 

1000 

Tl49| 

10000 

31417 

200 

633 

2000 

6293 

i 20000 

62845 

300 

949 

3000 

9425  | 

| 30000 

94237 

400 

1257 

4000 

12581 

40000 

125629 

500 

1581 

5000 

15705 

50000 

157093 

600 

1885 

6000 

18853  * 

60000 

188453 

700 

i 2209 

7000 

21993  1 

1 70000 

219901 

800 

2521 

8000 

25137  j 

| 80000 

251305 

900 

2821 

9000 

28269  i 

| 90000 

282697 

1000 

3149 

10000 

31417 

100000 

314197 

6. 

Theoremati  art.  4 maiorem  generalitatem  conciliamus  sequenti  modo. 

Theorema  H.  Si  non  omnes  combinationes  mlorum  integrorum  quantitatum  x,  g 
pro  quibus  F non  egreditur  valorem  M,  colligendae  sunt,  sed  tantummodo  per  saltus, 
puta  eae,  ubi  x congruus  est  numero  dato  G secundum  modulum  datum  g,  atque  g 
congruus  numero  dato  H secundum  modulum  datum  h,  harum  combinationum  multi • 
tudo  m exprimetur  proxime  per  -^g,  approximatione  in  infinitum  aucta , dum  M 
in  infinitum  crescet. 

Revera  statuendo  x = gx’-\-  G,  g — h g'-\-  II,  patet,  m'  esse  multitudinem 
omnium  combinationum  valorum  integrorum  quantitatum  x,  g,  pro  quibus 

a99 (■*’+  y )*+  2 * (‘•H")  iyfi-  j,)  -\-ohh{g'  y)1 

valorem  M non  egrediatur.  Manifesto  igitur  si  in  plano  systema  punctorum  per- 
inde quidem  ut  in  art.  4 disseminatum  supponimus , attamen  ita  ut  non  initium 
coordinatarum  sed  punctum,  cuius  coordinatae  sunt  p — ~ , q = ^ , cum  ali- 
quo systematis  puncto  coincidat , m'  exprimet  multitudinem  punctorum  intra  el- 
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lipsin.  cuius  aequatio  est 

aggpp+ibghpq+ehhqq  = 1 

ineuntium  semper  adnumeratis  si  quae  sunt  in  peripheria  ipsa.  Cuius  ellipsis  area 
= ~ gWD  cr’^  limes,  ad  quem  productum  m’/,X  = ”‘f  in  infinitum 

appropinquabit,  decrescente  X vel  crescente  M in  infinitum. 

Ceterum  manifestum  est,  theorema  nostrum  complecti  casum  ubi  alterutra 
indeterminatarum  x,  g sola  per  saltus  progredi  debet,  dum  alterius  valor  nulli 
conditioni  subiicietur.  Patet  enim,  hoc  idem  esse,  ac  si  vel  h vel  g statuatur  = 1 . 

7. 

Quae  hactenus  exposita  sunt,  ab  indole  coefficientium  formae  <w,r-|- 2 bxg-\-cgg 
sunt  iudependentia:  abhinc  vero  supponemus,  hosce  coefficientes  esse  integros. 
Ita  quaevis  combinatio  valorum  integrorum  quantitatum  x,  g ipsi  formae  valo- 
rem  integrum  conciliabit,  sive  repraesentationi  alicuius  numeri  integri  per  istam 
formam  respoudebit.  Hinc  patet,  complexum  omnium  combinationum  valorum 
integrorum  quantitatum  x,  y,  per  quos  forma  F = axx-\-2bxg -\-cgg  valorem 
non  maiorem  limite  M nanciscatur,  esse  idem  ac  complexum  omnium  repraesen- 
tationum numerorum  integrorum  limitem  M non  egredientium,  sive  usque  ad 
hunc  limitem  incl, , si  ipse  est  numerus  integer.  Quodsi  itaque  brevitatis  gTatia 
multitudinem  repraesentationum  diversarum  numeri  determinati  integri  n per  for- 
mam F per  F(n} , vel  quatenus  ambiguitas  non  metuenda  simpliciter  per  Fn 
denotamus,  numerus  supra  per  m expressus  erit  = /•’<) -(- Fl  -f- Fi -j- Fi -f-ctc. 
-f -FM . theoremaque  primum  sequentem  induit  formam. 

Theorema  III.  Aggregatum  .FO-f- Fi  + Fl-\-  etc.  -\-FM  proxime  expri- 
mitur per  , approximatione  in  infinitum  crescente , dum  M in  infinitum  augetur. 

8. 

Theoremati  tertio  repraesentationes  omnium  numerorum  spectanti  aliud  ad- 
iungere  convenit,  solos  numeros  impares  spectans.  Manifesto  per  formam  F nu- 
meri impares  repraesentari  nequeunt,  si  a et  c simul  sunt  numeri  pares : qua- 
propter disquisitio  ad  tres  reliquos  casus  restricta  erit. 

I.  Quoties  a est  impar,  c par,  numerus  impar  repraesentatur,  tribuendo 
ipsi  x valorem  imparem , valore  ipsius  g arbitrario  manente.  Theorema  II.  ita- 
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que,  statuendo  g = 2,  G—  1,  A = 1,  docet,  multitudinem  omnium  combi- 
nationum  valorum  talium  ipsorum  x.  g,  qui  formae  valorem  imparem  limite  3/ 
non  maiorem  concilient,  approximatione  infinita  exprimi  per  , crescente  M 
in  infinitum. 

II,  Quoties  a est  par.  c impar,  ad  repraesentationem  numeri  imparis  re- 
quiritur, ut  g sit  impar,  unde  statuendo  g = \ , A = 2,  /1=1,  ad  eandem 
conclusionem  deferimur. 

III.  Quoties  tum  a tum  c impar  est,  vel  valor  impar  ipsius  x cum  valorc 
pari  ipsius  g combinari  debet,  vel  valor  par  ipsius  x cum  valore  impari  ipsius  g, 
ut  prodeat  valor  impar  formulae.  Multitudo  omnium  combinationum  tum  prio- 
ris generis  tum  posterioris,  pro  quibus  valor  formae  limitem  3/  non  egreditur,  ap- 
proximatione infinita  per  j exprimitur,  quapropter  multitudo  omnium  com- 
binationum , quae  formae  valores  impares  limitem  M non  egredientes  producunt, 
etiam  hic  approximatione  infinita  per  ^ exprimitur. 

Iam  quum  complexus  omnium  talium  combinationum  nihil  aliud  sit,  nisi 
complexus  omuium  repraesentationum  omnium  numerorum  1,  3,  5,  7 ...  3/,  quo- 
ties M est  integer  impar,  vel  1,  3.  5,  7 M — I.  quoties  M est  par,  habemus 

Tiikorema  IV.  Aggregatum 

_Fi_|_2.'3-)_2r&4.F7  . . +F3/  vel  F\  +F3  + F5  + F7  . . +F(3f— 1) 

(prout  M impar  est  vel  par)  approximatione  infinita  exprimitur  per  siquidem 

F est  forma,  in  qua  alteruter  coHfjficientium  a,  c vel  uterque  est  impar. 


[IU] 

Es  sei  C der  Complexus  der  Repriisentautcn  sammtlicher  Classen  der  for- 
mae proprie  primitivae  fGr  den  Determinant  — D.  Wir  bezeichnen  durch  (n) 
die  Anzahl  aller  Darstellungen  der  Zahl  » durch  Formen  aus  dem  Complexus  C. 
Es  sei  p eine  ungerade  Primzahl.  Dann  ist 
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1.  (pn)  = (»)  wcnn  p ein  Divisor  von  D 

2.  ( pn ) = (n)  + (A)  I ...  , . 

„ ; . wcnn  i)  JN  ichtdivisor  von 

3.  »«  = — n 4-  A > 1 


(Divisor  von  xx-\-D 
'Nichtdivisor  von  .rx-f-D 


wo  » = Ap1*,  (i  bclicbig  und  h nicbt  durch  p theilhar. 


Im  Fall  1.  ist  (A)  = (pA)  = (ppA)  = (p*A)  etc. 

2.  (pA)  = 2 (A),  (pp/t)  = 3 (A),  ( p3  A)  = 4 (A)  etc. 

3.  (p A)  = 0 , (ppA)  = (A),  (pJA)  = 0 , (p‘A)  = (A)  etc. 


* • 

# 

Aus  jeder  ('lassis  pr.  pr.  fur  den  Determinans  = — D,  dcrcn  Anzahl  =X, 
sei  eine  Form  ausgew&hlt . und  der  Complexus  dieser  Formen  sei  L. 

Man  bezeichne  durch  f A die  Anzahl  siimmtlicher  Darstellungen  der  Zahl 
A durch  Formen  aus  L. 

Es  sei  femer  f{A ; p)  — f '*u,  wenn  p1  die  hodxste  Potenz  der  Primzahl  p 
ist,  welche  A misst;  ferner  /{A;  p,  q<  — f ^-ei  wenn  q eine  andere  Primzahl, 
deren  hochste  A messeude  Potenz  = q‘  und  so  femer  f{A  \ p,  q,  r)  = fppj 
wenn  r eine  dritte  Primzahl,  deren  liOchste  Potenz  A messend  r7  ist  u.  s.  w. 


[IV.] 

Man  bezeichne  durch  (n)  die  Anzahl  der  Werthe  x aus  dem  Complexus 
0,  1,  2,  3,  4 pn—  1 

fOr  welche  w — D — xx — op*1  durch  p”  theilbar  ist. 

1)  p ungorade  z.  B.  =7.  2)  p gerade  z.B.  = ti 


(1)  = 1 

aNp 

aRp 

(2  )=P 

(«)=  » 

(«)=» 

(3  )=P 

(2  )=P 

(2)  — P 

(4)  = pp 

(3)  — P 

(3)=p 

(5)  = pp 

(4)  = pp 

(4)  = PP 
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(0)  = p‘ 

(7)  = p3 

(8)  = 0 

(9)  = 0 

etc. 

Mau  rnache  nun 

(1) -JJ  = (|)' 

(2) -®  = (2)' 

(3)  -7  = (3)' 

(4) - 5 = (4)’ 

etc. 


(5)  — pp 

00  = 

PP 

(«)=/ 

(«)  = 

P ’ 

(7)  = 0 

(?)  = 

2p* 

(8)  = 0 

(8)  = 

2 P 

etc. 

etc. 

Dann  ist 

fp  = («y 

/w>  = «+(2)' 

//>’  = C)'+(3)' 
fP 4 = > + (2)'+(4)' 
etc. 


Es  ist  folglich , e7i(l+/£+-^+/£*+  etc.)  = T gesctzt 

P+‘ 

P 

Aiso  r = t 


T=  + etc.  = 1-j- 

f ?f  V f p 


p • 

w 


(*)■ 


' p 


[V.] 

Multitudo  classium  mediocris*)  circa  determinantem  negativum  — D est 
proxime 

_ ry'  D 

4 0 + »V  + rii  + ct«.j 

Multitudo  vera  exprimitur  sequentibus  formulis,  ubi  brevitatis  caussa  scribitur  m 
pro  multitudine  mediocri,  M pro  vera;  p,  q exprimunt  omnes  numeros  impares 
primos  ipsum  D non  metientes.  ille  divisores,  hic  non-di visores  ipsius 
r numeros**)  primos  ipsum  D metientes: 

*)  [Vergi.  Disqui**.  Arithm.  ari.  3*2;  die  dortige  Formel  weicht  um  vine  Comitante  h von  der  hier 
im  Text  vorkoniiuenden  ab.] 

**)  [impares.] 
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l.  Prod.  ex  ■ £=-r 

ji’—  I y‘— I >-*— I 

II.  M = Prod.  ex  «±i  • ?-~-l  . 1r— 1 

* P V rr 

m.  NB.  M = prod  ex  _P 1_ 

T.  f~\  ?+1 

IV.  Prod.  ex  *±!  .»_=!. 

V.  "=  T?l,±I±»±t±*  etc  | 

NB.  Dic  Formel  III  wird  unmittelbar  aus  der  Vergleichung  der  beiden  Ar- 
tcn , die  darstellbaren  Zahlen  bis  zu  eiuer  gcwisscn  Grenze  zu  zuhleu,  abgeleitet. 


[VI.] 

Theorema.  Multitudo  classium , in  quas  omnes  formae  binariae  proprie  pri- 
mitivae determinantis  negativi  — D *)  aequalis  est 

" X \JD  x Prod.  ex  .1>~'  T + 1 X r-^~^ 

4 * y y rr 

designantibus 

p omnes  numeros  primos**)  quorum  non-res.  est  — D 
q omnes  numeros  primos  **)  quorum  res.  — D 
r omnes  numeros  primos**)  ipsum  D metientes 

-tJD  Prod.  «x  T — 

__  I rr 

i i t zb  i ctc. 

ubi  in  denom.  signum  jusit.  praeponitur  fraett.,  quarum  denom.  sunt  in  forma  non 
divis.;  negat,  iis,  quarum  denom.  sunt  in  forma  divisorum  ipsius  xx-\-D\  eae 
vero,  quarum  denom.  ad  D non  forent  primi,  omnino  omittuntur***). 


#)  [distribuuntur.] 

**)  [impare*.] 

•**)  [Bereichnet  man  mit  m alie  poaitiven  garuten  Zahlen,  dic  relative  Prinuahlen  tu  2 D sind,  und 
twmiUl  m«n  da«  durch  Jacui»  vcrullgemcinerte  Symbol  von  Laouroaa,  so  Ut  dio  obige  Itcgcl  fur  die  Zei- 
chcnbcstimmung  in  folgendor  Woise  tu  bcrichtigon:  in  der  vorhergehcliden  Formel  Ut  der  Ncnner 
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2 y//>(l  + [ ± | • ■ ■)  cotg  9 + cotg  3 9 + cotgafl  . . . ± cotgn^ 

“ r.  Kt\f  D 

ponendo  ft  = ~,  N — | J | D et  ponendo  pro  n omnes  numeros  tui  D primos 

signo  ut  supra  determinato '). 

Pro  determ.  pos.  erit  mult.  Classium**) 

__  *y^(i±  i ± t . .j 

log.  f + V v D 

Designantibus  T,  V valores  minimos  quantitatum  t,u  aequationi  tt  — Duu  — l 
satisfacientes 

log  *in  } + log  *in  } + log  »in  f d etc. 

log  T + UyfD 


VII. ) 

Pro  determinante  negativo  — p,  qui  est  numerus  primus  formae  4 w-f- 1 , 
multitudo  classium  est f)  =(a  — f>),  ubi  a multitudo  residuorum  quadraticorum 
in  quadrante  primo 

1 . 2 . 3 ....  1 [p  — I) 


b multitudo  non-residuorum. 


l + i + t etc. 


wo  das  obere  oder  untere  Zetchen  tu  nehmen  ist,  je  nnchdom  dic  Zahl  m ein  Product  au»  einer  geraden 
oder  ungeraden  Anxahl  (gleichcr  odor  ungletchcr)  Primx&hlen  ist;  dagcgen  ist  im  ZAhler  der  nachfolgen* 
den  Fortncl 

m ffi 

•)  [Siehe  die  weiter  untea  folgeude  Note  tu  diesem  Fragment.j 
••)  [In  der  nachfolgonden  Formel  bedeutet  D den  positi  ven  Detenninantcn  , und  os  ist 

•••)  [d.  h.  wenn  p cinc  positive  Primxahi  von  der  Forro  »n  + i ist.] 
f)  [multitudo  classium  est  = 2 (a — 6).] 


Digitized  by  Google 


DE  NEXU  INTER  UULTITCDINEM  CLASSIUM  ETC. 


287 


[vm.] 

b s 2//»  + « — I [mod.  8) 

wo  m dic  halbc^  Anzahl  der  Classen  fflr  den  Determinans  — p 


p 

m 

a 

b \ 

/ 

2m-\-  a — 1 — b 

r 

a 

6 

17 

2 

+ T 

— 4 

— 1 

+ 1 

3 

2 

41 

4 

+ 3 

+ i 

+ 8 

+ 1 

3 

| * 

73 

2 

— 3 

— 8 

+ 27 

+ ' 

1 

1 6 

89 

6 

+ 5 

— 8 

+ 34 

+ 3 

9 1 

2 

97 

2 

+ 8 

+ 4 

+ 22 

+ 1 

5 

6 

113 

4| 

i"  7 

+ 8 

+ 15 

— 1 

9 

4 

137 

4 

+ •» 

+ 37 

— 1 

3 

S 

193 

* 

- 7 

+ 12 

+ 8 1 

-2 

1 1 

6 

233 

1 « 

+ 13 

+ 8 1 

14  4 

+ 2 

15 

2 

241 

6 

+1  3 

+ 4 

+ 64  1 

— 1 

13 

6 

257 

i 8 

+ 1 

+ 16 

+ *C 

0 

15 

4 

281 

10 

+ 5 

— 16 

+ 53 

+ 8 

9 

10 

313 

i 4: 

+ 13 

— 12 

— 25 

+ 1 

3 

12 

337 

4 

+ 8 

+ 16 

— 148 

0 

7 

12 

353 

! 8i 

'+17 

+ 8 

+ 42 

+ 3 | 

15 

8 

5 

i ; 

+ 1 

+ 2 

|+  2 

0 

13 

i 

1-  3 

— 2 

+ r' 

0 

29 

3|  + 5 

+ 2 

+ >2 

+ 1 

37 

» 

:+  i 

— 6 

— 6 

i +l 

53 

3 

— 7 

— 2 

+ 23 

0 

61 

3 

+ & 

— 6 

+ H 

+ 2 

101 

7 

+ 1 

— 10 

— 10 

+ 3 

109 

3 

— 3 

+ 10 

+ 33 

— 1 

149 

7 

— 7 

— 10 

+ 44 

+ 2 

157 

3 

—1  1 

— 6 

! — 28 

0 

173 

7 

+ 13 

+ 2 

+ 80 

+ 3 

ISI 

5 1 

+ 8 

+ 10 

— 19 

+ 1 

197 

! & 

+ 1 

— 14 

— 14 

I +3 

229 

* 

— 15 

+ 2 

— 107 

209 

11 

+ 13 

+ 10 

— 82 

+ 3 

277  J 

! 3! 

+ 8 

+ 14 

— 60 

0 

293 

! 9 

+ 17 

+ 2 

+ 138 

+ 4 

317 

5 

— 1 1 

+ 14 

+ 114 

— 2 

349 

7 

+ & 

+ 18 

— 136 

0 

'37  3 

5 

— 7 

+ 18 

+ 104 

— 2 

389 

11 

+ 17 

— 10 

— 115 

+ 6 

397 

3 

— 19 

— 6 

+ 63 

1 —1 
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[IX.] 

Vertheilung  der  quadratischen  Reste  in  Octanten. 

p Primzahl;  ( r ) Anzalil  der  quadratischeu  Reste  voii  p,  welclic,  zwischen 
(r  — 1)  £ und  liegen. 

Erstcr  Fall;  p = Sn-f-I. 

2 1 Anzahl  der  Classen  fQr  den  Determinans  — p ; 

2 m Anzahl  der  Classen  fflr  den  Determinans  — 2 p. 

(1)  = (8)  = *(2  n+t+u) 

(2)  = (4)  = (5)  = (7)  = i (2  »+<-«; 

(3)  = (8}  = i(2n  — 3/+«) 


jlJ 

2» 

t 

M 

|(1) 

(2)  1 (3)  !i 

P 

2 n 

t 

U 

(«) 

(2) 

! (3) 

17 

1 

2 

2 

2 

1 1 

0 

233 

58 

6 

4 

17 

15 

1 t 

41  ; 

! io 

4 

2 

4 

3 

0 

241 

60 

6 

10 

19 

14 

13 

73  1 

’ 1 8 

2 

8 

7 

3 

5 

257 

04 

8 

8 

20 

16 

12 

89  i 

1 22  I 

6 

4 

8 

0 

2 

281 

70 

; io 

4 

21 

19 

11 

97  ; 

24 

2 

10 

9 

1 4 

7 ; 

313 

78  ' 

4 

18 

25 

16 

21 

113 

28 

4 

4 

9 

7 

5 

337 

84 

4 

12 

25 

19 

21 

137 

34 

4 

6 

11 

8 

7 

353 

86 

8I 

12 

27 

21 

19 

193 

48 

2 

10 

15 

10 

13 

401 

100 

lo 

1 6 

29 

26 

19 

/ne  i ter  Fall;  p = bn  -j-  o. 

it  Anzalil  der  Classen  fflr  den  Determinans  — p; 
2«  Anzahl  der  Classen  fflr  den  Determinans  — 2 p. 

(!)  = (»)  = («)=  (8)  = ± (*«—*+«) 

(2)  = (7)  = f(2n+3<-U  + 2) 

(4)=(5)  = *(2l«  — f-«  + 2) 


2n 

t 

U 

111) 

(2)| 

(•1)5  P ] 

2n 

t 1 

u 

(1) 

(2) 

ili 

5 

~oj 

r 

! o 

H 

0 

, 181 

44 

5 

9 

12 

13 

8 

13 

2 

i | 

3 

1 i 

i 

0 

197 

48 

0 

5 

12 

15 

10 

29 

6 

3 

i 

! t 

4 

1 

229 

56 

5 

13 

16 

15 

10 

37 

8 

1 

5 

3 

2 

1 

269 

i 66 

1 1 

5 

15 

24 

t 13 

53  : 

‘ 2 j 

3 

3 

1 3 

5 

2 

277 

68 

3 

1 1 

19 

17 

14 

61 

14 

3 

5 

4 

5 

1 2 

293 

72 

9 

9 

18 

23 

14 

101 

24 

7 

3 

5 

1 1 

’ 4 

317 

78 

5 

7 

20 

22 

17 

109 

26 

3 

5 

7 

6 

! 5 

349 

86 

7 

13 

23 

24 

17 

149 

36 

7 

3 

l 6 

14 

' 7 

t 37  3 

; 92 

5 

13 

(25 

1 24 

19 

157 

1 H8 

3 

1» 

12 

9 

1 e 

389 

| 96 

11 

7 

23 

i 31 

20 

173 

| 42 

7 

5 

10 

15 

1 8 

397 

98 

' 3 

21 

1 29 

' 22 

19 
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Dritter  Fnll;  j>  — 8»-)- 3. 

t Anzahi  der  Classen  fur  den  Determinans  — p 
2 u Anzahi  der  Classe n fiir  den  Determinans  — ‘Ip. 

(1)  = (4)  = (7>=  + 

(*)  — (»)=“(«)  — 

(3)  = J-(2»+  )+»+*) 

(6)  = l(2n  — u+2} 


P 

i 2« 

t 

“ 

m 

(«  ! (3)  | (o) 

1 p ! 

2»l 

1 • 

u 

(O 

(21 

(3) 

(0) 

3 

! o 

1 

| 1 

0 | 

0 | 

I i 

0 

163 

4 U 

3 

1 1 

8 

12 

14 

7 

11 

2 ] 

3 

1 

1 

0 

2 

0 

179 

44 

15 

'3 

14 

8 

IG 

7 

19 

4 1 

3 

i 3 

1 

1 

; 3 

0 

211 

52 

9 

5 

H 

12 

17 

10 

43 

10 

3 

5 

2 

3 

5 

1 

227 

56 

15 

7 

16 

12 

20 

9 

59 

14 

9 

3 

5 

2 

7 

1 

251 

62 

21 

7 

19 

12 

23 

9 

07  , 

16 

3 

7 

> 3 

5 

7 

2 

283 

70 

9 

15 

10 

19 

24 

12 

83 

20 

9 

5 

6 

4 

' 9 ' 

2 

307 

76 

9 

17 

17 

21 

20 

13 

107 

26 

0 

3 

( S 

: 5 

I 10 

1 4 

lj  331 

82 

9 

U 

20 

21 

20 

16 

131 

32 

15 

3 

1 1 

, 5 

13 

4 

347 

80 

1 5 

l 5 I 

24 

19 

27 

17 

139 

31 

9 

1 7 

1 9 

' 8 

13 

1 5 

379 1 94 

1 9 

1 1 

23 

24 

29 

19 

Vicrter  Fall ; p — Sn-J-7. 

t Anzalil  der  Classen  ffir  den  Determinans  — p; 

2 u Anzahi  der  Classen  fiir  den  Determinans  — 2 p. 

(1)  =i(2«  + 2/-u) 

(2)  = (3)  = (5)  = 1(2»  +«  + 2) 

(4)  = (6)  = (7)=*(2»  — n+2) 

(5)  = |(S« — 2 «H-») 


_P_ 

2w 

1 

t 

u 

Ii) 

(2)!  (4)! 

(8) 

P 

2 ii 

t 

u 

((!)'(*) 

'4) 

j(8) 

7 

0 

1 

2 | 

0 

1 

j o 

0 

191 

40 

1 3 

HT 

1' 

13 

11 

0 

23 

4 i 

3 

2 1 

2 

2 

1 1 : 

; 0 

1 99 

48 

9 

10 

14 

15 

10 

10 

31 

o 

3 

4 

2 

3 

1 

1 

223 

54 

7 

1 G 

13 

18 

10 

14 

47 

10 

5 ! 

' 4 

4 ; 

! 4 

2 

1 

239 

l 58 

15 

4 

21 

"l 

14 

S 

71 

1 16 

7 

2 

7 l 

1 5 

4 

1 

203 

61 

13 

6 

21 

18 

15 

1 1 

79 

18 

i 5 

4 1 

; e 

0 

4 

3 

271 

GG 

11 

12 

19 

20 

14 

1 4 

103 

1 24 

5 1 

10 

6 

9 : 

1 

6 

31  1 

7 G 

!9 

6 

27 

21 

18 

1 1 

127 

30 

5 

8i 

8 1 

10 

6 

7 

359 

88 

19  ! 

0 

30 

2 4 

2i ; 

14 

151 

36 

7 

6 

t 1 

1 1 

8 

7 i 

307 

90 ; 

9 1 

20  , 

22 

28 

18  1 

23 

107 

40 

11 

6 

1 4 

12 

t 9 < 

6 

383 

! 94 

17  ' 

12 

29 

27 

21 

18 

37 
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NACULASS. 


[X.] 

Vertheilung  der  quadratisehen  Reste  in  ZwSlftel. 


p Primznhl;  (r)  Anzahl  der  quadratisehen  Reste  von  />,  welchc  zwischen 
'-TiP  f \p  liegen. 

Erstcr  Fall;  p — 24*  + l. 

2 1 Anzahl  der  Classen  fflr  deu  Determinans  — p 
4m  Anzalil  der  Classen  fur  den  Determinans  — 'ip 

(1)  = (12)  . = i(6»  + 3f+2«) 

(2)  = (4)  = (6)  = (7)  = (9)  = (!!)  = l(6«-3i+2«) 


(3)  = (5)  = (8)  = (10) 


= i(6«  + 3f—  4«) 


P 

n 

t 

u 

.0) 

(2) 

(3) 

73 

3 

2 

3 

5 

3 

2 

97 

4 

2 

3 

6 

4 

3 

193 

8 

2 

6 

1 1 

9 

5 

241 

10 

0 

3 

14 

8 

«1 

Zweiter  Fall ; p = 24  n + 1 3. 

2 1 Anzahl  der  Classen  fiir  den  Determinans 
4m  Anzalil  der  Classen  fflr  den  Determinans 


-P  i 

-:\P. 


(1)  = (3)  = (10)  = (12)  = ^{2»+t  + f) 

(2)  = (6)=  (7)  = (11)  = -}(2b  + «-0 

(4)  = {9)  =^(2n  + l-^+2«) 

(5) =(8)  =:4(2»+14-<-2«) 

(5) 

0 
0 
2 

3 

4 
7 
9 

Dritter  Fall;  p — 24n+5. 

2 1 Anzalil  der  Classen  ffir  den  Determinans  — p\ 
2«  Anzahl  der  Classen  fflr  den  Determinans  — 3;>. 


P 

n 

t 

u 

(») 

(2) 

(4) 

13 

0 

1 

T 

1 

0 

1 

37 

1 

1 

2 

2 

1 

3 

61 

2 

3 

2 

4 

1 

3 

109 

4 

3 

3 

6 

3 

6 

157 

6 

3 

4 

8 

5 

« 

ISI 

7 

5 

3 

10 

5 

8 

229 

9 

5 

3 

12 

7 

10 
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(1)  = (2)  = (6)  = (7)  = (II)  = (12)  = * 

(3)  = (10)  = |(2»+1  + /) 

(4) =  (9)  = *(2»-r+«) 


(5)  = (9)=H2»  + >-«) 


P 

n 

* 

u 

(1) 

(3) 

(4) 

& 

0 

1 

1 

0 

1 

0 

29 

1 

3 

3 

1 

3 

1 

53 

2 

3 

5 

2 

4 

3 

101 

4 

7 

5 

4 

8 

3 

149 

6 

7 

7 

6 

10 

6 

173 

7 

9 

7 

1 1 

8 

197 

8 

5 

11 

8 

1 1 

1 1 

209 

11 

1 1 

7 

1 1 

17 

9 

Vierter  Fall;  p = 24  «-)- 1 7. 

2 1 Anzalil  ilcr  (,'lassen  f(ir  den  Determinuns  — p; 
2u  Anzuhl  der  Classen  fur  den  Determinans  — 3 p. 


(1)  = (2)  = (6)  = (7)  =»  (11)  = (12)  = KSn  + i + u) 

(3)  = (l  0)  = l(6n+64-3<^2«) 

(4)  = (9)  ■=  i(6»+3  — 3/+“) 


(5)  = (8) 


= |(6n  + 6 — 2«) 


P 

n 

( 

u 

(») 

(3)|(4)[(5) 

17 

0 

2 J 

3 

1 

1 

0 

0 

41 

1 

4 

3 

2 

3 

0 

1 

89 

3 

6 , 

3 

1 4 

e 

1 

3 

113 

4 

1 4 

9 

0 

4 

1 4 

2 

137 

5 

4 | 

1 9 

7 

5 

r. 

3 

233 

9 

6 I 

15 

12 

1 c-  i 
8 1 

■ 9 

5 

257 

10 

8 

9 

12 

,2  i 

8 

8 

37* 
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DE  NEXU  INTER  MULTITUDINEM  CLASSIUM,  IN  QUAS  FORMAE  BINARIAE 
SECUNDI  GRADUS  DISTRIBUUNTUR,  EARUMQUE  DETERMINANTEM. 


/tl  I.  uiul  11. 


Die  xweite  Formel  fur  dic  Atuahl  der  inncrhalb  des  Xkmi  liegenden  Punktc  (I.  art.  3 und  II. 
uri.  .*>)  ergiebt  sieh  au*!  der  Bclrachtung  des  in  densclbcn  cingcschriebenen  Quadratus,  dessen  Sciten  den  Coor- 
dinatenaxen  paralie)  sind ; dio  Vcrgleichung  beider  Formein  fiihrt  au  dem  auch  arithmetinch  leicht  xu  bewei- 
senden  Satzc 

r'- f r"4-  . . . 4*  rM  yy  + K7*'}  4-  rt*4*)  4-  • * * 4*  r(f) 
uu*  welchein  sich  wieder  diu  Richtigkcit  der  ersten  von  den  beiden  folgendon  Ilegoln  ergiebt,  die  sich  auf  oi- 
neiu  bewndero  Hlatt  vorfanden  i 

t,Aufl‘i*ungen  der  Gleichung  xx 4- yy  ^ A ; formula 

14*  i\' A + *\/lA  4*dS(v(.l—  ni»)  — »») 

wo  bci  jeder  Wurzel  der  Hruch  weggelnssen  und  von  n = 1 bis  n — A ,,(8oll  heisson  v’ >-■!)''  »ummirt  wird. 
Andre  Formel 


1+4  j.< 


A . A 


-A+A-A. 
& 7 li  11 


wo  bei  jedem  Theil  der  Bnich  weggelasscn.*' 

Piett  IvtlUn  Formel  folgt  aus  dem  s(>&ter  (I.  art.  ft)  xur  Anwendung  komnienden  Sutxc  fiber  dio  An- 
xahl  aller  verachiedenen  Duritellungcn  einer  bestimmten  /ah!  durch  die  Form  xx  4*y.¥  (vergi.  Disqq.  Arithm. 
art.  t«f  Note),  weichcr  leicht  in  den  folgenden  umgcfonnt  werden  kutm:  die  Anzaht  der  verschiedenen  Dar- 
stcllungen  einer  positiven  ganxen  Zahl  m durch  die  Form  xx+yy  »1  = 4(«  — A),  wo  a,  h dic  Anzahlen 
dor  Pirisoren  von  in  bedeuten,  wclchc  reap.  von  der  Form  i n 4-  l , i»4*3  sind.  Au*  der  Verglcichung 
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dicscr  arithmctischon  Formal  rait  der  (in  I.  art.  4 oder  II.  art.  i)  durch  geomctrischo  Betrachtungrn  gewonne* 
nen  mittlern  Darstellungsanzahl  erhalt  man  Icicht  und  in  allcr  Strenge  da*  liekannte  liesultat 

welche*  in  der  Abhandlutig  (I.  art.  7}  durch  cine  Ahnlichc  Vcrgleichung,  aber  mit  Hulfc  unemllichcr  Producte 
abgcleitol  wird. 


Zu  III.  und  IV. 


I*t  C der  Complex  allcr  positiven , nicht  cigentlich  - Aquivalenten  turmae  proprie  primitivae  von  nega- 

tivem  Determinant  — 7),  und  legt  man  den  Varinbeln  dieser  Forme»  je  zwei  Wertlie  bei,  welche  relative 

Pritnzahlen  xu  einander  sind,  mi  i*t  die  Anzahl  allcr  Darntellungen  cincr  positiven  ganzeu  Zahl  « gleich 

e'Km)>  ww  1 die  Anzahl  der  Auflosungcn  der  Gleichung  tt  + Dun  = t,  und  dio  Anzahl  derjenigen 

Wunteln  1*  der  Congruens  n « + D = 0 {mod.  m)  bedeutet,  fQr  welche  dic  drei  Zahlcn  1»,  2»  und 

ohtie  gemeinschaftlichen  Divisor  sind  (Disqq.  Arithm.  art.  iso).  I>er  Factor  z i*t  — 1 fQr  D = l , in  allen 

andern  Fftllen  s=  2.  Ist  ferner  m * p* pr*‘ p”9" . . wo  p,  p\  p\ . . von  einander  verechicdenc  Primzah- 

len  bedeuten , so  iat  ^(m)  » $(ji*ysjr  (//**)  bedeutet  ?l(m)  die  Anzahl  uller  Wurzeln  n der 

Congruens  nn  + i)  = o(mod.w),  und  bedient  man  sich  des  von  I.kobxukk  eingeftihrten , von  Jacobi  ver- 

allgcmeinerten  Zeichens.  so  ist  ^ Sl(jan)  = i+(  , wcnn  p nicht  in  2 D «ufgcht,  soosi  aber 

1 , ' P 1 

^ — ^(/1"^);  die  Anzahl  "21  { ) lAsst  sich  iminer  leicht  bestimmen  (Disqq.  Arithm.  art.  ii>*)p  Mr 

die  Folge  reicht  aber  die  Betnerkung  au*,  das*  immer  von  - unahhAngig  wird,  sobald  * eine  gewisao 

Grtiwf  Qberschreitet. 

Legt  man  den  Variabeln  der  in  dem  Complex  C*  enthaltenen  Fonnen  alie  ganxcahUgen  Werthe  ohue 
Au«nahme  bei  (Di*qq.  Arithm.  art.  ist),  so  vrird  die  Anzahl  (iw)  aller  Darstellungen  der  Zahl  m gleich  z/(m), 
wo  — S it  f — ) ist , und  das  Sumtnctixcichen  sich  auf  ulle  quadratischen  Diviso  ren  u p der  Zahl  m be- 

Vf  . „ 

zieht.  Hiera  u«  folgt  unmittelbar 


/W  - • -)  = Apn)f{p,*')Ar,l'‘')  • • - 


und 


/<P*)  - + . . . 

welche  Iteihe  so  Unge  fortzusetzen  Ut,  ais  die  Kxponenten  n,  it—  1,  t.  — 4. 
Wcnn  p nicht  in  2 J)  aufgeht . so  folgt  hieraus 


nicht  negati  v werden. 


Art- • + (=®)+(“J# 


pp 


) + • 


+ (7?) 


und  allgemein,  wenn  m relative  Primzahl  zu  il)  ist, 

/(«.)  = 2 (-/) 


wo  das  Summeozcichcn  sich  auf  alie  Divisorcn  n der  Zahl  wi  bezieht. 
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Au»  diesen  Jleraerkungcn  ergiebt  *ich  unmittelbar  die  Richtigkcil  der  im  Tcxt  (III,  i,  2,  3)  aufge* 
stclltcn  S&lze  fiber  die  Anzahl  (iw),  wenn  man  ffir  den  ersten  derselben  noch  die  Bedingung  hinzufiigl. 
das»  Ii  nicht  durch  pp  tbeilbar  sein  darf  (die  Bcstunmung  der  ClasKcnamahl  i»t  ochon  io  den  Disqq.  Arithm. 
ari.  256  nuf  den  Fall  zurflckgcfUhrt , in  welchem  D durch  kein  Quadrat  thcilbar  Ut).  Zugteich  findet  man, 
auch  ohne  Kucksicht  nuf  dieee  Beachrfinkung , daas  die  uncndliche  Reibe 


, ,/(<■)  , App)  , Xr')  ( . 

i‘  rv  r' 


den  Werth 


} 1 

P 


oder 


i— - •-(— ) 


p p p 

hat,  jc  nachdem  %D  durch  dic  Primzahl  p tbeilbar  oder  nicht  tbeilbar  iat. 


Zu  V. 

Diu  au  der  Fornici  III  hiiuugeffigtc  Ucmcrkung  gibt  den  Weg  au,  nuf  welchem  der  Verf.  mr  Bestim- 
mung  der  Aniabl  k dor  in  deni  Complex  C cnthaltenen  Kormen  gclangt  Ut.  Aus  geometrischcn  Bvtrachtun- 
gen  (vergi.  I.  art.  5 und  II.  art.  4)  ergiebt  sicli»  da»»  der  Greuzwcrtb,  welchem  sich  der  Quotient 

(0  + (*)  4-  ( *)  + . . . -H») 

m 

mit  unbegremt  wachsendem  m niihcrt,  d.  h.  die  mittlere  Aniabl  der  Darstellungen  einer  unbostimmten  po- 
sitiren  ganzen  Zahl 


Ut;  ein  zvreiter  Ausdruck  filr  dcnsulben  Grcnzworth  li-wt  aich  auf  verschiedene  Arten  aus  dor  Natur  der  im 
Vorhergehenden  beatimmten  Any.uhl  (hi)  = c/(n»)  der  Darstcllungcn  der  Zahl  m ableiten.  Der  zu  diesem 
Zwcck  von  dem  Verf.  /unilch*t  cingcschlagene  Weg  scheiut  nach  den  vorhandenen  Bnichstfickcn  (I.  arti.  7,  $ ; 
111  und  IV)  folgender  gewcsen  xu  sein. 

I Kt  9(hi)  irgend  eine  Functum  dor  positi  v en  ganzen  Zahl  i»i  , und  p irgend  ei  ne  Primzahl,  *o  kann 
man  .aus  9 (hi)  immer  oinc  neue  Function  9'(m}  ableiten,  deren  Werth  unabh&ngig  davon  ist,  ob  und  wie 
oft  p al»  Factor  »n  m enthalten  Ut,  und  welcho  fur  ulle  durch  p nicht  theilbaren  Zahlen  m mit  9{m»)  fiber* 
einstimmt;  eine  »olchc  Fuuctiou  crh&ll  man,  wcnn  man  9*(hi)  = 9(  ) setzt,  vro  p 3 dic  hftchsto  in  m auf- 

gehende  Potcnx  von  p bedeutet;  und  man  kann  sagen,  d.i**  die  Function  9*(m)  aus  Q(«n)  durch  Elimi- 
nation  der  Prtmsahl  p enUteht.  Bildet  man  auf  dieie  Weiso  au*  /(m)  eine  neue  Function  /'(m)  durch 
Kliminaiion  der  Primtahl  2,  au»  dieser  die  Function  f'\m)  durch  Elimination  von  3 u.s.  f.,  *o  wirdjede 
fulgende  dieser  Functionen  einen  regelraOssigem  Vcrlauf  haben,  ais  die  vorhergehenden ; climinirt  man  eine 
Primzahl  nach  der  andem,  wie  sic  ihrer  Griisse  nach  auf  einander  folgen,  so  wird  cinc  solche  Function 


Digitized  by  Google 


DE  NEXU  INTER  MULTITUDINEM  CLASSIUM  ETC. 


295 


Q(m)  flir  uncudlich  viclc  Werthe  von  wi  den  Werth  f{\)  — l habcn,  und  namentlich  fur  nile  diejcnigcn 
Werthe  von  m,  welche  kleiner  wnd  ais  die  zulotxt  e limini  rt  e Prim/uhl.  Durch  unendliche  Fortsetzung 
dicscs  Processe*  ruihcrt  man  sich  immer  mehr  der  Funetion  uelchc  fQr  alie  Werthe  von  m den 

Werth  i hat,  und  dercu  mittlcrcr  Wcrtli  fulglich  cbenfalU  = l ist.  Gelingt  es  nun  den  miniem  Werth 
irgend  einer  Funetion  fi  (m)  durch  denjenigen  der  nichstfolgenden  9'(m)  euaiudnicken , so  arird  man  nuch 
den  mittlern  Werth  der  Funetion  /( m ) durch  eine  unendliche  Kette  von  Opcrationeu  finden  konnen. 

Ist  p die  Primzahl,  durch  deren  Elimination  9'(m)  au*  $(m)  untstchi,  *o  ist  l)(m)  =r 
vvnn  p*  wieder  die  hdehste  in  m sufgehendc  Potens  von  p bedeutet.  1 nr  den  Full,  dn*s  p nicht  in 
7 D aufgeht , findet  man  hieraus  leicht,  dass 

•'(")  - ( (m; 0 — ( ) «I  (w) 

' ist;  setit  mun  *ur  Abkurrung 

»<•«)  = «(0+»(a)+.  + *M 

»(».)  = «•(0+l>,(3)+- ••+«'(>») 

so  ergiebt  sich 

»>•  y.)  = # (ni p)  — ( ~~)  » (m) 

und  hieraus,  wenn  man  mit  m,  m'  rc*p.  die  mittlern  Werthe  der  Functionen  *J(n#),  G'(w»)  bczeichnet, 


v p ' p 

Wcnn  aber  die  Primzahl  p in  2 l)  aufgcht,  so  findet  zwar  zwischon  den  Functionen  6(m)  und  im 

AUgemeinen  keine  so  einfache  lieztehimg  mehr  Statt;  indessen  ergiebt  sich  nuf  Ahnliche  Art  leicht,  dass  in 
diesem  Foil  ® = n»'  ist.  Fin  anderer  Weg , die  Besiehung  xwUchen  w und  m'  m beiden  F&llen  abzulei- 
ten,  ist  folgender.  Setit  man 

•(m)  = Sd(ji) 

vro  dos  Sommenseiehen  sich  auf  alie  Zahlen  u.  bezicht,  die  nicht  durch  p theilbar  und  au**erdcm  nicht 
grosser  ais  m sind , und  bcscichnct  man  mit  *»',  m",  . . resp.  die  grossten  in  — , — , W ..  . cnthal- 

tenen  ganzen  Zahlen,  so  Ut 

*{«0  = #(«.)  + + •<»')/{**)  + »<»~)/<f>)  + . . . 

» ■(»)  = »(■»)  + »(».')  + »(in")  + + - • • 

und  hiernui  fulgt 


- = _ i ) j , +SM  +/ltr}  +Ar‘l  + . . . i 

«u  V n ' « p op  p 


was  mit  dem  eben  gefundenen  Resultat  ubercinstimmt  (vergi,  die  Note  zu  III  und  IV). 
Der  mittlere  Werth  der  Funetion  f[m)  ist  daher  glcich  detn  unendlichen  Produci 


K r ’ p 
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in  wclchem  p alie  in  iJ)  niclit  aufgehenden  Primzahlen  durchlaufen  muu,  und  hicrau»  folgt 


'\1>  r 


Hinsichtlich  der  Strenge  dieacr  Dcduction  bleibt  aber  em  Bcdenken  ubrig.  welche*  aich  auf  dic  Me- 
thode bezieht.  den  mittlem  Werth  der  Function  /{>»)  durch  successi  vo  KUminatinn  aller  Primzahlen  zu 
bestimmen;  denn  wcnn  m auch  einleuchtet,  das»  der  Werth  der  durch  Kliminutiun  der  erat  en  « Primzah- 
Icn  crhaltenen  Function  /(")(wi)  mit  dem  der  Function  fy"(m)  = t ubereinstimmt , bo  langc  m kleiner 
bleibt  aU  dic  zulctzt  eiiminirlc  Primtahl , und  das»  al*o  durch  dic  Wahl  eines  hinreichcnd  grossen  Werthes 
n dicae  Febereinstimmung  bis  zu  jeder  vorher  vorgcsehriebcncn  Grosso  der  Zahl  m getrieben  werden  kann. 
no  ist  hiermit  allein  doch  keineswegs  crwic*en,  das»  mit  unbcgrenzt  wachsendem  n der  mittlere  Werth  der 
Function  /(")(m)  *ich  dem  mittlem  Werth  e der  Function  /*(/«) , d.  h.  dem  Werthe  l unbcgrenzt  nfthcrt. 
In  welcher  Weisc  der  Vcrf.  dicae  I.iicke  nu«zufullen  beabmchtigte , lftsat  nich  aus  den  vorhandenen  Papie* 
ren  nicht  init  Siehcrheit  erkennen;  doch  fulirt  dic  sehon  oben  (in  der  Note  zu  I)  mitgotheiltc  Formel 


A ^ A _ A 

7 V II 


I 

I 


for  dic  Anzahi  dor  Paarc  von  Zalden,  deren  Quadratsumme  den  Werth  A nicht  iibcrtrilli,  zu  der  Ver- 
muthung,  das»  iler  Verf.r  mit  1’mgchmig  des  unendlichen  Productes,  fdr  den  mittlem  Werth  der  Function 
/[*•)  unmittcllmr  dic  unciidliche  lieihe 


-(— ) ' 

' H / N 


g,  funden  hat,  in  welchcr  u der  Grosse  nach  allc  po&itiren  gauzen  Znhlen  durchlaufen  mus*.  dic  relative 
Primzahlen  zu  2 I)  sind.  Die  einfachsle  Art.  diesen  Ucbcrgang  anzudcutcn,  ttheint  die  folgende  zu  sein. 

Lst  p der  grOsste  aller  derjenigen  Divisore»  einer  Zahl  m,  welche  relative  Primzahlen  zu  2 1)  *ind, 
und  setzt  man  ft(rw)  ac ^(p),  *o  ist  diejenige  Function,  welche  durch  Kliininntion  aller  in  tD  auf- 

gehenden  Primzahlen  aus  /(m)  cnlxiehl,  und  deren  ruittlercr  Werth  nach  dem  Obigen  mit  demjenigeu  der 
Function  /(m)  uberoinstimmt.  Da  nun  *J(«r)  r=  j ist,  vio  n allc  Diviso  ren  von  p,  d.  h.  allc  die- 

jenigen  Divisoren  von  m durcldauft , welche  relative  Primzahlen  zu  i 1)  sind  so  ergibt  aich  dic  der  obi- 
gen  analoge  Formel 

*<>»)  -f»(l)-t-<l(2)  + . . . + <!(«,)  = 2 ( 

wo  in  der  Summe  rechter  Hand  der  Buclustabc  n allc  relati ven  Primzahlen  zu  lH  durchlftuft,  und  von 

dem  Quoticntcn  M immer  nur  dic  grbsste  in  ihm  enthalteiie  ganze  Zuhl  beixubchulten  i*t.  Ordnct  mau 

dic  Gliedcr  diescr  licii, e ho.  das»  die  Zohlcn  n ihrer  (»ri»««e  nach  wach«ctul  auf  einander  folgen , »o  nimmt 

der  Facfcor  furtwfthrcnd  ab  oder  doch  Wcnigstcna  nic  zu,  und  dic  Reihe  bricht  ab , «ohold  n > m wird. 
n 

Ausserdem  ergieht  aich  au»  dem  Fundanieiitaltheorcm  in  der  Theorie  der  quadratischcn  Kcste  und  aus  der 
Vcrallgetneinerung  dcssclbcn,  das»  die  Sumine  son  jc  »(l  />)  auf  einander  folgenden  Werth  en  de»  Fnctors 
j vcnchwindet,  worau»  folgt,  dass  die  Summe  von  noch  so  vielcn  auf  einander  folgenden  Wertbon 
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desselbcn  ihrem  absolutcn  Werth  nacl»  die  endliche,  nur  von  dem  Determinant  I)  abh&ngigc  Grosse 
A = <p(iD)  nlemals  Obertrifft.  Verbindct  mun  diese  bciden  Remerkungen  mit  einander,  so  tindet  m&n 
leicht,  dass  dic  Summe  aller  auf  da*  Glied  { — folgenden  Gliedcr  absolut  genommen  kleiner  ais 
A — Ut,  und  das»  fulgi  i ch  der  Quotient  bci  uncndlich  wach*endem  m dic  in  der  angegebenen 

Art  geordnete,  convergircnde  unondliche  Hcihc 


, -D . i 


xum  Grenxwerth  hat.  Nachdem  *o  der  gemein*chaftltche  mittlere  Werth  der  Functionen  9(im)  und  /(m) 
gefunden  Ut,  crhAlt  mun  unmillelbar 


h = 


cV/>v/~D 


Ea  rerdient  noch  bemerkt  zu  werden,  da*»  die  Artikel  0 und  * der  Abhandlung  II  auf  eine  in  man* 
cher  Beziehung  cinfachcre  und  auch  leicht  aunzufilhrende  BehandlungswcUe  dea  Problema  hindeuten,  bci 
wclcher  nur  die  Darstcllungcn  ungeruder  uder  sogar  nur  solcher  Zahten  betnic litet  werden,  die  relative 
Primxahlen  zu  2 / 1 aind. 


Zu  VI  und  VII. 

Dic  Art,  wie  der  Verf.  die  Summation  der  Iteihe  £ ( — “«“gefohit  hat,  ergiebt  aich  aua  ei- 
nigen  speciellcn  Bcispielcn , trelcbe  aich  auf  einzelnen  Blattem  vorfinden. 

Ut  D 2 s{mod.  4),  so  folgt  aus  dem  Fundamentaltheorem  in  der  Theorie  der  qusdratiachen  Reste 
mit  Bcnutzung  der  Heihe 

co  tangi/  = — H ' + — j h — - h — ~ ~ + ♦ • - 

w h — t.  w-j-t:  m — 2 n « 4-  2 t: 

da*n 


Ut,  «o  v alie  relativen  Primzahlen  zu  2 1),  durchlaul t , die  kleiner  aU  D *ind;  *eUt  tnan 


V-t  = •. 


2r.  . . 2tt 

cos  +ina-yj  — r 


1) 


und  hezeichnet  mit  p allc  relativen  Primzahlen  zu  1 ),  welche  nicht  grosser  ais  J)  sind,  so  la.v»t  die  vor- 
stehende  Summe  »ich  leicht  in  die  folgende  umfurmen 

- r*  / 2 w 

“l  n >n  4 D'>D,~kJVi 


1 r*+t 


wendet  man  nun  die  fur  jede  Wurzel  tu  der  Gleichung  = l gtlltige  Fprmel 


3$ 
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co  +1 


= s(-i 


an,  in  welcher  a die  Zahlen  l,  2,  J...(2>  — i)  durchlaufen  muw,  ao  erltAlt  man  durch  Umkehrung  der 
Summ&lioruordnung 


' n ' n \D'D>  V ' 'D' 


Die  auf  p.  beztlgliche  Summation  lilsst  sich  bekanntlich  mit  HQlfe  der  in  der  Abhandlung  Summatio  qua- 
rumdam arrurum  singuhrium  bcwicscncn  Satze  nusfuhrcn ; bwdirtllkt  man  aich  auf  den  Fall , in  welchem 
D durch  kein  Quadrat  thcilbar  Ut,  so  findet  man  allgemnin 

(— )’ 

*(£)'"•  = (g)-'  1 

wo  (^)so  gesetzt  werden  mu«,  fall»  o keine  relative  Primxahl  *u  D Ut.  In  dem  Fall  D = s (mod.i) 
erhalt  man  daher 

•D,  t 


wo  n'  alie  relativen  Primzahlen  zu  I)  durchUuft,  die  kleiner  al*  $ />  sind;  da  endlich  e = 2 Ut,  so  wird 
die  Anzahl  der  Clasacn 

* = i{  ' 


D> 

Ist  dagegen  25  = t (mod.«),  *o  erhalt  man  mit  BenuUung  der  Iteihe 


coaec  u = — 


+■  — 


« — r.  « — 2 it  u Hr  2 n 

auf  Ahnliche  Weise 

£(“)  i = s(-^”  (S)s  = TD^)~(  i)—5  = 

wo  die  Buchataben  v und  p die  frdhere  Bedeutung  haben;  achliesiit  man  den  evidcntcn  Fall  D = 1 au» 
und  wendet  die  fur  jcde  Wurzel  a der  Gleichung  m ^ = i (mit  Aumahme  von  m = t)  gultigc  Formel 

—Z—  = i + 2 d4*”  + 2 tfi~  u" 

tU  UJ  -f-1 

an,  in  welcher  a"  die  Zahlen  1,  2,  3 . . . |(Z)  — l)  durchlaufen  mus»,  *o  ergiebt  sich,  wieder  untcr  der 
Bwchrftnkung , da»»  D durch  kein  Quadrat  theilbar  Ut, 


und  hierau»,  da  i = 2 Ut, 
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Ganx  Ahnlich  wurdcn  sich  dic  Fille  behandeln  lasscn,  in  wclchen  D gcrade  ist.  — 

Wu  die  Bestimmung  der  Cla&sen-  Anxahl  fflr  positive  Determinanten  i)  betrifft,  bo  findcn  sich 
ausaer  der  im  Text  mitgetheilten  Schluwfonnel  nur  eimelne  geometrische  Figuret»  vor,  welche  Hvperbel- 
Scctoren  von  endlichen  Dimensionen  darstellen,  und  noben  densolben  Cngleichungen , durch  welche  die 
Punkte,  deren  Coordinaten  die  Variabeln  der  quadratUchen  Kormen  sind,  in  das  Innere  eines  solchen  Hy- 
perbcl*  Sector»  gedrtngt  werden.  Diese  Hypcrbel* Scctoren  treten  an  die  Stelle  der  Ellipsen.  welche  den 
quadratischen  Formcn  von  negativen  Determinanten  cntsprechcn,  und  durch  die  Bestimmung  ihres  Flachcn- 
inhalts  ergiebt  sich  wieder  die  mitllere  Darstellungsanzahl , wenn  namlich  nur  solche  Darstellungen  xuge- 
lassen  werden,  bei  welchen  die  Variabeln  den  eben  erwlhnten  Ungleichungen  Genflge  leisten.  Anderer- 
*eits  dienen  diese  Ungleichungcn  daxu,  aus  den  unendlich  vielen  Darstellungen  einer  Zahl  m,  welche  alie 
xu  einer  und  derselben  Wurzel  n der  Congrucnx  nn  — D — 0 (mod.  gehiiren  und  welche  den  aAmmt- 
lichcn  Auflfwungen  der  Gleichung  tt — Duu  = t enlsprcchen  (vergi.  Disqq.  Arithm.  art.  205},  eine  ein- 
xige  zu  isoliren  und  alie  andem  auizuschlievaen.  Die  Anxabl  aller  zugclossencn  Darstellungen  der  Zahl  m 
durch  den  Complox  aller  nicht  eigentlich  Squivalcnten  formae  proprie  primitivae  ist  dann  gleich  dem  Werth 
der  Function  /(m),  in  welcher  nur  — D durch  D zu  cnetzen  ist,  und  nua  der  Betrachtung  der  Eigen- 
■chaften  dcrsclben  ergiebt  sich,  wie  frtiher  bei  negativen  Determinanten,  ein  xweiter  Ausdruck  fur  dic  mitt- 
lere  Darstellungsanrahl ; die  Vergleichung  desselben  mit  dem  vorher  durch  gcometrische  Betrachtungen  ab- 
geleitctcn  Werthe  fuhrt  dann  unmittclbar  zu  der  Bestimmung  der  Anzahl  der  Classen. 


Zu  VIII. 

Hier  bedeutet  p oine  positive  Primzahl  von  der  Form  dio  Bezeichnung  stimmt  mit  der  in 

der  Abhandlung  Theoria  residuorum  biquadraticorum  I.  art.  23  angewendeten  flberein ; e*  ist  also 

/=  i.i.j 1 (/>—»)•  !(/>-')  H'f) 

p — ao-f&Aj  a = i (mod.  4};  b = a /(mod.  p) 

die  mit  a,  r>  bezeichncten  Zahlcn  sind  durch  die  Zerlcgung  p = a a + 2 56  bestimmt.  Die  Columne  J Ut 
den  beiden  vorgefundenen  Tabellcn  hinxugefugt ; au*serdem  sind  einige  Lucken  in  denselben  ausgeftlLlt. 

Der  im  Tcxt  aufgestellte  Satx  hftngt  mit  dem  biquadratischcn  Charnkter  der  Zahl  2 tusammen ; da 
n&mlich  (vergi.  Theoria  resid.  biqu.  I.  art.  2l) 


ist , *o  folgt  aus  der  Congruenz 
die  anderc 


fl 

l 1 s/l^mod  .p) 


b — + (mod,  *) 


38* 
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= / 


m + 


2 (mod.  p) 


und  umgekehrt  jenc  aus  dicscr.  Der  Ikwets  dieser  letztem  Congruenx  ergiebt  sich  leicht  auf  folgcnde  Art. 
Ist  p.  die  Anzahl  der  quadratischen  Reste  , welche  xwischen  i>  und  \p  liegen,  «o  Ut  {nach  VII) 

m = 2 p i {p  1 ) 

und  die  Anzahl  der  quadratischen  Reste  a,,  welche  zwischen  \p  und  | p liegen»  ist  = f ( p — l)  — p.  Ist 
nun  p =:  t (mod.  h)  f also  die  Zahl  2 quadratUcher  Rcst , so  stimmen  die  Zahlen  2ot  und  p — 2og  im 
Complex  mit  den  Zahlen  «,  und  *#  uherein,  und  bezcichnet  mnn  das  Product  diescr  Zahlen  mit  A,  ao 
ergiebt  sich 


Ei 


1*  A = (mod.ji) 


und  folglich 


p-l 


t*  = (—«)•*  = 


da  femer  in  diesem  Fall  b 3 0 (mod.  4),  und  folglich 


p—  1 , , .a— l , bb  .a  — i « — 1,  j » 

= (o  -H) H 2 J = (mod,  i) 

< ' ' 4 4 4 2 V ' 


ist,  so  erh&ll  man  die  zu  bewcisonde  Congruens 

= / 


/j-  1 «-I 

■ — m+- — 

. « ^ f 2 


(mod.  /j) 


Ist  dagegen  p = i (mod.  s),  .also  die  Zahl  2 qimdratischcr  Nichtrcst,  so  stimmen  die  Zahlen  2«( 
und  p — 2 u,  mit  den  a&mmtlichen  zwischen  e und  J/>  liegenden  quailratUchen  Kichtresten  ubercin;  be- 
zeiehnet  man  ihr  Product  mit  B,  und  dos  Product  der  Zahlen  a(  und  a,  wieder  mit  A,  so  ist 

ti-n  t! 

/=AS,  (-1)  4 i"  A = B(mad.p) 


crhcbt  man  diese  beiden  Congruenzen  zum  Quadrat,  indem  man  berttcksichtigt , dass 


ist,  au  erh&lt  man 


Ei 

//=-»,  2 2 = — i (raod./j) 

-i  = AAlili,  —AA  = BB 


und  hiemus  A*  E +1 ; da  nun  A ein  Product  aus  quadratischen  ilesten , also  A A ein  Product  au»  bi- 
quadratischen  Resten  und  folglich  selbst  cin  biquadratischer  Rest  Ut,  so  mus*  A A = -f*  I scin,  weil  — l 
ein  biquadratischer  Nichtrest  Ut.  Hiemus  folgt 
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p-t  p-i 

- c— 

(— l)  1 2 4 =l  AB  = f (mod. p) 


und 


£1 

, • =/  ' 4 (mod. p) 

da  endlich  in  dieiera  Fall  6e  2 (mod.  i),  und  folglich 


» — .%  /,.«—1,6$ — 4 a — I _ a — l , , . 

= f«4>l) -f  — — 2 - — — (mod.  4) 

4 ' 9 4 4 4 2 ' 7 


ist,  io  crhftlt  man  urieder  die  *u  heweieende  Congruens 

i>-1  a- 1 

- — WH- — - 

2 1 EZ / 2 (mod.;*) 


Zu  LX. 


Es  aei  p tunc  positive  ungcrade  durch  kein  Quadrat  thciibare  Zabl , und 


Sr  = 


wo  *r  allc  relativen  Prinuahien  *u  p durchlaufen  rnuaa,  welche  swischen  (r — l)  und  r ^ liegen;  be- 

xeichnet  man  die  Anxahlen  der  niclit  etgentlieh  Squivalenten  formae  proprie  primitivae  fur  (lie  Determinan- 
ten  — />  und  —2 p reup.  mit  C\  und  C#f  bo  ist  (vergi.  Dibiculet  IlechercheH  «ur  divenes  applicationa  elc. 
§.  1 1 in  Cxkixk'»  Journal  XXI) 


<?.«*(*•  + St), 

•der 

C’t  = + ^,  + S,  + 4’,,  C,  — 2(6»,  + 6»’,) 

je  naehdem  p IH.  l oder  =3  (mod.  4}  ist.  Bedenkt  mun  ferner,  dass  dic  Zahlcn  »,  und  *,  im  Complex 
mit  Ucn  Zalilen  2j,  und  p — 2i(l  und  ebenso  dic  Zahlcn  a,  und  «,  im  Complex  mit  den  Zahlen  2«, 
und  p — 2 fibereinstimmen , und  da**  Im  Falle  p = I (mod.  i)  die  Summe  «S,  •+  .V,  + 6,4-6*  = o iit, 
ao  ergeben  aich  in  beiden  Fallen  noch  swei  neue  Bclationen  swiscben  den  vier  Summcn  St,  St,  6,, 
no  doM  jede  deraelbcn  durch  Ct  und  Ct  ausgcdrGckt  werden  kann.  Man  erhdlt  auf  dicae  Wliw , wcnn 
p = I (mod.  4)  ist, 

*\  =».  = *(  jK+JC. 

«.  = «.  = -i  (*  + Cp)c,  + jc, 

s.  = s.  = *(j)c.-«c. 
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und , wcnn  p = 3 (mod.  i)  iit 

7 

S,  = -S,=_i(i_(I))C.  + iC, 

Ut  p eine  Frimnhl»  «>  findet  man  hierau»  unmittelbar  die  im  Text  angegebenen  Formeln  far  die 
Anzahlen  der  quadratischen  He*t* , welcbe  in  den  eintelnen  Octantvn  cntballcn  sind. 


Zu  X. 


£«  sei  p eine  puaitive  und  durch  kejn  Quadrat  theilbare  Zah!  von  der  Form  Ow+1,  und 

Sr  = 2(*;) 

wo  *r  nile  relative»  Primzahlen  iu  p durchlaufen  mun , welchc  zwischcn  (r — of2  und  r ^ liegen ; bc- 
teichnet  man  dic  Anxahlen  der  nicht  eigentlich  fiquivalenten  formae  proprie  primitivae  fOr  dic  Determinan- 
len  — p und  —3  p mit  C% , Ca,  w»  findet  man  leicht  {vergi.  Dhuchlkt  Kecherche*  etc.  $.  it  odor  die 
Note  *u  VI  und  VII) 

C,  «»(*,  + *, + ffat’  c,  = 2(5,  4-  s,- Sa-Sa) 

od  er 

Ct  — S%  + 5*  + 8a  + 8»  + 8a  + 8a » C,  J (S,  + 5,  + ^,  + S») 
je  nachdcm  p — 1 oder  =3  (mod.  i)  ist.  Bcruckiicbtigt  man  ferner,  dass 

dic  Zahlcn  »t  und  «t  mit  den  Zahlcn  und  p — 2<t 

•»  i»  *,  und  *,  ,,  „ „ 2 <a  und  p—  \*a 

,,  „ f,  und  ,t  ff  „ 2«,  und  p— 2*. 

und  ebenso 

die  Zahlcn  *lt  ta,  *a  mit  den  Zahlen  3«,,  3*,  — p,  p— 

..  t*  «4»  «.*  ••  »»  M ».  3«..  3a,-/>.  /»-3«, 

tibereimtiramen , und  dass  im  Falle  p = i {mod.  l)  dic  Summe  S%  + St  + Sa  + SA  + Sa  + Sa  =0  i*t, 
§o  crhait  mati  auswr  den  beiden obigen  noch  vier  neue  Helationcn  zwiicbcn  den  seclis  Summen  8t,  &a..  ,8at 
■o  daiw  dieaelben  aammtlich  aui.C,  und  C,  bestimmt  werden  kdnnen.  Man  erhftlt  auf  dieie  Weisc,  wcnn 
p = i (mod.  «)  iit, 
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i(«+{J))®.+*(*+(y))Ci 
3l  = S,.=_;(1  + (i))Cl  + A(i  + (l))c, 
*.  = «..=  4c.-  ,(,+(2))c. 

--i('  + £))<\+.v  («+(*))<?. 


und,  vrenn  p = 3 (mo<l.  i)  Ut, 


*■  *<»+’£)-$+(;))*.-»e. 

*.--«.1-l(-,+(l)+(2Mi))ci+j0i 

=i(—(i)+(2)+(I))c.+»c. 

s‘  = -s' 

I*t  p eine  Prinuahl,  *o  findet  man  aus  dem  enten  System  die  im  Text  anpoffehenen  Formeln;  Air 
dic  andern  Falle  erh&lt  man  ahnliche  Formeln  aus  dem  xwciten  System. 


R.  Dkdkkihd. 
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Ein  Punkt  im  ltaume  (0)  sci  ais  Anfangspunkt  angenommen.  Der  IJeber- 
gang  von  da  zu  drci  andcrn  Pnnktcn  P,  P',  P”.  die  mit  jencm  nicht  in  ciner  Ebene 
liegen,  sei  resp.  t,  t\  t";  no,  so  oft  keine  Verwechslung  mflglich  ist,  die  Punkte 
P,  P,  P"  selbst  durch  (t),  (<'),  ( t ”)  bezcichnet  werden  mogen. 

Es  sei  ferner  allgemein  (f,  t’)  das  Product  der  Langc  der  beiden  Linien 
t,  t'  in  den  Cosinus  ihrer  Neigung  ctc. 

Man  hat  allgemein  {« / — |—  . .)  wenn 

man  die  Multiplication 

•a  t -f-  at"-\-  . .)  x (6  u 'u'— j— 1>  V-j-  . ,) 

ausfOhrt  und  statt  tu,  tu,  tu,  t'u,  t‘u. . u.  s.  w.  (t,  t<),  (t, «'),  (t,  u"),  (<',*'),  (/',«") u.s.w. 
schreibt. 

Jeder  Punkt  im  Rnume  wird  durch  ein  Trinomium 
(■xt-\-  xt'-\-  x“t") 

dargestellt  werden  konnen. 

Fflr  alie  Punkte,  dic  in  einer  bestiinmten  Ebene  liegen,  wird  dann  eine 
tileichung 

k j:  — \"x"  — L 

39 
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statt  findcn,  wo  X,  X',  X”,  L bestimmte  Zalilen  bedeuten.  Fflr  einc  Ebene  durch 
die  drei  Punkte  |if,  fi.7',  j it”  ist 

Xfi  — X'ji'  = X>”  = L 

Schreibt  man 

(t,  t)  = a,  (<',  t')  ==  a,  {t",  t")  = a,  («',  t")  = 6,  (/.  /")  = 6’,  (f,  t')  = b" 

und 

na — bb  — A,  a a" — b'b' — A\  a a' — b"b" = A" 
b'b"—ab  = B,  bb" — a'b'  = B',  bb'—ab"=  B" 

D = naV-f  2 bbb" — abb  — a'b'b' — atfb* 

so  i*t 

T = At  -B"(-\-B't"  senkrccht  gegen  t'  und  t" 

T = B"t-\-  A't'  -j-Bt"  t und  t" 

T"=  Bt  + Bt'  +A"t"  t und  t' 

und  allgemein,  wenn 

X ,r  -}-  X’x’4-  X”x"  = L 

die  Gleichung  cincr  Ebene  ist , so  wird  dic  Linie 

xT-t-vr+rT" 

gegen  dieselbe  senkrccht  sein. 

Es  ist  dann  ferner 

«r+4T+lT  = Dt 
b"T+ar+br=  Dt' 
b'T-\-bT-\-a"T"=  Dt" 

und  die  Linien  t,  t',  t"  sind  senkrccht  gegen  die  Ebenen,  deren  Gleichungen 

ax  b"x-\-  b'x"  — Const 
b"x  + ax'  + bx"  = Const 
b'x  4 -bx'  + ax'  — Const 
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Der  doppelte  Fliichcninhalt  des  Dreiecks  durch  die  Punkte  mt,  m't\  m"t" 
ist  acqual  der  Quadratwurzel  aus  dem  Werthe  der  Form 

F IA'  A'< 

'B,  Bf,  B"> 

wenn  substituirt  wird  X = mm",  X'  — mm",  X"=wm',  wahrend  der  sechs- 
fache  Cubikiuhalt  der  Pyramide , die  sicli  dadurch  mit  dem  0 Punkte  bildct. 
— m wird , folglich  ist  das  Perpendikel 


-J 

m m 


T,  T,  T"  bezichen  sich  cbcnso  auf  die  Form  ir^>)  w*e  1 au^ 

/a,  a',  an\ 

[b,  h\  b"> 


Die  drci  Wurzeln  der  Gleichung 

0 = ps—pp  (a  -f-  o'-p  «')  +J»  (X + A")  — D 

8tcllen  die  Quadrate  der  drei  llauptaxcn  eincs  in  dasjenige  Parallelepipedum  cin- 
beschricbcnen  Ellipsoids  vor,  auf  welches  sich  die  terniire  positive  Form 

(J’  j.’  j,)  mit  Adjuncte  (^'  und  Determ.  = — D 

bezieht 


Beziehung  der  Raumverhfiltnisse  auf  ein  gegebenes  Tetraeder. 

Es  seien  (0),  (1),  (2),  (3)  die  vier  Ecken,  gegenflberstehenden  Flachen  und 
Perpendikel.  Es  kommen  dann  jedem  Punkte  des  Rauins  P gcgen  eincn  belie- 
bigen  Anfangspunkt  M vier  Coordinaten  zu  x,  x,  x",  xm,  unter  welchen  aber 
die  Kelation 

Statt  findet.  Es  bedeutet  nemlich  x den  Quotienten,  wenn  man  die  Distanz  des 

39* 
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Punktes  P von  eincr  durch  M mit  dem  Planum  (0)  paralie!  gelegten  Ebene  mit 
dem  Perpendikel  («)  dividirt  u.  a.  f. 

Allgemein  ist  dann 

— (PMf  = ,rx*(0 I )’+  x *"(0  2)’-|-  * jT{03)*-f-  x'x"(  1 2),-j-x'x"'(  I S^-j-xV^S)1 


Das  Grundgcsetz  der  Crystallisation  lasst  sicli  ani  kilrzesten  so  aussprcchcn: 

Zwischcn  jc  filnf  Ebcnen , welche  dabei  vorkommen,  gibt  es  folgende  Re- 
lation : 

Sind  ihre  Normalen  auf  der  Kugelfiache  (0),  (I),  (2),  (3),  (4),  so  sind  alle- 
zeit  dic  Producte  sin  1 02. sin 304  , sin  103  .sin  204,  sin203.sin  104  in  einem  ra- 
tionalen  Verhfiltnisse;  ist  dies  wie  a:6:y,  so  ist  = a + y. 

Sind  die  Ooordinatcn  der  5 Punkte  auf  der  Kugeltliiche 

a b c l 

d b'  c'  I so  miUsen 
u"  b"  c" ) 
d“b"e'"\ 

0 0 1/ 

in  rationalem  Verhultnisse  stchen. 

Allgemein  seien  1,  2,  3,  4,  5 die  5 Punkte  auf  der  Kugelflfiche,  0 der  Mittcl- 
punkt;  dann  stchen,  wenn  12  den  kiirperlichen  Inhalt  des  Tetraeders  034  5 be- 
deutet 

23.451 

24.53)  in  rationalem  Vcrhaltnisse 
25. 341 

ebenso 

12. 34 t 

13.42'  u.s.f. 

14.23| 


(«6'  — bd)  ,(«T — b''d") 
(a  6"  — b a").  (a“b'  — b'"d) 
(a  b“ — bd~) . [db“  — b'a") 


Digitized  by  Coogle 


GEOSIETRISCE  SE1TE  DEK  TEKXARKX  FORMEX. 


309 


Transformatione i der  Farm  (_*' *’ J)  Det.  = 10$ 


Chaux  carbonatiie 


+ ' + ' — '1  / 
-1+1+1  ' 
+ 1-1  + 1’ 

30 . t 0« 

/ 240  240  240 

\+l«8  +189+10» 
258 . 11884 

\ / 10  10  I0\ 

f 1+  7 + 7 + 7/ 
216 

equiaxe 

+ 1 + 1 6,, 
• + 1 + 1 : v 
+ 1 0+ 1 ‘ 

0 S %X 
+ 2+2  + 2/ 
4.109 

/ 4 1 4V  / 14  14  15\ 

V+  1 + 1 + t/  \—  3—  3 — 3* 
41  27.10« 

u-*.;) 

54 

inverse 

+ * + * + 1 1 / 
+1+1+1  y 
+1  + 1+1' 

20  20  20 
+ 11  + 14+11 
18.109 

\ / 10  10  10\  j 51  51  5 1 \ 

' * + 7 + 7 + 7/  \ — 21  — 21  — 21/ 
218  432.108 

/ 17  17  17v 

7 — 7 — 7/ 
18.10« 

rontras  tante 

1+1+1+1  ( i»  i«  J»\ 

+3+1+1  V+ 13  + 13  + 13/ 
I + i + 1 + 1 ai. los 


/ 311  311  3111  / 3]  51  Sil 

i— 136—  138  — 136/  ‘ — 13  — 13—13/ 

67380.  IUS  33730 


mixte 


Sctzt  man  die  ursprfingliche  Form  allgemein  = (*’  *) 


und  cine  abgeleitete 
so  ist 

1, 

2. 

3, 

4, 


T — 3 / — 2u 
2’=  21+  2» 
T = ot+  io« 
T = 9 1 + 1 C « 


U — — /+  2« 
17=  <+  3« 

U=  5 7+  1 1 u 
U=  8 7+  1 7 u 


Dic  Form  (|’  ’•  *)  geht  durcli  die  Substitution 

x = « + m’ — 2«“  umgekehrt  0«  = .r+  3_y  + 2; 

y = u — u 0 u'  — .v — 3_y  + 2« 

r = «+«+«"  (i«"= — 2 j + 2 r 

x = t (iiukI.  3),  x — y (mod.  2) 

aberin  (i±*;  i±*;  i±*) 

Um  den  Kalkspath  zu  produciren  ist  k = 0,973103  zu  setzcn. 


Sind  die  complexen  Werthe  der  orthographischcn  Projcction  von  drei  gleich 
langen  und  unter  einander  scnkrechten  Gradeu  a,  b,  c,  so  ist  <io  + 66  + cc  = 0, 
allgemein  kann  man  setzeu , p und  q beliebige  complexe  Zalilen  bedentend 

a = (P  — ?)(?—/»«•)•  b =(?—?*')  (/»»•— JP»)-  e = (?*—/»)  (F*  — ?) 
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Hexakisoctaeder. 
Glcichung:  px-\- qy-^-rs  = 1 


1. 

2. 

3. 


T 

i 

t + T 
1 


Coordinaten. 

0 

i 

* + T 
I 


«+6+T  «+*+T  o+t+T 


Scchsfacher  Inhalt  einer  Elementarpyramide  — T + + 

Alie  [Flachen]  sind  um  einc  Kugel  beschrieben,  dercn  Halbmesser 


Doppclte  FlSche  ei  aes  Dreiecks 


_ y'(»a  + <t+TT) 
Tft  + TKo  + t + T) 


y(”  + £t  + n) 


Xante  1.2  = 

t(«+t) 

Cosinus  Kanten  Winkel 
■Sinus 


t •.  __  ^((»+<)*+aTT)  2 1—  Vtuo  + jt+T)*) 

Tt^  + t+T)  ’ («  + T)(»  + « + T) 

1 1 2 — «t  + tt  + TT 

— vXt £ + TT)  {(»  + *)*  + 5 TT) 

T.V(a»  + tt+TT) 
v'(*6+"tt)U»+*/+  >tt) 


Vorkommende  Werthe. 


a 6 y 

a 6 f 

7.  0.  0.  1 

Ilexacdcr 

2. 

1.  2.  2. 

Triakisoctaeder 

3.  0.  1.  1 

Rhombcndodekaeder 

4. 

1.  2.  3. 

Hexakisoctaeder 

6.  0.  1.  2 

Tetrakishexaeder 

1.  2.  4 

0.  1.  3 

2. 

1.  3.  3 

Triakisoctaeder 

0.  2.  3 

, 

4. 

1.  3.  5 

Hexakisoctaeder 

1.  !.  1.  1 

Octaeder 

2. 

2.  3.  3 

Triakisoctaeder 

5.  1.  1.  2 

Trapczicositetraeder 

2.  3.  4? 

>.  1.  3 

3.  5.  1 1 
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Neben  den  vorstehenden  Notizcn,  welche  dic  in  der  Anzeige  von  Smn'i  Untersuchungen  der  icr- 
naren  Fonnen  gegebenen  Oewchtspunkte  thcilwcUc  weitor  entwickeln,  *ind  in  der  Hnndschrifl  mehrc  eigne 
mit  cinom  achtzolligen  RxicuEXB,icn’fichen  Theodolithcn  nusgeftihrte  CvytUUfflMNmngtB  aufgezeichnet.  Die 
einzelnen  Protokollc  enthalUm  dft*  jede*malige  Datum  der  Beohachlung,  woraus  xu  crwhrn  i«t,  dan  diem* 
Untenuchuug  dem  Monat  Juli  1S3I  angchdrt. 

Au#  der  Theorie  der  indifferenten  tornArcn  quadratnchcn  Fonnen  findet  sich  im  handsu  hriftlichcn 
Nochla*#  nur  der  folgende,  wahrachcinlich  in  der  Zeit  der  Ausarbeitung  der  Disqu.  Arr.  aufgexcichnetc 
Lehrsatx 

‘Omne#  transformatione#  formae  ternariae 

U,  o,  o / 

in  se  ipsam  exhibentur  per  formulam 

06+67  o6 — 76  «6+76 

07 — 66  |(aa  + 6? — C € — yt)  j(««  + 77  — — 06) 

07  + 66  j(ao  + 66— 77  — 66)  1(00  + 66  + 77  + 66) 

accepti»  o,  6,  7,  i ita  ut  fiat  «6  — 67=1/ 

Es  entstehen  ncmlich  alie  Transformationen , in  denen  die  neun  Coeflicienten  ganze  Zahlen  sind, 
wenn  fur  a,  6,  7,  % sowohl  alie  die  der  Bedingungsglcichung  gentigendrn  ganzen  Zahlen  und  zwur  xvrei 
gerade  und  xwo»  ungerade  gesctzt  werden,  ais  auch  alio  die  ungeradvn  Vielfache  von  vi » velchi  diesclbc 
Bedingungsgleichung  »6  — 67=  l crfUllcn. 
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Zu  Scite  3i>«.  Chaux  carbonatfe  equiaxe,  inverse,  contrastante  und  mixte  *ind  die  von  Hxrr  (Traitv 
de  Mincralogie  l&oi  Tome  II  pag.  132,  13*}  gebraurhten  Benennungen. 

Die  Tafet  der  Traiuformationen  der  Form  ^ enth&lt  in  der  ernten  Vcrticalreiho  die  Coeffi- 

cientcn  der  Suhrtitution , in  der  xweiten  die  dadurch  entatandene  neue  Forra , in  der  dritten  die  der  letz* 
tem  Forni  entaprcchendc  primitive , wenn  diese  nicht  aelbat  achon  eine  wolche  ist,  und  in  der  vierten  deren 
Adjuncta. 

Scunuxo. 
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i 

l. 

Wir  erwcitcrn  das  Gebiet  der  hOhern  Arithmetik,  indein  wir  darin  auch  die 
imaginfiren  Urossen  aufnehtnen.  Bei  der  gegeuwiirtigen  Untersuchung  nennen 
wir  eine  ganze  imaginare  Zalil  jede  Grosse  .r-f-iy,  wenn  x,  y reclle  ganze  Zah- 
len  sind. 


2. 

Dic  uncndlichc  Anzahl  imaginarer  ganzer  Zahlen  lilsst  sich  am  bequem- 
sten  durch  Puukte  in  einer  unbegrenzten  Ebene  sinnlick  darstellen ; wir  nennen 
schlechthin  denjenigen  Punkt,  dessen  Abscisse  x,  dic  Ordinate  y ist,  den  Punkt 
x-\-iy,  alie,  Punkte,  die  ganze  Zahlen  vorstellcn , sollen  Ganzepunkte  heissen. 

3 

Um  etwas  bestimmtes  festzusetzen,  sollen  die  Abscissen  immer  auf  der  lin- 
ken  Scite  positiv,  die  Ordinaten  oben  positiv  sein. 

4. 

Die  gerade  Linie  von  dem  Punkte  x-f-iy  zu  dem  Punkte  x'-^~iy'  gezogen 
soli  sclilechtweg  die  gerade  Linie  (x  -(-  iy , x'-(-  iy')  heissen,  wir  nehmcn  dabei 
zugleich , insofern  es  darauf  ankommt , auf  die  Richtung  Rflcksicht  und  unter- 
scheiden  also  die  gerade  Linie  x + «y.  x'-)- -iy'  von  der  x’+  iy',  x-\-iy. 

40 


314 


KACIILASS. 


5. 

Der  Kfirze  wegen  wollen  wir  imaginare  GrBssen  wie  ,r  -j-  iy  auch  durch 
einen  einzigen  Buchstabcn  bezeichnen,  wie  z. 

8. 

Die  Figur,  w’elche  durch  die  geraden  Linieu  zz\  z’z",  zz", . . z"— 1 z",  z"z  be- 
grenzt  wird,  nennen  wir  schlecbtweg  die  Figur  zzzV.  . z".  Wir  schliessen  da- 
bei  den  F'all  nicht  aus,  wo  etwa  einige  dieser  Linien  einander  scbneiden. 

7. 

Durch  S(z,z',z" . . .z")  bezeichnen  wir  allgemein  die  Summe  von  so  vielen 
reellen  ganzen  Zahlen,  ais  Ganzepunkte  innerhalb  der  Figur  liegen,  indcm  wir 
ftir  jeden  Punkt,  um  den  die  Grcnzliuie  der  Figur  cinmal,  zweimal,  dreimal  u.s.w. 
hcrumgcht,  die  Zahl  +1,  H-  2,  +3  etc.  setzen;  die  obern  Zeichcn  gelten,  wenn 
die  Grenzlinie  den  Punkt  so  umgibt , dass  dieser  auf  der  rechten  Seite  der  Figur 
liegt,  die  untern  im  entgegcngesctzten  Fall.  Schneiden  sich  also  keine  Seiten  der 
Figur,  so  ist  S[z,z',z" . .)  schleclithin  die  Anzahl  der  Punkte  innerhalb  der  Figur, 
positiv  oder  negativ  genommen. 


Offenbar  ist  imraer 


8. 


S{z,z', z". . . z")  = [z, z”, z" 

= -S(z",z"-'..z",z,z)  = 


. . . z",z)  = Sfz”,z".  . z)  etc. 
— .z.z.z")  etc. 


9. 

Wie  es  hiebei  mit  den  auf  der  Grenzlinie  selbst  liegcuden  Punkten  gchaltcu 
werden  soli,  muss  noch  nuher  bcstimmt  werden.  Es  gibt  vicle  Falle,  wo  auf  der 
Grenzlinie  gar  keine  ganze  Punkte  liegen  konnen : dann  ist  keine  Hcstimmung 
notliig.  Liegen  aber  auf  der  Grenzlinie  zz'  solche  Punkte,  so  zeigen  wir  durch 
ein  zwischen  z und  z'  cingescliobenes  an . dass  diese  Punkte  so  betraclitet 
werden  sollcn,  ais  lagcn  si  e rechts  von  der  Grenzlinie,  so  wie  durch  ein  — , ais 
liigen  sie  links.  Auch  werden  wir  wol  ein  0 oder  J einscliiebeu , wodurch  an- 
gedeutet  werden  soli , dass  sie  gar  nicht  oder  nur  mit  dem  hnlben  Werthe  auf  je- 
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der  Scite  in  Betracht  gezogen  werdeu  sollen.  Falis  ciner  oder  der  anderc  der 
Punkte  z,  x\  z etc.  selbst  ein  Ganzepunkt,  so  wird  er,  wo  nicht  ausdrflcklich 
das  Gegentheil  gesagt  wird,  gar  nicht  mitgczahlt,  ais  insofern  er  zugleich  etwa  ais 
Nicht -Eckpunkt  auch  in  Betracht  kommt. 


10. 

Lchrsfltze.  Wenn  alie  z,  z',  z"  etc.  um  einc  und  dicselbc  Ganzezahl  ver- 
mchrt  werden , so  bleibt  das  S ungeandert. 

Wenn  i in  — i und  jedes  Bindezeichen  ins  entgegengesetzte  verwandclt 
wird,  so  iindert  S bloss  das  Zeichen. 


S(z,z',t".  . z")  = Siz.u.u' . . u",z',z”,z") S[z,U,U.  . u",z') 

= S(z,  II,  U,  U . . Ii",  zM,  z”^1 . , z")  — S[i,  z",  z”-' . . z , *) 

wo  dic  Bindezeichen  correspondiren  rnusseti , aber  zwischen  den  rQckwarts  lau- 
fenden  Gliedem  entgegengesetzt  werden. 

Ist  £ eine  ganze  Zahl  = a-\-bi,  so  ist,  wenn  dic  gegenOberliegendcn  Bin- 
dezeichen entgegengesetzt, 

S{z.z\z-\-r*,z+ C)  = [bx'—ay]  — [bx  — ay] 


Hiebei  ist  zu  bemerken,  dass  wenn  bx  — ay  selbst  eine  ganze  Zahl  ist,  diese 
fflr  \bx  — ay  ] angenommen  werde,  wenn  das  Bindezeichen  zwischen  z'  und  z'-(-  ' 
+ ist,  hingegen  1 oder  } weuiger,  wenn  dieses  Bindezeichen  — oder  f ist;  bei 
bx  — ay  gilt  das  Umgekehrte. 

l ebrigens  gilt  die  Formel  nur  fur  den  Fall , wo  a und  b keinen  gemciu- 
schaftlichen  Divisor  haben;  ist  ihr  grflsstcr  gemeinscliaftlicher  Theiler  = h,  so 
hat  mati  dafflr  zu  nehmen 


H. 

Wendeu  wir  uus  nun  niiher  zu  unserm  Gegenstande  selbst.  Wenn  fflr  den 
Modulus  »•  = 0 + 6»  die  Zahlen  f f‘,f  etc.  so  beschaffen  sind,  dass  sie  erst- 
lich  alie  nach  dem  Modulus  m unter  sich  incongruent  sind,  zweitens  aber  jede 
ganze  Zahl  einer  von  iluten  nothwendig  congruent  sein  muss , so  nennen  wir  den 
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Inbegriff  der  Zahlen  /,  f,  f"  etc.  das  System  der  Primitivreste  von  m.  Thre  An* 
zahl  ist  immer  = aa~\-bb. 


12. 

Man  kann  das  System  der  Primitivreste  auf  vielfaclic  Alt  bilden ; die  ein- 
facbste  ist,  die  Punkte  innerhalb  des  Quadrats  0,  m,  (1  -f-  i)m,  im  zu  wiililen ; 
dazu  miissen  aber  noch  hinzugefQgt  werden 

I.  der  Punkt  oder  die  Grflsse  0 

II.  alie  Punkte  auf  zwei  einander  nicht  gegcnflberliegenden  Grenzlinien. 
Anstatt  auf  einer  der  1 Grenzlinien  alie  Punkte  zu  nehmen . kann  man  sie 

auch  auf  mehren  zugleicli  nehmen. 

Diesc  Auswahl  dieser  Punkte  auf  den  Grenzlinien , falis  welche  darauf  fal- 
len,  kann  auf  mehrfache  Art  gcschchen,  so  dass  obigcn  Bcdingungen  Genflge  ge- 
scliielit.  Ain  einfachstcn  ist  die  folgendc  Manior. 

Man  nehme  auf  der  Grenzlinie  0,m  alie  Punkte  zwischen  0 und  i m inelus. 
und  auf  der  Grenzlinie  0,  t m alie  Punkte  von  1 1 m bis  im  exclusive  und  auf 
ahnliche  Art  bei  den  beidcn  andern. 

Man  kann  diese  beiden  Manieren  so  sinnlich  darstellen 


13. 

Schliesst  man  von  den  Primitivpunkten  aus 

I.  Bloss  den  Punkt  0,  wcnn  a gerade  und  b ungerade  oder  umgekehrt. 

II.  Die  Punkte  0 und  f(l-f-i)»».  wenn  a und  b beide  ungerade. 

III.  Die  vier  Punkte  0,  j m,  1(1-)-»)/«,  J im,  wenn  <i  und  b beide  gerade. 
so  nennen  wir  die  flbrigbleibenden  eigentliche  Primitivpunkte,  die  ausgeschlos&e- 
nen  uneigentliche.  Die  Anzahl  von  jencn  ist  also 

im  Fall  I =na-)-66  — I 

II  = aa-\-bb  — 2 

III  — aa  +66 — 1 

also  imnier  durch  4 theilbar. 
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M. 

Dicsc  eigentlichcu  Primitivpunkte  lasscn  sich  in  4 Classcn  F,  F\  F",  F” 
theilen . so  dass 


iF  = 

F' 

iF’  = F’ 

iF"=F m 

iF"  = F 

— F = 

F " 

—r^F" 

—F"  = F 

— Fm  = F' 

—iF  ~ 

p- 

— »F'  = F 

— iF"  = F' 

— iF'"  = F" 

Ilicbei  findet  nun  folgcndes  hdchst  wichtige  Theorem  statt. 

Es  sei  M eiue  Zahl . welehe  rait  m keinen  Factor  gemein  hat.  Von  den 
Zahlen  M F gehOren  in  die  Classe  F cinc  Anznhl  von  n 

F'  « 

F’  n 

F nm 

und  der  kleinste  Rcst  von  2 n"-f-  3 n”  nach  dem  Modulus  4 sei  = N,  also  A’ 

einer  der  4 Zahlen  0,  1,  2,  3 gleich:  unter  dieser  Voraussctzung  ist  N uttab- 
hflngtg  von  der  Art  der  Vertheilung  der  Primitivreste  in  Classen.  Wir  nennen 
ihn  den  Decident  des  biquadratischen  Verhaltnisses  der  Zahl  M zu  m. 


15. 

Die  einfachstc  Art  der  Vertheilung  ist  allerdings  folgende 


M» 


Inzwischen  kann  in  speciellen  Ffillcn  cinc  andere  Vertheilung  vortheilhafter  sein. 


t6. 

Sind  f,  f',f"  etc.  die  sfimmtliclien  Primitivreste  des  Modulus  m.  so  ist 
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s<*+£> 

'+£• 

z"+~, 

' 171 

etc.) 

+«(*+£• 

etc.) 

etc.) 

-f-  etc. 

= S(mz,  mz', 

mz',  etc.) 

17. 

Theorie  des  biquadratischen  Restes  l-J-i. 

Der  Modulus  soli  mit  dem  Reste  keinen  Theiler  gemein  liaben,  wir  nelunen 
also  an,  dass  von  den  Zahlen  a und  b die  eine  gerodc,  die  andere  ungerade  sei. 
Die  Vertheilung  der  eigentlichen  Primitivrestc  in  die  vierClassen  stellt  folgcndes 
Schema  vor 


(«•<■>■ 


Zu  n sind  zu  rechnen  alie  Zahlen  auf 
der  Linie  0 ...  1 m 
Zu  n'  alie  Zahlen  auf 

der  linie  0 . . . (44*1 0m 
Zu  n"  alie  Zahlen  innerlialb 

dea  Dreiecks  fm.  m.  {f-f-ji)  m 
Zu  n"  alie  Zahlen  innerhalb 

des  Dreiecks  0,  4 m . '{  -|-  ft)  w 
und  ausserdem  alie  Zahlen  auf 

der  Linie  (f  1 «')  m . . (i  i i)  m 


Anzahl  — g 
Anzahl  = g 
Anzahl  — h 
Anzahl  = K 
Anzahl  = g 


Man  hat  immer  g-\-g"  = g,  aa  + bb—p,  \ {p—\)  — g +/+/+ h h 
Der  Decident  iat  also 
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D — S(0(+j,  j»i.  (H-+»')w(— ))++(/  — ,)  + 2.?" 

Man  nehme  nun  an , dass  fdr  den  Modulas  *»+l+* 

g flbergehe  in  G 
9 G' 

9 G- 

h H 

K H' 

so  hat  man 

AS(o(+).  *«».  (+4-*»)"»h) 

= +®(0(+).  (1  + 1 ‘)”1'  (1  + 1 *)m +’(-)) 

— S(0j+j,  4 «,  Im+l+f «'(_)) 

— (l+ii)*«,  (i+i»}»+»,  i»+*+l») 

Das  letzte  dieser  .S’  ist 

= [f(a  — &)]  — [io]— 4««,  *»+*— 1«) 

wenn  a ungerade  odcr  gerade 

= [l(<* — &)]  — [ia]  — ®( — F+F*.  im  — 1+1*.  1»*+*) 

— 1 {« — A)]  — il  fl]+^(°(+).  1 m'  1 m+ 1 + !*(—)) 

— ‘s(0(+).  (1+ 1 *)*•.  (1+ 1‘) ”*+*(_)) 

Also 

AD  := — [i(a  — b)]  +if«l  + 2fif(0j+j,  (1  + 1*)*»,  (1 +l»)"*+*(_))  + <*  + * + l 

— 2S(0j+y|wi,  l»»  + l + !*(_))  — 1g' -}-lG 

Die  Bindezeichen  gelten  alie  fQr  den  Fall,  wo  a — b positiv  ist,  sonst  nimmt 
man  die  entgegengesetztcn. 

Wir  zerlegen  femer  S(0(+y  (4-+l*)m>  (1  + +}m+,(— ))  'n 

»(0(+).  (1+ i *’)«*.  (F+i«*)+ !*'(_)) 

+(+(a-6)]_[i(«_6)] 

— ®((i+F0",(-)*  (l  + i*)"1'  (1  + i*)* — !•(+)) 
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Der  lctzte  Theil 

— — ++(_)«  ( — i — ( — 1 — J-i)M  + f(+j) 

— — S( — i — i »(_)•  (i  + I »)  *•  — t — i *'•  U + i*)m  — +(+)) 

— — S( — J- — (i  + {•)”*  — i — +*■  (i  + i')m — l(_))+y — G” 

= S(0(+j,  (f + +)»,  (I  + i')m + +(_)) 

— ®(°(+).  I*”)  i + 1 + f >(_))  +.?" — G 

Dadurch  wird  also 

AD  = + [!(« — — 4 *^( — 1 — I *(+).  i + i »’» — i — 1 *"•  (1  + i',m — 1(— )) 

— 2[i(<*  — &)j  +<*+^+  1 

Ffir  dcn  Fall  der  Vermelirung  des  Modulus  um  i — »,  — 1 — J— *,  — 1 — i ist 
keine  besondcre  Untersuchung  niithig,  weil  offenbar  die  Moduli  m,  im,  — m,  — tm 
glciche  Decidcntcn  habcn.  Wir  haben  also  folgcnde  Lehrsatze : 


Ist  der  Decident  des  Modulus  a + 6i,  = D so  sind  die  Decidenten  von 

«+i4-(4+0»  I H- [f  («* — *•)]  —2 [i («—6)] 

a-f->  + (4  — 1)«'  D+a — 6 + l + [ — f6]  + [ — i(«+  6)]  — 2 [ — 1(«+6)1 
a — 1 -J—  (6  — 1 ) i D — a+6+l+.l6]  -|-if(<*+6)]  — 2 [-f-  («  — ft)] 

o— 1+{6  — !)•'  D— a—  6+l  + [ — H -+-[> (* — «)]  — 2[^ (6 — «)] 


Hieraus  ferner 


o+2  +6i 
a — 2+6i 

a + {6+2)i 
a -{-  — 2)  s 


D _ !=%=i +2ja]  2 r-7-*!  - 2 i -a-b-7i 

-D+— y— + 2 [-ia]- 2 [*-=-*]  - 2p± J=2] 
D _ - ± } - s + 2 [ } 6;  - 2 F± *]  - 2 p=S=S| 
Z)+i±*±.+J[_  j ft]_2[=^!]_2jL=l=J) 


odcr  insofern  a un- 
gende ist 

i>+—'— 

D 

D+— *— 


a + 2 + (ft+2)i  ! 2 a — 6 + l + D oder  D+6 — t 

u + 2 + (6  — 2}  i — a — 26  + 1 + D D+a— I 

a — 2 -+  f b -j—  2)  i I a ■+  2 b + 1 + D D — a — 1 

a — 2 + (6  — 2) « — 2a+  6+t  + D D—b  — i 
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a + 4 + 4« 

D+a  + 4 

a + (4+4)»' 

D — o+4 

o — 4+4» 

D— o — 4 

a + (4  — 4)» 

/)+fl_fc 

« H-  4 + (*+  4)  * 

D+24 

a 4 -+  (4  — 4)  i 

D+  2o 

a — 4 + (4+4)i 

X?+2o 

a — 4+(4  — 4)» 

D+24 

a-|—  S-j— 4i  j l)-\-  2 


Das  Resultat  der  vorhergehenden  Uutersucliungen  ist  also  folgendes: 

Fflr  den  Modulus  m = a+4»‘,  wo  o utigerade  4 gerade,  wird 
D -t1  = 4 ( — ao + 2a4+44 — Si» -J—  1 ) (und  wenn  a +4»  = 1 — {-(2-4-2* j(rr— (— 6« )) 
oder  j( — oa  + 2ai — 3 66— (—1 ) == — (a  — 6)1 — 6 
D '-j—  = 1 (+ao+2a4 — bb — 84 — 1)  oder  i (+aa+2o4+344 — I) 

D — — l ( — oa+2o4+44+l ) — = 6+aa  + 2 a 6 — 66  = — 6+ (a +6)* 
D~‘^+-  = J(+an  + 2a4 — bb  — 1)  — = a+aa — 2a6 — 66  = — a — (a+6)* 
D-  = \ab 

| (oa+44 — I) 

D—  =s  | (oo+44 — 1) 


Allgemeines  Theorem  Uber  die  Decidenten. 

Es  seien  A,  B,  C etc.  ungleichc  (unger.  imag.)  Primzahlen , deren  keinc 
die  Zalil  M misst:  alsdanu  ist 

Da^cT1?  = «<+6<+7d£+  ^ 

M 

31,taa+M— = i a+("  mod.  (a +4»)  wenn  a + 4i  eine  Primzahl 

— t(— aa  + 2a4 — 344+1)  = — | (3(a — 4)  + J)(a— 4+1)  wenn  a = J 

D --  = i (+aa+ 2a4+ 344  — 1) 

= i(— aa  + 2a4+44+l)  = J (o  — 4+l)(a  — 4+3)  wenn  u = + 1 

D -J~-  = i(+aa  + 2a4 — bb  — 1) 

41 
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Allgemein  m = 1 mod.  ( l — f—  * ) 

= — P.  Bea].  ±>  = CoCff.  im. 

m It 

D—  = +P.  Real.  — Cofff.  im. 

m * It 


14-»(mod.  16) 


a i 

0 

b 

2 

4 

6 

8 

10 

12 

14 

i 

0 

3 

3 

0 

2 

1 

~T 

2 

3 

3 

3 

0 

2 

1 

1 

2 

0 

5 

1 

2 

0 

3 

3 

0 

2 

1 

7 

2 

0 

3 

3 

0 

2 

1 

t 

9 

2 

1 

1 

2 

0 

3 

3 

0 

11 

1 

1 

2 

0 

3 

3 

0 

2 

13 

3 

0 

2 

1 

1 

2 

0 

3 

15 

0 

2 

1 

1 

2 

0 

3 

3 

wi*—t 

» + ii 
m*~~  t 
i — S» 


[18.] 

Theorie  des  biquadratiscken  Restes  — 1 — 2 i. 

Der  Modulus  = n a -j-  b i soli  so  beschaffen  gein,  dass  a ungerade. 
b gerade;  aucli  setzen  wir  voraus,  dass  derselbe  eine  Primzahl  sei. 

Der  Decident  wird  durcli  folgende  Schemata  vorgestellt.  von  deren  Identitfit 
man  sich  leicht  flberzeugt: 


Der  Kfirze  wegen  bezcichnen  wir  8{x,  x-f-a,  X -t- a fi,  j?  — J—  6)  durch 
(x,  a,  6]  so  dass 


[x,  a,  fi)  — — [x,  6,  a]  — [x-|-a,  fi,  — o)  = — [x  + ®.  — a,  fij 
= [x-|-a-|-fi,  — a,  — 6]  = — [x+a-j-fi,  — 6,  — o] 


Setzt  man  ferner 


m 

-l-l» 


— a — 3 b . — b + 1 a . 
io  • io 


Q 


Digitized  by  Google 


ZCR  TItEOKIE  DES  BIQCADRATISCHEK  SESTE.  I. 


323 


so  bestekt  der  Decident  aus  folgenden  acht  Theilen 

I =[0.  f.  -iQ] 

-211  = — 2 [0,  f,  Q] 

III  =+[Q.  f,  -iQ] 

IV  =+[—-Q.  f.  0] 

— 3 V = — 3[Q,  Q] 

— 3VI  = — 3[2Q,  f,  — iQ] 

+ 2 VII  = + 2 [(l — i)  Q,  i,  Q] 

4-  VIII  = 4- [o,  f,  fi»] 

Ist  F indefinite  ein  Elemcntarrcst  des  Modulus  — 1 — 2 i,  so  hat  man 

S[2fQ,  f,  iQ]  = [0.  -f-i,  fi»] 

Setzt  man  also  f(lr  F:  0.  I,  i,  — 1,  — i so  hat  man 


[0,  f.  iQ] 

= IX 

4- [2 Q.  f.  iQ) 

= X 

4-[2iQ,  f.  iQ] 

= XI 

4-[-2Q.  f.  iQ] 

= XII 

4*  [ — 2 i Q,  f,  iQ] 

= XIII 

— [0,  — f — i,  fi»] 

= —XIV 

Man  sctze  dies  zu  dem  vorigcn  Werth  des  Decident  hinzu.  Aus  dieser  Vereini- 
gung  fliessen  folgende  Resultate. 

(1)  Da  (14-2i)Q4-f  eine  ganze  Zahl  ist,  so  wird 

XI  = [ — Q — f , f , i Q]  = — [ — Q,  -f,  «Qj  = — [Q,  f. -»Q] 

aj.su  HI  -{-  XI  = 0 

(2)  Wir  ziehen  zusammen  IV,  — 3V,  X,  XIII  auf  folgende  AV ei«e 

IV  = 4-[— 2 Q4-f  i,  f,  Q]  = [— 2iQ— f,  fi.  iQ3 

V = — [2  Q,  4-f,  - Q]  = — [— 2iQ,  —fi,  iQJ 

X = [4-iQ— fi,  f,  iQ] 

— [— iQ4-fi.  -f.  — iQ]  = [— 2iQ-f4-f‘.  f.  <Q] 

XIII  = [— 2»Q,  f,  iQ) 

41  * 
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Also  die  ganzc  Ausbcute  aus  dietten  Theilen 
— 4 V 

+-R( — 2i  Q) — jR( — iQ) — 7(— 2»Q)-|-/( — - » Q) 

— Quadr.  [ — 2 i Q — | -j-  f i] 

4-Quadr.  [ — 2i'Q-f-f — }i] 

(3)  I, — 211,  — 3 VI,  +2  VII,  -(-IX,  -f-  XII  zusammcngezogcu  geben  fol- 
gendes 

I — [®>  i-  — * Q] 

II  =[0,  — |i,—  iQ} 

VI  = i»Q — ii,  b — iQ}  = [i— +*,  —b  »Q]  = [—1+4»,  b ~iQ] 

VII  = [-Q-ii,  b Q}  = -Q]  = [+H-* i, -ii,  -iQ} 

IX  = [0,  —b  —iQ] 

XII  = [-.Q  + i.\  b iQ]  = [i  + ii, -b -iQ] 


= +41  — 4 II—  4VI+4XII 

— I(ii) +/(— » « 4- ii)  + /0  — /(— * Q)  — 2 « o 4- 2 B(— I Qj 
4-  2 Quadr.  ( — »' Q + 1 4“  I ») 

_ 4 I — 4 II  — 4 VI 4“  4 XII 

4-22(„1_2,)Q  — R[—2iQ)  — I(-iQ)  + 2R{—  iQ) 

4-  2 Quadr.  { — 2 1'  Q4"I  + l *) 


Dies  Alles  zusammen  gibt  folglicli 

4_4  I_4  11^4  V — 4VI 4-4X114-4(0  — 1)—  f b 
-)-Quadr.( — 2iQ  4*1 — 10+2  Quadr.  ( — 2 1 Q— (—  1 4~  1 * ) — r Quadr.  ( — 2iQ — 14" D) 


Endlick  gibt  VIII  — XIV  = 4(a— l)4-ji 

Also  da  die  drci  Quadrattheile  dem  Decident  von  — gleich  sind,  so  wird 


Dec. 


= a — 14-  Dec.  -j~.  W.  /.  B.  W. 


Wahrscheinlich  wird  der  Beweis  noch  selir  dadurch  vereinfacht  werden  kiinnen,  dass 
Dec.  lii’  = 
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[19.] 

Durch  luduction  ist  folgendes  gefunden 

a — bi  flfl  + Iai-i 

a -f-o»  4 

aa  + 2«6-f-  ibb — l 


a = t (mod.  4) 
a+6»  ~ 1 (mod.  2+  2 i) 


Hiermit  steht  Folgendes  iu  Vcrbiudung: 

Es  sei  aa+66  = p (Primzahl)  a = 1 (mod.  4) 


1.2.3 \[p  — 1)  = a mod  .p 

+ (/»  + 3).  J (/>+7) .. . i{p— 1)  = 6 

*(f+0-t(p+»)'*‘-Kj»-0s7 

i{»P+l) P — 1 = S 

so  ist 

• ' a — B,  6 = 7 wenn  } 6 gerade 

a = — S,  6 = — 7 wenn  J b nngerade 

+ af>  = i,  +66  = 26,  -|  = 2o,  = \a,  jS(l — aC)=y«i 

Es  wird  dcmnach  nur  darauf  ankoiunien  dic  Decideuten  bei  reellen  Ilesten  /.u 
bestimmen 

«*w.61'n,|"' ')  = 1 (mod. !aa  + 66})  si  a = 1 (mod. -I)  6 par  ti<i  + 66  primus 


Will  man  bloss  mit  reellen  Zahlen  zu  thun  haben,  so  kommt  es  auf  folgendes 
Haupttheorem  an.  Es  sei  a — 1 durch  4.  6 durch  2 theilbar;  'a  und  6 ohne 
gemeinschaftlichen  Divisor,  k bedeute  die  Zahlen  I,  2,  3 . . . aa  + 66 — 1. 

Es  sei 

a dic  Zahl  aller  Werthe  von  k,  wo  die  kleinsten 


Reste  von  a k,  b k, 

aak. 

abk  alie  zwischen  0 und  J (a « + 6 6)  liegen 

6 

ak,  bk. 

aak. 

— abk 

7 

ak,  bk. 

— aak. 

— abk 

£ 

ak,  bk. 

— aak. 

abk 

alsdann  ist  6+  27+30  — F(aa  — 1)  durch  4 theilbar. 
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m 

V ORBEREITU NGE  N ZUR  ALLGEMEINEN  THEORIE 
DER  BIQUADRATISCHEN  RESTE. 


(»•) 

Es  sei  P — x +«_$*,  wo  weder  x noch  y eine  ganze  Zahl  ist.  Wir  bezeich- 
nen die  Zahl  -{-1  durch  LP,  IIP,  IIP,  IIP,  je  nachdem  P im  ersten,  zwei- 
ten, drittcn  oder  vierten  Qradranten  liegt  {im  ersten  und  zweiten  Quadranten  ist 
[y]  geradc.  im  dritten  und  vierten  ungerade;  im  ersten  und  vierten  ist  [x]  ge- 
rade,  im  zweiten  und  dritten  ungerade).  In  allen  Fallen,  wo  diese  Zeichen  nicht 
= 1 sind,  werden  sie  = 0 vorausgesetzt.  Man  hat  dann  folgende  24  Relationcn 


LfP+t)  = IIP 
J/(P±1)  =LP 
Z,'(P±1)  = IIP 
H[P±  1)  = IIP 


L(P±i ) = IIP 
L'{P±i)  = IIP 
L"{P±i ) = LP 
Lm(P±i)  = LP 


L(P±t±i)  = L’P 
i'(P±l±»)  = L"P 
P"(P±l±»)  = LP 
L'"{P±t±i)  = LP 


LiP  = LmP 
LiP  = LP 
LiP  — LP 
II i P = LP 


L{ — P)  = L"P 
L'( — P)  = L"P 
L"( — P)  = LP 
L”(—P)  = LP 


L ( — i P)  —LP 
H — »P)  = LP 
L"( — iP)  = L”P 
II(—iP)  =s  LP 


(2-) 

Dureli  PP'  oder  z bezeichnen  wir  eine  I.inie,  die  von  P aul&ngt  und  in 
P'  endigt.  Sie  braucht  nicht  gerade  zu  sein.  Wir  legen  allen  geradeu  Linien 
von  2 x + 2 iy  nach  2x-f-  (2  y — (—  1 ) * gezogen  (wo  x,y  indefinite  alie  ganzcn  Zah- 
len  bedeuten)  eine  positive  und  eine  negative  Seite  hei;  ffir  jene  wahlen  wir  die 
rechte,  fflr  diese  dic  linke.  Durch  Tz  bezeichnen  wir  dic  Anzahl  aller  Schnittc 
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der  Linie  z mit  den  eben  gedachten  Liuien,  ais  positiv  gezfihlt  dicjenigen,  wo  z 
von  der  negativen  Seite  auf  die  positive  fibergeht,  ais  ncgativ  die  andern.  Fer- 
ner  setzcn  wir 

Tz—  Pz — 1)  = Sz 

(z  — 1 ist  eine  der  ; parallele  Linie.  dic  vondem  Punkte  P — 1 nach  P' — 1 gcht). 
Offenbar  brauchen  wir  nur  dem  oben  gedachten  System  von  Linien  noch  die  von 
2x+t-+-2^>  nach  2 jr  — f—  1 — ( 2_y  — 1 } «"  gezognen  beizufilgen  und  deren  linke  Sei- 
ten  positiv  und  die  rechten  ais  ncgativ  zu  betrachten  um  in  Sz  die  Anzalil  aller 
Schnitte  von  z mit  diesem  zweifachen  System  von  Geraden  zu  erkennen.  Wir 
habcn  nun  ferner 

T(-z)  = -T(z+i) 

T(*)+r(*+o  = [**]-[**'] 

-S(*+l)  = —Sz 

S{z+i)  = —Sz  + LP+LmP—LP'—LmP' 

Sfc+l+i)  =r  Sz—LP— L"P  + L F+  LTP' 

Siz  =c  Sz  — LP+LP' 

S[—z)  = Sz  — LP— L~P+LP'+L"P' 

S{ — \z)  = Sz  + LP—LP' 


1. 

W'ir  betrachten  in  der  Ebene  zwei  Gattungen  von  Pnnkten;  einmal  die,  de- 
nen  ganze  Zahlen  entsprcchen;  dann  diejenigen.  welche  durch  Producte  aus  gan- 
zen  Zahlen  in  die  GrOssc  Q ■=  ^ bestimmt  werden.  Wir  kOnnen  diesclben 
durch  die  Benennungen  Punkte  der  ersten  und  Punkte  der  zweiten  Ordnung  un- 
tcrscheiden. 

2. 

lndem  wir  jeden  Punkt  der  zweiten  Ordnung  mit  seinen  vier  Nachbam 
durch  gerade  Linien  verbinden,  die  wir  Ligatura*  nennen  werden.  theilt  sich  die 
ganze  Ebene  in  unendlich  vielc  Quadrate.  Die  Punkte  der  ersten  Ordnung  lie- 
gen  theils  innerhalb  dieser  Quadrate,  tlieils  auf  den  Ligaturen  innerhalb  der  Gren- 
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zen  derselben,  theils  auf  den  Grenzen  der  Ligaturen . das  letzte.  wcnn  sie  zugleich 
Punkte  der  zweiten  Orduung  sind.  Ist  kQ  ein  solclier  Punkt,  so  muss  insofern 
m,  M ohne  gemeinschaftlichen  Tlieiler  uud  beide  ungerade  sind,  k durch  M 
tlieilbar  sein. 


3. 

Bei  dcn  Ligaturen  konnen  wir  zugleich  einen  Unterechicd  zwischen  dem 
Anfangspunkte  und  Endpunkte  machen,  also  P Q von  QP  unterscheiden,  oder 
auch  in  einigen  Pellen  dicsen  Unterschied  bei  Seite  setzen  Wir  nennen  zwei 
solchc  Ligaturen  entgegengesetzte.  Bezeiehneu  konnen  wir  fiberhaupt  im  be- 
quemsten  die  Ligaturen  durch  iliren  Anfangs-  und  Endpunkt,  die  man  allenfalls 
in  eine  Klammer  einschliessen  mag.  Einer  Ligatur  entgegengesetzte  soli  durch 
das  doppelte  Ueberstreichen  angedeutct  werden  QP  = PQ. 


4. 

Jedes  der  gedacliten  Quadrate  wird  von  vier  solclien  Ligaturen  eingeschlossen 

|(*+0Q.(*+«-H)Q|.  |(*+i+0«.(*+0Q},  t(A:+0Q.A-Q!...Q 

denen  es  zur  rechten  liegt.  Es  ist  wichtig  hiebei  auf  die  Eorm  der  Zahl  k zu 
sehen,  und  wir  unterscheiden  in  dieser  Beziehung  viererlei  Quadrate,  je  nachdcm 
A = 0,  1,  *(ntod, 2)  ist,  und  bedienen  uns  dann  der  Zahlen  0,  1.  2,  3,  die 
wir  resp.  die  Inteusoren  der  Quadrate  nennen. 


5. 

Den  Ligaturen  legen  wir  dieselben  Inteusoren  bei , welche  die  ihnen  zur 
rechten  liegenden  Quadrate  haben. 

6. 

Wir  haben  nun  cin  andcres  grdsseres  Quadrat  U'  zu  betrachten . nemlich 
dasjenige,  welches  eutsteht,  wenn  das  in  4 angezeigtc  fttr  A:  — 0.  init  M mul- 
tiplicirt  wird : dies  wird  also  durch  die  geraden  I.inieu  p,  p',  p".  p”  begrenzt 

jO,  }«i.  |im.  i(l+f)»j,  J*»|.  |i»«.  0f 

Es  bcsteht  aus  ganzcn  Quadraten  U und  .Stttcken  solcher  Quadrate;  man  zulile 
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alie  Punkte  der  ersten  Ordnung  iimerhalb  dcsselben  zusammen  . indcm  man  filr 
jeden  Punkt  den  Intensor  des  Quadrats  ii.  woriu  er  liegt,  ninnnt,  diese  Summe 
oder  deren  kleinster  Rest  nach  dem  Modulas  1 heisst  der  Decident  von  M f<ir 
den  Modulus  m,  und  bestinimt  dic  biquadratische  Modalitiit  von  M ili  Beziehung 
auf  diesen  Modulus. 

7. 

Wir  zerlegen  das  Quadrat  ii'  in  5 Stiicke  auf  folgende  Art.  Man  verbindc 
den  Punkt  o mit  J ( t — * ) (w — 1)  durch  die  Linie  X,  die  durcb  lautcr  Ligatureu 
iimerhalb  Q'  gehe.  Es  sci 

Im-f-iX  = X',  |(1  — J—  * } m — X = X",  ) im  — »X  = X"’ 

diese  1 Einieu  gehen  also  von  den  Ecken  des  Quadrats  ii'  aus  ins  Innere  und 
endigen  sich  an  den  vier  Ecken  des  innersten  Quadrats,  dcssen  Intensor  0 sein 
wird,  wenn  m — t (mod.  2 + 2 i);  die  I.igaturen  dieses  Quadrats  seien  v,  v',  v",  V". 
Die  5 Stiicke  werden  also  begrcnzt  sein 

I.  . . . g.  X\  v,  X 

II.  ...  g‘,  X”,  v',  X' 

III  g\  X".  X" 

IV  g”,  X.  V",  X“ 

V.  das  innere  Quadrat  v,  V.  v”,  v” 

Der  Decident  ist  also  die  Aufziihlung  aller  Punkte  erster  Ordnung  in  I.  II.  III.  IV. 


S. 

Der  Kiirzc  ivegen  soli  Intensor  irgend  eines  Punkts  der  intensor  des  Qua- 
drats  sein,  in  dem  er  liegt,  und  durch  vorgesetztes  T ausgedrikkt  werden. 

9. 

Der  Decident  ist  also 

srp+srp+srr+srp' 

wo  P alie  Punkte  in  1.  u.  s.  w.  liedeuten. 

4 2 
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Wir  betrachten  nun  noch  den  Raum  VI  — — «IV,  welcher  ausserhalb 
Q'  liegt,  sich  abcr  durch  p.  an  I anschliesst  nnd  mit  ihm  zusammen  dcn  Raum 
u>  ausmacht,  der  aus  AA-^-BB  vollstandigen  Quadraten  bcsteht.  Bedeutet 
II  alie  ganzen ; II'  alie  um  f«'  vermehrtcn  ganzen  Punkte  dieses  Raumcs.  so 
lusst  sich  leiclit  beweisen , dass  der  Decident 

= S V 1 1 — — VII Anzahl  aller  ganzen  Punkte  innerhalb  VI 
— Anzahl  aller  lialben  Punkte  innerhalb  VI. 

11. 

Man  denke  sich  von  jedem  ganzen  Punkte  k nach  k -f- 1 i gerade  I.inien 
gezogen,  deren  rcchte  Seite  ais  positiv,  die  linke  ais  negativ  angesehen  wird.  Es 
sei  / eine  Linie,  und  SI  bezeiclme  die  Summe  aller  Schnitte  der  l mit  jenem 
System  von  Linien,  diejenigen  ais  positiv  angesehen.  wo  l von  der  negativen  auf 
die  positive  flbergeht,  dic  entgegengcsetzten  Schnitte  ais  negativ.  Man  hat  dann 
fur  den  Decidentcn  folgenden  Ausdruck 

Hn.sq+zsi'—  Sp 

wo  l alie  Ligaturen  der  Quadrate  in  tu  bedeuten  (immer  so  genommen.  dass  die 
Quadrate  ihnen  zur  rechten  liegen)  und  wo  l'  diejenigen  Ligaturen  bedeutet,  die 
auf  dem  Umfange  der  Ligur  a>  zwischen  0 und  1 m liegen.  also  ausserhalb  U'. 
Alie  Ligaturen  l bcstchen  aus 
1)  /' 

2)  r die  innerhalb  Q’  liegendeu  (irenzlignturen  also  X',  v.  X. 

3)  lm  die  im  Innem  von  w liegen. 

VerstUnde  man  untor  l indetin.  alie  Ligaturen,  dic  sich  innerhalb  u>  oder  auf  den 
Grenzen  dieser  Figur  befinden,  insofern  sie  von  Punkten  * ^ ausgehen,  so  dass 
k durch  1 — j—  s theilbar  ist,  so  wfire  der  Decident 

— Za.SI—Sn 

wo  a=l  fur  alie  Ligaturen  im  Innern  von  u> 

a=  Y/-J-I  fur  alie  Grenzligaturen  ausserhalb  Q',  deren  Richtung  in  der 
von  0 nach  J m gehenden  (Jrenze  liegt 
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a = — (YA-f-1)  = — 1 1 fur  allc  auf  dicscr  Grenze,  die  in  entgegengesetz- 
tcm  Sinne  Inufen 

a = Y/  fflr  alie  Grenzligaturen  innerhalb  Q'.  deren  Richtung  auf  0 zugeht 
ot  — — V /— |— 1 fflr  alie  Grenzligaturen  innerhalb  Q',  deren  Richtung  vou  0 
abwfirts  geht. 


12. 

Wir  kOnnen  nun  die  sSmmtlichen  vorkommenden  / (nach  der  letzten  Ma- 
mcr)  zu  zweien  combiniren,  nemlich  / mit  4 tn  — /,  welche  wir  verbundene  Liga- 
turen  nennen  wollen ; eine  einzige  ist  hiervon  ausgenommen,  welche  isolirt  steht 
oder  mit  ihrer  verbundenen  Ligatur  identisch  ist.  nemlich  diejenige,  welche  von 

f (.M  — i).  ^ nach  J (M + > ) 7^,7  lSuft 
fflr  verbundene  Ligaturcn  ist  das  a itnmer  einerlei. 


[m.] 

THEORIE  DER  BIQCADRATISCHEN  RESTE. 


t. 

Klcinstc  Reste  des  Modulus  m — a-\~bi  heissen  die  ganzen  Zahlen 
(i  = a-f-f ii,  fur  welche  £ = .r-|-y i so  beschaffen  ist,  dnss  x und  y positiv 
und  kleincr  ais  1 sind.  Es  kornint  noch  dazu  der  Rcst  0 *).  Ihre  Anzahl  ist 
= aa  -}-bb. 


2. 

In  sofern  aa-\-bb  ungerade  ist,  wird  aa-\-bb  von  der  Form  l»  + l 
suin.  Den  kleinsten  Rest  0 ausgeschlosxen,  theilen  sich  die  ubrigen  in  vier  Clas- 
sen.  Zur  ersten  Classe  f ziihlen  wir  diejenigen,  wo  ,r  und  y kleincr  ais  j sind, 

•)  und  wenn  a und  b f tura  den  uememsehttftlichen  Divinor  r hnben,  die  Zahlrn  m , - m,  1 m . . - — llH*. 

e e e e 

Jedoeh  wollen  wir  die*en  Fall  rorent  ron  ditr  Untenuchung  toMchlitMtn. 
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dic  zweite  f'  wo  j?>|, 

drittc  f •£>+.  y~>  1 

viertc  /'"  -r<F,  jr>} 

Man  crhult  alie  Reste 

f aus 

f aus  — /+(i+i)m 
f aus  — ./+  i m 


3. 

Es  sci  M eine  audere  Zahl,  die  mit  m keinen  Factor  gemein  hat,  so  wird 

Maa+bt- 1 s , (mod  mj 

se  in  : folglich  jyft(au+4A-0  entweder  = 1,  oder  = i,  oder  = — 1,  oder  = — i 
d.  i.  = i*,  wo  s eine  der  vier  Zahlen  0,  1,  2,  3 vorstcllt.  Im  ersten  Fall  wird 
M biquadratischer  Rest  von  m sein , mitliin  auch  quadratischer.  Im  dritten  ist 
M quadratisclier  aber  nicht  biquadratischer  Rest;  im  zweiten  und  vierten  sowohl 
quadratischer  ais  biquadratischer  Nichtrcst.  Wir  nennen  dies  t,  wovon  die  bi- 
quadratische  Mudalitfit  der  Zahl  M in  Beziehung  auf  den  Modulus  vt  abhfingt, 
den  Decidenten  vou  M beim  Modulus  m.  Die  Induction  lehrt  folgenden  seho- 
nen  IiChrsntz.  ,.Sind  M und  m ungerade  Primzahlen  von  der  Form  1 — f-2i ) {a 
so  dass  |x  eine  ganze  Zahl  ist,  so  ist  dic  Differenz  der  bcidcn  Decidenten.  von  M 
beim  Modulus  m,  und  von  m beim  Modulus  3/  entweder  = 0 oder  = 2;  das 
erstere,  wenn  wenigstens  eine  der  Zalden  m,  M von  der  Form  t-f-4  A'  ist;  das 
andere,  wenu  beide  von  der  Form  1-f-  2 » + 4 A’  sind."  Dies  Theorem  der  Re- 
ciprocitiit  ist  dem  bei  den  Quadratischcn  Resten  hei  bloss  reellen  Zahlen  analog. 

4. 

Man  multiplicire  alie  Zahlen  f mit  M,  und  suche  deren  klcinste  Reste 
naeh  dem  Modulus  m.  Es  scien  darnnter  a zu  f gehfirig 

0'  f 

r r 

i r 

so  ist  s = 6-}- 2y-}-3d  (mod.  4). 
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Bcweis.  I)cr  Inbcgriff  derjcnigen  Zahlen  aus  /,  deren  Producte  ruit  M 
Kcste  zu  f gehOrig  gebcn,  sci  g\  der  Inbcgriff  derjcnigen,  deren  Producte  Reste 
aus  f geben , sei  g , und  ebeuso  g",  g"\  so  werden  die  kleinsten  Reste  von 

— ig'M,  — g'3I,  ig~M 

alie  in  f enthalten,  und  sowohl  unter  sich  ais  von  deu  kleinsten  Itesten  der  Pro- 
ducte g M verschieden  sein , folglich  das  Product  aus  allen 

gM,  — ig'M,  — g"M,  +igmM 

dem  Producte  aller  f congruent  sein,  mithin  auch  dem  Producte  aller  g.g\g“ .g  - 
Jenes  Product  ist  aber  gleich  dem  Producte  aus  allen  g , g, g",  g"  in 

M*.  (—  itSf.  (—  M)f.  UMf 

also  dies  letzte  Product  = 1 

folglich  M’+*+1t+s(—  »)6( — l)Ti*  = I 

oder  *f  «-K+r-Hi  = »*  (—  i )T  (_  j)«  = /5+»r+« 

woraus  der  Lchrsatz  von  selbst  folgt. 


5. 

Die  Kntschcidung , ob  der  kleinste  Rest  einer  Zahl  N nach  dem  Modulus 
m zur  Classe  /,  f,  f " oder  /"'  gehorc,  ist  lcicht.  Ist  nemlich  io  die  in  ent- 
haltenc  ganze  Zahl , so  n ird  jener  Rest  — AT — u>  m sein,  und  also  zu  f.  f . f " 
geliiiren,  je  nachdem 

— — io  = x-\-iu 

m 17 

gesctzt 

•*<*.  ,y<4 

■*>i.  ,y>i 

*<i.  j<>f 

ist.  In  diesen  1 Fiillen  wird  der  Rcihe  nach  die  in  ~ enthaltene  ganze  Zald 
folgende  sein 
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2 tu 

2 ui  — {- 1 
2 ui  — j—  I — |—  t 
2ui  + » 

Hieraus  ist  klar,  dass  der  kleinste  Rest  von  N nach  dem  Modulus  m zu  f%  f , f \f  " 
gehoren  werde,  je  nachdem  die  in  — enthaltene  ganze  Zahl  = — f-  tj  » gesetzt 

4 gerade  ij  gcradc 
4 ungerade  tj  gerade 
4 ungerade  i)  ungerade 
4 gerade  i)  ungerade 


6. 

llicmach  findet  sich  der  Decident  von  M nach  dem  Modulus  m auf  fol- 
gende  Art.  Man  suche  die  ganzen  Zahlcn,  die  in  allen  einzelnen  ----  enthalten 
sind.  Diese  allgemcin  durch  .r-f-jM  bezeichnet,  lasse  man  ganz  aus  der  Acht. 
diejenigen,  wo  x und  y bcidc  gerade  sind,  rechne  fflr  jede  derjenigen,  wo  x un- 
gerade und  y gerade  ist,  eins . entnehme  fiir  jede  derjenigen,  wo  x und  y beide 
ungerade  sind,  zwei,  und  drei  ftir  jede  von  denen,  wo  x gerade,  y ungerade  ist. 
Von  der  Summe  aller  dieser  Zahlen  nehmc  man  den  kleinsten  Rest  nach  4,  wel- 
cher  der  verlangte  Decident  sein  wird.  Wir  drflckcn  dies  so  aus 

Dec.  - = ln 

tn 

WO  p?i =*+»<■  « = 0 zu  setzen  ist  wenn  x gerade  y gerade 

1 x ungerade  y gerade 

2 x ungerade  y ungerade 

3 x gerade  y ungerade 

Kflrze  halber  wollcn  wir  n durch  die  Characteristik  h bezeichnen.  n ~ n 

m ’ 


•)  Um  m entacheiden,  in  welche  Clttflo  M in  Bcriehung  auf  m gthM,  wihlt  man  diejenigen  Wer- 

2 ^ ^ J gerade  wird  und  addirt  — £ ^ J 


th<*  von  k (unter  den  Zahlen  I,  2,  — l)  au*  wodurch 

Ni  rami  man  k nur  bU  \}>,  »o  hat  man  iu  autnmiren 


-«ii^r+r^n 


Um'V  P P 

fur  diejeaigcn  Werthe  son  £ — — — J dic  durch  1 + • thcilbar  sind. 
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7.  8. 

Diese  Regel  ist  allgcmein , was  fur  cine  Zalil  auch  M bedeute.  Fur  den 
Fall,  der  zunachst  den  Gegenstand  unscrer  Untersuchung  ausmachcn  soli,  wo  M 
ungcradc  und  von  der  Form  I — |—  (2  — J—  2 *)  iV  vorausgesetzt  wird.  ist  eine  etwas 
abge&ndcrte  Vorschrift  zwcckmftssiger. 

Man  denke  sich  die  Zalileu  f wiederum  in  4 Classen  zerlegt;  in  die  erste 
setzt  man  die  (A),  deren  Doppeltes  sich  auch  noch  in  f findet;  in  die  zweite  A' 
zahlen  wir  die,  deren  Doppelte  2 A'  zu  /'  gehoren,  und  cbenso  A"  und  A"  bcdeu- 
ten  diejcnigen,  deren  Doppelte  zu  f und  f"  gehoren.  Es  ist  also  der  Decident  s 


e = £0 


'm  * tti 


-5;« 


ih-if 


Den  Complexus  aller  2A  und  — 2 A"-f- ( 1 + *) m nennen  wir  II 

den  von  allcn  — >{2 A' — i»)  und  »(2A'" — im)  nennen  wir  H' 

II  und  II'  umfassen  also  alie  f,  jene  sind  die  geraden , diese  die  ungeraden. 
Ferner  sind  folgende  Relationen  in  Anwendung  zu  bringen 

9iN=  t+HiV 
0(—  N)  = 2 + 0JV 
0(— iiV)  = 3+0iV 
eUV+l)  — t— 0iV 
0(2V+j  + i)  = 2 + 0iV 
Q[N+i)  = 3 — QN 

folglich 


( — 2 h'i  -f-  »i  i } .V 


= 3 — » — — — = • 


H (—  M __  „ | 1k”3f  


, (I*  + 


— | — H — — H 


i »*'■* 

m 

2*J l 
m 


und 


— 0 (—  a >*«  + mi)  Af  . g(—  ^(}A'i  + m)  J/ 

S “ m m m m 

= v8/yf_ve^r 
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ubi  signum  superius  accipiendum  pro  paribus  /.  inferius  pro  imparibus. 


9.  ■ 

• Es  sei  nun  allgcmcin  / — i-\-r j«.  Die  Zahlen  i,  i)  sind  durch  die  Bedin- 
gung,  dass  f ein  kleinster  Re  st  von  m sein,  oder  ^ = x-\-yi  gesetzt.  x und  y 
zwischcn  den  Grenzen  0 und  { liegen  mtissen , innerhalb  gewisser  Grenzen  be- 
schrfinkt , woffir  sicli  durch  Untcrseheidung  der  verschicdenen  Falle  leicht  be- 
stimmte  Regcln  gcben  liessen.  Ertheilen  wir  1]  einen  bestimmten  Wcrth.  so  wird 
wiederum  i seine  bestimmten  Grenzen  haben.  Z.  B.  wenn  wir  annehmen,  dass 
« negativ . b positiv  ist . so  muss  . da 


oE  + ir, 

•*  — «u-t-46 

atj  — 

9 aa  -4-  b b 

I.  damit  .r  positiv  werde  — — t| 

II.  damit  y positiv  werde 

III.  damit  werde  i > — 1 ‘‘ - 

IV.  damit  y < { werde  £>laT|  ""  46 


fur  positive  ij  schliesst  die  zweite  Bedingung  bereits  die  erste  ein . fflr  negative 
>j  hingegen  ist  es  nmgekelirt:  ebenso  ist  die  dritte  Bedingung  schon  in  der  vier- 
ten  entbaltcn , 

wenn 

und  umgekebrt.  wenn  ij  >J-(o  + 4) 


Wir  haben  indessen  nicht  nOthig  alie  acht  FSlle,  die  hier  cintreten  kdnnen,  beson- 
ders  zu  betrachten , sondern  bezeichnen  nur  ftlr  einen  bestimmten  Worth  von  ij 
dic  kleinerc  Grenze  von  i durch  i”,  die  grbssere  durch  und  liemerkeu  nur. 
dass  bei  diesen  Grcnzwerthcn  immer  entweder  x = 0,  y =•  0,  x — f , y — 4 ist. 
und  zwar  dass 
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wenn 

a pos.  b positiv 
a neg.  b positiv 
a neg.  b ncgativ 
a pos.  b negativ 


in  der  obem  Grenze 
x = i oder  y = 0 
x = 0 oder  y = 0 
x = 0 oder  — } 
x = | oder  y = t 


in  der  untem  Grenze 
x — 0 oder  y = 4 
x — | oder  y — \ 
x = ^ oder  y — 0 
x = o oder  y — 0 


sein  muss.  Wir  werden  diese  vier  Fiillc  Kttrze  halber  so  unterscheiden,  dass  wir 
sagen,  im  crsten  gehore  tn  zum  ersten  Uuadranten,  im  zweiten  zum  zweiten  etc. 


10. 

Wir  wollen  nun  das  Aggregat  aller  + H 4_  nfilier  betrachten,  bei  denen 
tj  einen  bestimmten  Werth  hat.  Indcm  4 nach  und  nach  stetig  von  dem  klein- 
sten  Wcrthc  4°  bis  zum  grdssten  400  wiichst,  wird  sich 

= X+  F. 

m 1 

auch  nach  dem  Gesetze  der  Stetigkeit  Sndern,  und  zwar  wird,  wenn  'V  im  ersten 
Quadranten  liegt,  sowohl  X ais  Y best&ndig  wachsen;  liegt  ^ im  zweiten  Qua- 
dranten,  so  wird  X bestandig  abnehmen  und  i'  zunehmcn;  im  dritten  Quadran- 
teu  wird  das  umgekehrte  vom  ersten , im  vierten  das  umgckehrte  vom  zweiten 
Statt  finden.  Allein  die  in  X + »F  enthaltene  ganze  Zalil  wird  sich  sprungs- 
weise  undeni,  indcm  entwcder  [X]  oder  [F]  sich  um  Eine  Einheit  Sndert.  Es 
seien  die  Werthe  von  4.  wo  ein  solcher  Uebcrgang  Statt  findet,  d.  i.  wo  entweder 
X oder  F eine  ganze  Zahl  wird,  der  Reilie  nach  folgeude 

4',  r,  4". . . . 4" 

Hier  muss  bcmcrkt  werden,  dass  weder  diese  Werthe  noch  4*  und  400  ganze  Zah- 
lcn  sein  kOnnen , ausgenommen  f(ir  ij  = 0,  wo  entweder  4°  oder  4™  = 0 wird. 
Es  sei  nun 

H — B - — i'  (anders  auszudrfickcn 

^ (V'+ 1 0^ fltf-Hl)* g» 

m m 

etc. 

0 (r+i.-jif  Q ({-'-Mpy  _ g . 

m tn 

43 
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so  sicht  man  leicht,  weil  zwischen  4°  und  4'  [j-4’ ] — [ |4#!  gerade  und 

(4  4'+  f]  — [iC°++]  ungerade  ganze  Zahlcn  liegen  ctc.,  dass  bloss  den  bcstimm- 
tcn  Werth  von  ij  betrachtct 

+i[*ri-[+C]  -ur+i]  +i*c+«r.  je^±£“+8'! 
+u+n-un-(4  r+*]+[*r+*]i  • !eE±^+s'+*'i 

-+-  ctc. 

+!un-i4^-isr+^+[K"+4]|.|e^±v^+a'+r+..+^i 
-dii']  -[iC+ilM' 

-(t*n  ~[ir+i]).8' 

— etc. 

-([i4"]-[ii"+i]).«" 

(vvo  das  obere  Zeichen  ftlr  gerade  tj,  das  untere  ffir  ungerade  gilt.) 

Die  Zahlcn  8’,  c",  £”u.s.  w.  kCnncn  kcinc  andere  Werthe  haben  ais  +1 
und  — 1.  Den  Werth  -f-l  bekommt  wenn  die  Werthe  von  X,  F.  die  zu  4’ 
gehoren,  durch  X'.  Y'  bezeichnet 

^ im  I.  Quadr.  - im  2.  Quadr. 

m m 

X'  ganze  gerade  Zahl  X'  ganze  gerade  Zalil 
und  [F]  ungerade  [F]  gerade 

F'  ganze  gerade  Zald  F'  ganze  gerade  Zalil 
und  [Xj  gerade  | [X]  gerade 

- im  3.  Quadr.  — im  3.  Quadr. 

«•  m 

X’  ganze  gerade  Zalil  X'  ganze  gerade  Zahl 
und  [F]  gerade  [FI  ungerade 

F'  ganze  gerade  Zahl  F'  ganze  gerade  Zahl 
und  [X]  ungerade  [X  | ungerade 
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So  oft  sich  eine  dicser  Bedingungen  in  die  entgegengcsetzte  andert,  wird 
8 =e  — I ; so  oft  sich  beide  Undem,  bleibt  8 = +1. 

11. 

Zur  bequemem  Uebersicht  dieser  Rechnungen  dienen  folgcnde  Formeln : 

es  ist  ro  = a-j-fct,  aa-j-bb  — d 
M — A+Bi,  AA  + BB=D 
d-^  — a 6 i , a = aA-{-bB,  6 — aB  — bA 
^ = * + •>•  *(•+*»)  = X + iY 

Ist  gegeben  tj  und  X,  so  wird 

i.  4 = ‘J+^ 

a 1 % 

2 I’  = — -4-  — 

a ' » 

Ist  gegeben  ij  und  Y.  so  wird 

3.  C=-V,+x 

4.  X = — x+T 

Ist  gegeben  rj  und  x,  so  wird 

5.  4.=  --^+- 

* a 1 a 

6.  X = -^+- 

a ' d 

7 y _ 4i]  . ti 

a ' a 

Ist  gegeben  t]  und  y , so  wird 

8.  4=?~£ 

o X — Ar> 

A — T -J  , 

10.  F=45-V' 

O h 

12. 

Dic  Regel  des  10.  Art.  lMsst  sich  nun  so  ausdrlicken.  Indcin  r,  einen  be- 
stimmten  Werth  erhfilt.  ist 

= /t°B(x°+  r’t')— r,e(x""+ 

43  * 
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Hier  ist  k°  — 0,  wcnn  [i0]  gerade;  kn  — -f-l , wenn  [£“]  uugerade  und  ij 
gerade;  ka  — — 1,  wenn  [4°]  ungerade  und  tj  ungerade  ist;  k00  wird  ebcn  so 
durch  [4®°]  nnd  tj  bestimmt.  Endlich  ist  -k  cin  Aggregat  von  so  vielcn  Zah- 
leu,  ais  es  zwischcn  4 — 4°  nnd  4 = 4°°  ganze  Werthe  von  X oder  Y gibt; 
jedesmal  ist  Ar=0,  wenn  das  entsprechende  [4]  gerade  ist,  liingegen  = +l, 
wenn  [4]  ungerade  ist.  Has  Zeichen  wird  auf  folgende  Art  bestimmt.  Ist  X 
eine  ganze  Zahl . so  wird  Ar  = | . wenn  zugleieh 

tj  gerade 
X gerade 
[FI  gerade 

- im  zweiten  oder  dritten  Quadranten  d.  i.  a negativ 

Ist  eine  oder  drei  dieser  Bedingungen  nicht  vorhanden,  so  wird  k =■  — 1;  feh- 
len  zwei  oder  alio  vier,  so  bleibt  k = 1.  Ist  hingegen  Y eine  ganze  Zahl,  so 
wird  k = 1 , wenn  von  den  4 Bedingungen 

tj  gerade 
F gerade 
[X]  gerade 

~ im  ersten  oder  zweiten  Quadranten  d.  i.  6 positi  v 
alie  oder  zwei  oder  keine  erfilllt  ist. 


13. 

Jctzt  haben  wir  noch  die  Ffille  besonders  zu  betrachteu , wo  4°  oder  4*° 
(oder  X®,  F#,  X",  F°°)  eine  ganze  Zahl  ist.  Es  sind  hier  vier  Falle  zu  unter- 
scheiden,  indem  wir  a und  A ungerade  setzcn. 

I.  Liegt  m im  ersten  Quadranten,  so  wird  filr  x = J , y — 0;  tj  — \b  eine 
ganze  Zahl;  es  ist  dann  Y”tt=iB  eine  ganze  Zahl  und  H(Xw>-(- Fwi)  wird 
nur  dann  = 8(J  A+  J Bi)  sein,  wenn  6 negativ  ist,  bei  einem  positiven  6 
hingegen  wird  dafflr  H Q „1  -j-  ( } B — 1 } * ) genommen  werden. 

II.  Liegt  m im  zweiten  Quadranten,  so  wird  filr  r=  0,  y ^ 0;  ij  — 0. 
Hier  wird  filr  diesen  Wertli  von  t).  X“®  = 0,  Fw  — 0.  Man  liat  dann 
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0(X“4-  F00»)  — 2,  je  nachdem  * im  1. 

3 2. 

0 3. 

1 4.  Quadr.  liegt.  und  km  = j 

III.  Liegt  « im  dritten  Quadranten.  so  wird  fflr  r = I , y = 0 ; tj  = 

eine  ganze  Zahl , wofiir  X°4-F°»  = Man  setzt  dann 

e(x°+  f°»)  = eax+(iB-o») 

so  oft  6 negativ  ist. 

IV.  liegt  m im  vierten  Quadranten , so  ist  filr  tj  — 0 , 

B {X°-j-  F°t)  = 0,  1,  2,  3 zu  setzen,  je  nachdem  ^ im  I.  2.  3.  4.  Quadranten  liegt 
k'  = 0. 


14. 

Aus  den  vorhergchenden  Untersuchungen  folgt  nunmehr  folgende  Bestim- 
mung  des  Decidcnten. 

Man  sammle  alie  Werthc  von  x und  y,  dic  innerhalb  der  Grenzen  0 und  J 
liegen  und  wofflr  entweder  tj  und  X oder  i)  und  F eine  ganze  Zahl  ist,  und  be- 
stimmc  ftlr  jedes  ,r -j-  Iy  naeh  den  Regeln  des  12.  Art.  den  Werth  von  k. 

Man  sammle  ferner  alie  Wcrthe  auf  den  Grenzen  d.  i.  wo  entweder  .r  = 0 
oder  f . wiihrend  y zicischen  0 und  I,  oder  y = 0 oder  — J-,  wahrend  x zwi- 
schen  0 und  1,  dic  so  beschaffen  sind,  dass  t]  eine  ganze  Zahl  und  ^£]  ungcrade, 
und  bestimme  das  zugehflrige  / auf  folgende  Weise.  Es  sei  0M(a:-)-yi)  = +6, 
das  obere  Zeichen  filr  gerade  , das  untere  ftlr  ungcrade  ij 

so  ist  fiir  m im 


fflr 

1 . Quadr. 

2.  Quadr. 

3.  Quadr. 

4.  Quadr. 

y = 0 

1 = — 0 

1=  —8 

1 = 4-6 

1 = 4“  0 

x=  i 

1=  — 0 

1 = 4-0 

i = ^-o 

1=  — 0 

1=4-0 

1 = 4-0 

1=  —6 

1 = — 0 

x = 0 

1 = 4-0 

i=  -e 

1 = —0 

1 = 4-0 
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Kflrzer  so  l =s  +0. 

das  Zeichen  ist  dasselbe  wie  das  von  a wenn  jr  = 0 
das  entgegengesetzte  wenn  x — j 
ilasselbe  wie  das  von  b wenn  y = 4 
das  en tgcgenge.se tzte  wenn  y = 0 

Zu  kommt  dann  noch  hinzu 

wenn  m im  zweiten  Quadranten  liegt:  2,  t,  0,  3 I je  nachdem  ini 

wenn  m im  viertcn  Quadranten  liegt:  0,  ' 1.  2.  3.  4.  Quadr. 

wenn  m im  ersten  Quadranten  liegt  und  f(a — 1)  ungeradc  ist 

— 1)«')  wenn  6 positiv 
W(j  4 + 4 Zh)  wenn  6 negativ 

wenn  m im  dritten  Quadranten  liegt  und  |(a  — 1)  ungerade  ist 

— H (|4  + {B i)  wenn  f>  positiv 
-8(*4  + U-B-0»')  wenn  6 negativ. 


[iv.] 


1. 

Biqundratischer  Uest?  m = a + 6»;  u a + A A = d 


Modulus 


J/  = 4+J3i,  AA+BB  — D 


m D 

W — P 


|jt  = a + 6i,  a ==  a4+AZJ,  6 


4+tj»  = r;  -m=x+yi=p;  vM  = X-\~Yi  = P 


Ab—Ba 


Relationcn 

x = ai — bi\ 
y — bl  + a ij 
X = Ai  — Bi\ 
F=JJ£+4t| 


di  — 

ax-\-by 

di  = 

AX+BY 

di,  = 

— A.r+  a y 

-BX+AY 

dX  — 

ax-t-Gy 

Dx  = 

a X — 61' 

dY  = 

— Sx+ay 

Dy  = 

6X+a  Y 
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t)L  — — B,t-\-bX  = Ay — a Y 
Si)  = — Ajr'-|-aX  = — By-\-b  Y 
ai—  .d-r+ft  Y=  By+aX 
atj  = — Bx-\-aY  — Ay  — b X 

Diejenigen  ir,  wo  £ und  ?j  zwischen  0 und  { liegen,  sollen  darch  r"  bczeiclinet 
werden , und  dic  entsprechenden  p und  P durch  p°  und  P° ; diejenigen  wo 
tj  — 0 und  i zwischen  0 und  j,  durch  r';  die,  wo  4—1  und  Tj  zwischen  0 
und  f,  durch  r”;  diejenigen  x,  wo  tj  — J und  i zwischen  0 und  } , durch  tT; 
endlich  die  wo  i = 0 und  »j  zwischen  0 und  } durcli  x"". 

Der  Decident  von  ” wird  so  gefunden : 

Man  sammle  alie  ganzen  P°,  fflr  welclie  mitliin  jt"  und  y°  gebrochen  sein 
werden;  die  respectiven  Intensoren  von  p°  scicn  ta  d.i.  die  Zahlen  0,  1,2.  3, 
je  nachdem 

[jP'\  gerade,  ungerade,  ungerade,  gerade 
[y°  1 gerade,  gerade,  ungerade,  ungerade 

So  ist  der  gesuchtc  Decident  = 2+f0,  wo  das  obere  Zeichen  filr  gerade  P",  das 
untere  fQr  dic  ungeraden  zu  neiimen  ist. 

Dies  ist  die  erste  Methode. 


2. 

Wir  wollen  nun  die  einzelnen  Pu  nach  den  Werthen  von  F”  zusammen- 
ordnen.  Indem  wir  uns  auf  den  Fall  einschriinken,  wo  a,  b.  A,  B positiv  sind, 
ist  der  kleinste  Werth  von  Y° . . -f- 1 , der  grOsstc  \[A-\-B — 1).  Filrjedenbe- 
stimmten  Werth  von  I*0  mQssen  die  Werthe  von  X°  zwischen  bestimmten  (iren- 
zen  liegen , nemlich 

I.  wcnn  A — B positiv  ist 


wenn 

zwischen 

und 

Y<iB 

b r* 

a r* 

A 

B 

Y=  }B 

Bli 

j A 

i A 

iB  und  < ) A 

BY* 

A 

BY’  1> 

A > iA 

Y>iA 

a r * d 

b i b*  ' 

B Y"  , D 
A ' IA 
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II.  Wcnn  A — B negati  vist. 


wenn 

zwischen 

und 

Y<iA 

B F* 

* 

a y 
B 

F>|4  und  < 4 B 

a r*  d 

a r • 

B iB 

B 

Y — \B 

AB-D 
J B 

Y>iB 

A Y*  D 

b y*  , d 

B 2 B 

A • iA 

In  den  kleinern  Grenzcn  ist  entwcder  4 = 0 oder  »j  = 4,  in  den  grossem 
Grenzen  hingegen  entweder  t]  = 0 oder  4 — 4-  Es  lasat  sich  leicht  bewcisen, 
dass  nie  die  Grcnzen  von  x ganze  Zahlen  sind. 


3. 

Wir  wollen  nun  dic  Partialsummen  fflr  jedes  bestimmtc  V°  auf  cinc  anderc 
Weise  darstellen.  Auf  den  Grenzen  wird  p bestimmte  Werthe  haben,  die  durch 
p\  p”  bezeichnct  werden  mogen , und  w&hrend  X stetig  von  der  eineu  Grenze 
zur  andem  sich  findcrt,  wird  p stetig  von  p'  zu  p"  fibergchen.  Allein  die  in 
[/>]  enthaltene  ganze  Zahl  wird  hiebci  sprungswcise  geSndert,  indem  immcr  ent- 
weder der  reelle  oder  der  imaginftre  Theil  sich  um  eine  Einheit  andert.  Es  ge- 
schehen  die  Aenderungen  bei  den  Werthen  von  X 

X'.  X'.  X” . . . X* 

die  bercits  nacli  ihrer  Grosse  geordnet  sind  und  denen  die  Werthe  von  p 

p,  p" . i»".  • 

enbtprechen. 

Das  letzte  X|x  kann  auch  mit  X”  identisch  scin,  wenn  fJ  positiv,  oder 
X’  mit  X‘  identisch  etc. 

Dic  x sind  hier  zunehmend,  also  wenn  x"  eine  ganze  Zahl,  wird  sie  fur 
x’1  gezfihlt.  , 

Die  y sind  zunehmend  bei  positiven  (J , da  wird  y”  gauz  mitgczuhlt 
abnchmend  bei  negativen  6,  da  wird  y’  mitgezahlt. 
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Die  Intensoren  von  p',  p"  seien  X’  und  X“ 

der  Intcnsor  von  p'  an  bis  p . . X*  + 8' 

p“  bis  p m . . X*-)-8'-f-8' 
p»  bis/*..X*  + S'+r..+^  = X“ 


so  wird  die  Partialsumme,  in  sofern  Y°  gerade, 

= *{S-h)+(K+W-k')+F+t'+$'W-h")  + ete-  +ny-  *"> 

wo  g die  Anzahl  der  geraden  X®  von  X*  bis  X',  h die  der  ungeraden  bedeutet. 


4. 

Diese  Formel  Ifisst  sich  auch  so  darstellen : 

+ 8'  |[*X'-*]  -[*X']| 
+8"  |[iX”-4] 

+ etc. 

+8«‘iliX^-i]-[fXn| 

-X~  |[tX“-*]-f*xni 


oder  durch  X***-j-8V-J-8'*”  + etc.  — X“e“ 

wo  allgemein  e = 0 wenn  [X]  ungerade 

und  = — I wenn  [X]  gerade  ist  und  Y gerade 
+ 1 wenn  [X]  gerade  und  Y ungerade. 
FOr  8 hingegen  hat  man  die  Werthe 


6 


positiv 

negativ 

wenn  x eine  ganzc  gerade  Zahl , [y  ] gerade 

— t 

— 1 

[y]  ungerade 

+ 1 

+ 1 

x eine  ganze  ungerade  Xahl,  [y]  gerade 

+ 1 

+ 1 

[y]  ungerade 

— 1 

— 1 

y eine  ganze  gerade  Zahl , [x]  gerade 

— 3 

+ 3 

[x]  ungerade 

— 1 

-1-1 

y eine  ganze  ungerade  Zahl,  [x]  gerade 

+ 3 

— 3 

[x]  ungerade 

+ 1 

— 1 

44 
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5. 

Hieraus  leiten  wir  folgende  zweite  Methode  den  Decidenten  zu  bestimmen  ab. 
I.  Man  sammle  alie  Combinationen  von  ganzen  Werthen  von  F und  x, 
die  folgende  Eigenschaften  haben 

1 . dass  i = + l r zwischcn  0 und  f falle , wobei  die  zweite  Grenze 

inclusive  genommen  wird 

2.  dass  r)  = 1Sz^ a zwischen  0 und  {-  falle , die  erste  Grenze  inclu- 

sive genommen. 

II  Man  berechne  dafCLr 

y D*+t  r 

a 

tx+dr 

9 = 

III.  Man  lasse  alie  diejenigen  weg,  wo  [X]  eine  ungerade  Zahl  ist , und 
theile  die  Qbrigen,  wo  [X]  gerade  ist,  in  zwei  Classen; 

in  die  erste  Classe  setze  man  diejenigen , wo  zugleich 
Y gerade,  x gerade,  [_y j gerade 

oder  wo  eine  dieser  Bediugungen  Statt  findet ; 
in  die  zweite  Classe  diejenigen , wo  zwei  dieser  Bedingungen  oder  gar  keine 
Statt  hat . 

oder  in  I.  wo  [F+x+y]  gerade 

IL  wo  [F-f-x-(-y]  ungerade 

und  nenne  den  Ueberschuss  der  Anzahl  in  der  ersten  Classe  Qber  die  in  der 
zweiten  c. 

IV.  Man  sammle  alie  Combinationen  von  ganzen  Werthen  von  F und  y, 
die  folgende  Eigenschaften  haben: 

1 . dass  i = * zwischen  0 und  ) falle,  die  erste  Grenze  inclusive, 

wenn  6 negativ,  die  zweite  inclusive , wenn  6 positiv ; 

2.  dass  i)  — —/By6+  4 1 zwischen  0 und  J falle,  die  erste  Grenze  inclu- 

sive bei  positivom  6,  die  zweite  bei  negativem. 
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[V.] 

[i-] 

Modulus  M = A -\-Bi,  AA-j-BB  = D 

Re  st  m — a + fti,  aa-\~bb  — d 

— — i*  = a+6»  = aA  + bB  + (Ab—Ba)i 
£ — f- TJ*  = ir,  m = p = ar+yi;  rrjlf  = P = X-|-  Yt 

u>  eine  unbestimmte  unendlich  kleine  reelie  positive  Gr6s.se. 

[20 

V orber eitung. 

I.  Man  sammle  alie  it,  wo 

i nicht  ncgativ  und  nicht  grosser  ais  { 
t)  positiv  und  kleiner  ais  J 
Entweder  x oder  y eine  tianze 
Entweder  X oder  Y eine  Ganze 

und  bestimme  fflr  jedes  - die  GrOsse  e nach  folgender  Regel : 

Es  sei  p°  die  nfichste  Ganze  durch  i-f-»  theilbarc  bci  p 
I * die  nachste  Ganze  durch  1 — (— » theilbare  bei  P 

und  setze  t = +1,  wo  das  Zeichen  immer  dasselbe  ist  wie  das  Zeichen  des 
imaginfiren  Theils  der  GrOsse 

fEtf*  («—*»') 

folgendes  sind  die  Specialregeln : Erste  Classe , x und  X Ganze 

64  = — Bx+bX 
6ij  = — Ax-\-aX 
t>y  = — av-\-dX 
6F  = — Dx+aX 

44  * 
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t = — t,  wenn  6 positiv,  x gerade,  [_y]  gerade,  X gerade,  [1^  gerade  oder 
wcnn  nur  cine  ungerade  Anzahl  dieser  Bedingungen  gilt. 
c = —{—1 , wenn  keine  oder  eine  gerade  Anzahl  dieser  Bedingungen  gilt. 

Zweite  Classe . y und  Y Ganze 

= + Ay  — aY 
= — By+bY 
6x  = -f-  ay  — dY 
6 X=+Dy-aY 

e = — 1 , wenn  6 positiv , [x]  gerade , y gerade , [ X]  gerade . Y gerade  oder 
wenn  eine  ungerade  Anzahl  dieser  Bedingungen  gilt. 
e = — }—  t , wenn  keine  oder  eine  gerade  Anzahl  gilt. 

Dritte  Classe,  y und  X Ganze 

a £ = -)-  By  -foX 
aij  = -\-Ay  — bX 
ax  = — Gy  -\-dX 
aY  = -f-  Dy — 6 X 

* = — 1,  wenn  a positiv,  [x] , y,  X,  [F]  alie  Gerade  oder  wenn  eine  unge- 

rade Anzahl  dieser  Bedingungen  gilt. 

* = — |—  1 , wenn  keine  oder  eine  gerade  Anzahl  Statt  hat. 

Vierte  Classe , x und  Y Ganze 

a£  = -{-Ax-j-bY 
at\  = — Bx-\-aY 
ay  = + Gx-\-dY 
aX=  -f-Dx+SF 

e = -(-1,  wenn  a positiv,  x,  [y],  [X],  Y alie  Gerade  oder  bei  einer  unge- 
raden  Anzahl  dieser  Bedingungen. 
t = — 1 , bei  keiner  oder  einer  geraden  Anzahl  derselben. 
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[3.] 

II.  Man  sammle  alie  r.  , wo 

i positiv  und  kleiner  ais  I 
t]  = u> 

und  entwedcr  X oder  F eine  Ganzc , 
und  setze  * = +1  so  dass  das  Zeichen  des  imaginaren  Theils  von 

M 

P-P' 

zu  nehmen  ist. 

Specialregel : Erste  Classe , X ganz 

Ai  = + X 
Ax  — -|-  aX  — 6 ut 
Ay  = -)~  AX  — aw 
AY=+BX+Dw 

t = — 1,  wenn  A positiv,  X und  [F}  gerade  oder  wenn  nor  eine  Bedin- 
gung  gilt. 

« = — |— 1 , wenn  keine  oder  zwei  gelten. 

Zweite  Classe,  Y ganz 

Bi  =+  Y — Au> 

Bx  =-faF — aoi 
By  = -|-6  Y — 6<o 
BX=  +AY~Dw 


t = +1,  wenn  B positiv,  [X]  und  F gerade  oder  wenn  nur  eine  Bedin- 
gung  gilt. 

t = — I,  wenn  keine  oder  zwei  gelten. 


[*■} 

III.  Man  sammle  alie  it,  wo 

i und  i)  denselben  Bedingungen  unterworfen  sind  wie  in  II. 
entwedcr  x oder  y Ganze , 

und  setze  s = ^ 1 mit  dem  Zeichen  des  imaginaren  Theils  von 

m 

P-P* 
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Specialregeln : Erstc  Classe,  x ganz 

ai  “4"  ^ — l- b w , 

ay  = -f-  bx  -f-  rfoo 
aX  = Ax  -f-  6 to 
aY  — -\-Bx-\-aat 

t = — 1,  wenn  a positiv,  x,  [_y]  beide  gerade  oder  wenn  nur  eine  Bedin- 
gung  gilt 

c = — f-1 , wenn  kcine  oder  zwei  gelten. 

Zweite  Classe , y ganz 

bi  — + y —a  u> 
bx  = -j-oy  — dta 
bX—  -J-Ay — au> 
b Y — -j-  By  — (~  g w 

t = +i . wenn  b positiv,  [x]  und  y gerade  oder  wenn  nur  eine  Bedingung  gilt. 
c = — 1,  wenn  keine  gilt. 


[5.] 

IV.  Man  sarnmle  alie  it,  wo 

1 = 

ij  positiv  und  kleiner  ais  f 
X oder  Y ganz , 

und  setze  t = + 1 mit  dem  Zeichen  des  imagin&ren  Theils  von 

jjf 
P-  !• 

Specialregeln:  Ers te  Classe  X eineGanze, 

'2/Jtj  — -j~  A — 2 X -]—  Aio 

2 Bx  — — g + 2 i X — g<o 

2 By  = -f-  a — 2 a X -faiu 
2 BY  = — 2 AX— |—  D u) 

e = -(-I,  wenn  B positiv,  X,  [K]  gerade  oder  bei  einer  Bedingung. 
e = — t,  bei  keiner  oder  zwei  Bedingungen. 
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Zweite  ('lasse,  Y eine  Ganze 

2Aij  — — B 2 Y — Bm 
iAx  = -{-  a — 26F  + ae» 

2Ay  = + 6 -f"  2«F+(5n> 

2 /IX  = +Z>—  2BY+Dm 

e ==  +1.  wenn  A positiv,  [X].  Y gerade,  oder  bei  einer 
t = — 1 bei  keiner  oder  zwei  Bedingungen. 


[6.] 

V.  Man  sammle  alie  wo 

£,  i)  dcnsclben  Bedingungen  unterworfen  sind  wie  in  IV, 
und  wo  x oder  y eine  ganze  Zahl , 

und  setze  e = + t mit  dem  Ze^hen  des  imaginarcn  Theils  von 

IIN 

p=? 

Speciabegeln : Erste  Classe , x eine  Ganze 

26ij  = -\-a — 2x  -J-ou) 

2 by  — -\-d — 2ox 
2 6X=  + 2Bx-\-6u> 

2 bY  = -J-«  — 2X*+a«i> 

e — + t,  wenn  b positiv.  x,  [y]  gerade  oder  bei  einer  Bedingung. 
t = — 1 , bei  keiner  oder  zwei  Bedingungen. 

Zwei  te  Classe , y eine  Ganze 

2aij  = — 6+  2 y — b <0 

2 ax  = -f-d  — 2 by  + rfu> 

2aX—  +0  — 2lty-|-a«!> 

2 aY  — — o -f-  ‘2Ay  — 6u» 

t = 1 , wenn  a positiv , [.r] , y gerade , oder  bei  einer  Bedingung , 

t = — I,  bei  keiner  oder  zwei  Bedingungen. 
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[’•] 

Die  erste  Methode  gibt  nun  folgendes  Resultat: 

4 Decident  =1.  Se  von  allen 

— 4 Se  von  dcnen,  wo  y ganz  [*]  gerade 

II.  — St  von  allen 

+ 4 S e von  denen,  wo  [x]  gerade  'y]  ungerade 
IV.  -|-4St  von  dcnen,  wo  nicht  zugleich  [x]  und  [y]  gerade 

+ Q 


Hier  ist 


ftir  A B 
+ + 
+ - 

- + 


Q = 

— Intens.  -f-p«i>i  +Int.  i m — (ito 

— Intens. pu»  +Int.  — puii 

— Intens.  — p<o»  — Int.  }m  -f-pa» 

— Intens. — pu>  «-Int  Imi-l-iiw» 


folgende  Tabelle  stellt  dies  dar 


a 

A B 
+ + 

A B 
+ ~ 

A B 

A B 
- + 

+ + 

+ 2 0 

0 +2 

— 3 —5 

— 3 —5 

+ - 

0 +2 

— 2 0 

— 5 —3 

— t —3 

— 

— 3 — 1 

-1  +t 

— 4 —2 

0 —2 

— t- 

+ 1 -1 

-1  +1 

0 —2 

— 4 —6 

par,  impar 


Pars  prior  ipsius 

2 Q . . — 3 — (a645)  + (.4  a)  + {A6)  + (Ba)  — {B  6) 

Das  ganze  2 Q fur 

^ impar  — 3 4 ( A ) — (B)  — (6 ) + (a  A ) + (a  B)  + (5 A) — (6  B)  — (a  6 A B ) 

par  -3  + 2(4)  + (J3)-H6)  + M)  + (clB)+(GA)-$B)+'L{SAB) 

— {aGAB) 
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Beittpiel 

m = +3—  2»  13 

M — —1  — 6 i 37 
p = +94-20» 


(l+i)Jf+(-2  + t>  = 1 
mM  = — 15  — 16» 


—f"  4 -+  1 3 i 

+ 38+31* 

41 

— i 

4-  5 4-  7 * 

+ 29+11* 

0 

4-o 

+ 64-  * 

20  — 9» 

0 — *' 

— 3 

-4-10-4-14* 

+ 58  + 22* 

41 

41 

I . 

4-i  o 

+ 11+  8» 

+ 49+  2» 

+ i 

— i 

II  . 

0 —4 

+ 12+  2 i 

+ 40 — 18* 

+ 1-» 

4-2 

IV  . 

0 

+ 16  + 15» 

+ 78  + 13» 

+ 2 

— 0 

Q = 

— 5 

+ 17+  9» 

+69—  7» 

+1—.- 

4-2 

— 8 

+18+  3» 

+ 60—27* 

4-1  — » 

— 2 

Gut. 

Decident  — — 2 


I 


X 

X 

204 

20r, 

20jl 

20F 

e 

S 

F 

20£ 

20  rj 

20x 

20  X 

e 

4-i 

0 

6 

1 

— 9 

— 37 

— 1 

0 

— 1 

3 

2 

+ 13 

4-  9 

4-i* 

+1 

4 

4 

4-  4 

— 28 

— 1 

— 2 

6 

4 

426 

+ 18 

4-i 

4-2 

2 

7 

-M7 

— 19 

— 1 

— 3 

9 

6 

+ 39 

+ 27 

4-i 

4-2 

+1 

10 

5 

— 5 

— 65 

— 1 

4-i 

— 1 

2 

8 

+ 22 

+ 46 

4i 

4-2 

8 

8 1 

4-  8 

— 56 

4-1  1 

4-4 

— 3 1 (+  *) 


y 

X 

o£ 

9t) 

9* 

9F 

% 

X | 

F 

1 H 

9l) 

9* 

9 X 

0 

4i 

3 

2 

+ 131 

— 20 

4-i 

4-i| 

— 1 

1 

3 

4-7 

+ 17 

4-i 

4-2 

0 

3 

4-  6 

— 3 

— f 

4-2 

— 3 

4 

3 

4-i 

+ 14 

o ( — 0 I...+1(0)  0 


II 


III 


F 

e£ 

6x 

s y 

6 X 1 e 

x | 3£ 

3 y 

3 X 

3F 

— 1 

4- 1 

3 — [-  9 tu 

— 2 

-1  -.* 

4-1  ! 1 

— 2 

— 1 

— 6 + 9u) 

— 2 

4-2 

+ 6 + 9u> 

— 4 

— 2 | +1 

0{-l 


— I 


IV 


V 


X 

I2i) 

\tx 

1 2y 

12F 

* 

X 

4t) 

4 X , 

0 

41 

+ 20  + 20(0 

— 9 

— 37 

— 1* 

42 

4-' 

—1 

+ 4- 

— 2 0 tu  I 

4-i 

4-3 

-f-  24  + 20«o 

— 3 

— 39 

4-1* 

4-2 

4-5 

+ 28  + 20u» 

4-3 

— 41 

y 

6lj 

6*r 

6X 

6 F 

— 

1(0) 

0 

4-2 

+13 

4-9 

— 20 

4 F 
— 1 3 


4-« 


-H 


45 
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[8.] 

Wir  wollen  nunmebro  das  Resultat  von  I naher  betrachten.  Es  sind  vier 
Combinationen 

l“,  wenn  x und  X Ganze  sind.  Man  hat  hier 

ei  = —Bx  + bX 
tj  = — ylx-(-aX 
— — ax-\-dX 
eVz=  —Dx+aX 

Es  seien  y°  und  Y°  die  absolut  kleinsten  Reste  von  — ax-|-dX,  — Dx+aX 
nach  dem  Modulus  6 und  — Sy-f- y°,  f?  Y — 6 Y°  und  man  setze 

= — By°-\-bY°  y°=-\-au — bt 

et  = -V+ar  Y*=+Au—Bt 

so  werden  t,  u ganze  Zahlen  sein , nemlich 

— «-(-<»  ==  JJf(x+y<)_m(X+  Y'i)  * 
i(t+ui)  = Mi{y'-y)-mi(Y'-Y) 

und  man  hat  dann  « = — 1 , wenn 

t- (-M  gerade,  e,  y°,  Y°  positiv,  oder  wenn  zwei  oder  keine  Bedingung  gilt. 
sonat  « = +1 
Wir  setzen 

t-f-ui  = +9  wenn  y°  und  Y°  beide  positiv 

— 6 y"  und  Y°  beide  negativ 

+ 9'  y°  positiv  Y°  negativ 

— 9'  y°  negativ  y°  positiv 

jedem  durch  i — f— » theilbaren  9 entspricht  dann  ein  e = — 1 

jedem  durch  1— t theilbaren  0'  * = -f-1 

jedem  durch  1— (— s’  untheilbaren  9 » = +1 

jedem  durch  l-f-i  untheilbaren  9'  t — — 1 

insofern  6 positiv. 

Ffir  negative  6 ist  es  umgekehrt. 
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X 

/ 

y° 

f+u»' 

0 

6' 

0 

— 9 

+ 3 

0 — 3» 

0 + 3» 

H 

- 1 

+ 4 

— 8 

— 1 -f-  2» 

—1  + 2» 

H 

-2 

— 3 

+ > 

0 — » 

0 + » 

H 

-1 

— 5 

— 5 

— i — i 

+ « + •' 

- 

-2 

+ 8 

+ 4 

+ «+2» 

+ 1 + 2* 

2®,  wenn  y und  Y Ganze. 
x und  X,  and 


[«•] 

Ea  seien  hier  x',  X'  die  n&chsten  Ganzen  bei 


x — x' 


X — 


und  man  setzc 

6(t+u»)  = — Mx°  + mA®  = — = Mp' — mP' 

d.  L 

» = — ^4x°+a  A°  x®  = — bt-\-au 

Gu=  —Bx°+bX0  X°=  -Bt+Au 


Man  hat  dann 

t = — 1,  wenn  6 positiv,  x°  positi v,  X°  positiv,  l + u gerade 
etc. 


Wir  setzen 

(+«»  = +0  wenn  x®  und  A®  positiv 
= — 0 wenn  beide  negativ 
= +01  wenn  x®  positiv,  X°  negativ 
= — 0'  wenn  x°  negativ,  A®  positiv 


besser 

+r 

_r 

—o 

+9 


wo  filr  e dieselbe  Regel  gelten  wird  wie  oben 


Y 

y 

x® 

A" 

t + w» 

0 

01 

0 

— i 

— 7 

+ 9 

+ 1—3» 

— 1 + 3» 

— 2 

+ 6 

— 2 

0 + 2» 

0 -j-  2 • 

— 3 

— 1 

+ 7 

+ 1— » 

-l+» 

+ » 

— 1 

+ 2 

+ 6 

+ 1 

+ 1 

+ 1 
+1 
+ 1 
-H 


45* 
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Man  kann  uun  beweisen 

1)  Dans  alie  6,  die  aus  (1)  und  aus  (2)  hervorgegangen  sind,  unter  einander 
verschieden  sind.  Ihr  Complexus  hcisse  0. 

2)  Dass  alie  0 = T-\-Ui  die  Eigenschaft  haben,  dass 

— bT+aU 
—BT+AU 

positive  Zahlcn  kleiner  ais  f 6'  sind. 

3)  Dass  wenn  T,  U zwei  der  eben  genannten  Bedingung  unterworfene  ganze 
Zahlen  sind,  T+  Ui  sich  gewiss  in  0 findet. 

(wie  dcnn?  es  wird  auf  obige  Gleichung  ' gegrflndet.) 

4)  Auf  alinliche  Weise  verhalt  es  sich  mit  6',  deren  Complexus  0'  aus  denje- 
nigen  Zahlcn  T + Vi  bestchcn  wird , fiir  welche 

— bT+aV 
— ( — B T+A  V) 

positive  Zahlen  kleiner  ais  1 6. 


In  unserm  Falle  ist 


0 

t > 

0' 

t 11  0”  ! % 1!  0"  j 

+1 

+i ; 

o +* 

— 1 1 +2  » j +1  +1  ■ 

+!+• 

—i 

0 + 2» 

+ 1 ij  +3  — »1  — 1 II  +2  | 

+ 1+2» 

i+i 

0+3» 

-* 

— 1 + »' 

+ 1 ij 

-1+2.- 

— 1 

— 1+3» 

+ l' 

Hier  ist 


6 — — mM  -f-.m 
0’  — — • M — . m 
0"  = Afi-j-.w 

6“  = — .m 


Digitized  by  Google 


ZOB  THEORIE  DEB  B IQ C ADBAT18CHEN  RESTE.  V. 


367 


3*.  y und  X Ganze.  Es  seien  x,  Y'  die  nachsten  Ganzen  bei  x und  y,  und 

*+y*  —P.  X+Yi  = P',  p—p  = £,  p-p-=Z 
und  man  setze 

i(t+ ui)  = Mp' — mP'  = + d.  i. 

at  = — Bx0-\-aY0  so  ist  x°  = — bt-\-au 
au  — +^-r0+61,<’  E0  = +At  + Bu 


Man  hat  dann 


t = — 1,  wenn  a positiv,  aP  positiv,  y®  positiv,  f-(-u 

gerade  etc. 

Wir  setzen 

1 

besser 

/-(-ui  =.  -f-9”  wenn  x°  positiv,  y°  positiv 

= +8”  wenn  xP  positiv,  Y°  negativ 

— r 

— 6”  wenn  xP  negativ,  y®  negativ 

— V 

— 6”  wenn  xP  negativ,  y°  positiv 

+ 6“ 

Es  wird  also  fiir  jedes  9"  . . . c = — 1 

6"  ...  e = -f-l 

insofern  6’  oder  6"  durch  1 + i theilbar  und  a positiv. 


y 1 

X 

xP 

y» 

! /-(-ui 

6" 

G~ 

0 

+ 1 

+ 4 

— 2 

+ 2 

+ 2 

+1 1 

+ 2 

— 3 

— 3 

-3  + i! 

+ 3 -i 

[**-] 

4te  Classe  x und  Y Ganze.  Nach  ahnlichen  Praemissen  wie  in  3 setze  man 

— (*+«»)  = Mp—mP'  = — +=£-*  = -*!£+*£ 

at  — — Bya — aX°  y°  — — bt  -f  au 

au  = +Ay°—bX°  X0  — — At—Bu 

Man  hat  dann 

t = +1  wenn  a positiv,  y°  positiv,  -Y0  positiv,  /-j-u  geradc  etc. 


Digitized  by  Google 


358 


KACHLA8S. 


Wir  setzcn 

f-f-u»  = -f-8’  wenn  y"  positiv  X*  negativ 
-f-8"  wenn  y°  positiv  X°  positiv 

— 8"  wenn  y°  negativ  X°  positiv 

— 6”  wenn  y"  negativ  A°  negativ 

fflr  e gilt  dann  die  Regei,  dass  (wie  oben  in  3) , insofem  a positiv 

_ . . itheilbare  0" 

c = — 1 far  jcdes  durch  1+t  I , ... 

J ‘untheilbare  0’ 

itheilbare  8” 

t — +1  ftlr  j edes  durch  1 — i 1 , ...  .. 

> untheilbare  8 


X 

Y 

y 

X » 

<4-tti 

0’ 

0" 

+ 1 

— 1 

— 2 

— 1 i 

— 1 

+1 

+ 2 

— 3 

+ 1 

— 4 

-+-2  -i 

4-2  -» 

Der  Complexus  aller  8*  aus  3 und  4,  den  wir  durch  0’  bezeichnen,  besteht  also 
aus  allen  Zahlen  T-\-Ui,  wofilr 

— 8 r qTJ  \ , , . . . 

und  + A T+BU?  P081UV  Und  klemer  * *a 

der  Complexus  aller  6" . . . (0")  aus  denen,  wo 

-bT+aUi  .... 

. _ tt/  positiv  und  klemer  ais  $ o 
— AI  — H U i 


[12.] 

Nach  obiger  Verbesserung  heisst  also  die  Rcgel  so. 

Es  enthalte 

0 alie  Zahlen  T-\-Ui,  wo  +5  T — a U positiv  — B T-\-AU  positiv  und 

0'  allc  Zahlen  wo  — bT-\-aU  positiv  4~  A T-\-BXJ  positiv  und  < + 

0”  alie  Zahlen  T-\-Ui,  wo  — bT-\-aU  positiv  — BT-\-AU  positiv  und  <46 

0"  alie  Zahlen  T-\-Ui,  wo  -\-bT — aU  positiv  -}-  A T-\-BU  positiv  und 

insofem  resp.  6 oder  a positiv. 
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Far  alio  dnrch 
1 — f-  i thcilbaren 

e 

0' 

6' 


ist  darui 

e = 

-H 

— i 
—l 

+i 


wenn 

6 positiv 
a positiv 
6 positiv 
a positiv 


8 

8’ 

, 8"  § 

0 — i 

— 1 

+ 2 — 1 

+» 

+ 1 

+i 

0 — 2i 

+ 1 

+ 3 — i 

—i 

+»  + «' 

—i 

0—  3« 

— 1 

+H-2* 

+i 

+ »— » 

+ 1 

+ 1 — 2 * 

-1 

«" 


8“ 

t — l 
2 +1 
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NACHI.A8S. 


Hicraus  fliesst  folgende  Regel. 


[13.] 

Es  sei  das  Resultat  aus  den  Vorschriften 


So  ist 


II  ...  G,  III  . . .g.  YV  ...  H,  V ...  h 

40  = R = 0 

40'  = — g+  G — h — H+K 
4 0*  = — 2y  + 2 G -fJT 

40"=—  g + G + h + H+R" 


In  unserm  Beispiele  ist 

G—  0,  g = —\,  77  = — I,  A = -f-2,  27=0,  JT=4-2,  JT=— 2 
40  = 0,  40'  = 4-l  — 14-0  = 0,  40"=  4-24-2  = 4-4,  4 0"=  4-14-1— 2 = 0 

und  die  Correctionen  R,  R etc.  werden  so  bestimmt : Es  ist 

— (6)4-7(a6)4-7(a6a6A7?) 

+ [G)  — t{aG)—i{a6abAB) 

+ t(b)  + i[B) 

4- (a)  — 7 (a  6)  4-7  (a  fiat  AB) 

-±{b)-b{A) 

0 

-*(«)++(*) 

4-  (fi)  4"  7 fi)  “I-  7 (cc  fiat  42?) 

-t(b)+UB) 

j+(fi)+*(«fi)  + i(«fi<»M2?) 

-Ub)+i(B) 

— (a)—  7(afi)4-7{afia6^1R) 

-7(i)4-l(^) 

0 

+7(0)  + 4(-B) 

wo  die  in  Paranthcsc  stchcnden  OrOsseu  bloss  die  Zeichen  hergeben. 
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Es  ist  also 

R + K+I{'-\-ir=  -2[a^abAB)  — 2(6)  + 2(B)  + 2(6) 

folglich 

B+e'+H”+e"’=-y+6+  + (a6oMB)+K6)-+(»)+l(B) 
— — g -+- G-\-S 


b 

+ 

+ 

1 

— 

+ 

J 

— 

— 

— 

A 

R 

a 

6 

S 

nr 

6 

a 

e 

s 

s 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 1 

— 

+ 

+ « 

— 

— 

+i 

+ 

— 

+i 

+ 

— 

— t 

+ 

+ 

0 

— 

+ 

+• 

— 

0 

— 

+ 

+ 

— 

0 

| + 

+ 

+t 

— 

+ 

+2 

— 

— 

+i 

— 

— 

-* 

+ 

— 

— 1 

+ 

+ 

+ 1 

— 

+ 

+ i 

— 

— 

— 

— 

— i 

+ 

— 

-1 

+ 

+ 

+ 1 

— 

+ 

+ ' 

— 

+ 

— l 

— 

— 

— ? 

+ 

— 

+ 

+ 

0 

+ 

— 

— 

+ 

0 

— 

— 

—1 

+ 

— 

0 

+ 

+ 

+1 

+ 

+ 

— 1 

— 

+ 

— 1 

— 

— 

— 1 

+ 

— 

— 1 

[u.] 

Hiemacli  bekommt  mm  die  crste  Rcgcl  folgende  Gestalt: 

4 Dec.  = I.  — lSe  von  denen,  wo  y ganz,  [x]  gerade 

II.  -f-  4 il  e von  denen,  wo  [xj  gerade,  [jf]  ungerade 

III.  — Se  von  allcn 

IV.  +4-e  von  denen,  wo  nicht  zugleich  [x]  und  [jf]  gerade 

+ Q+S 

In  unserm  Beispiel 

I 0 

II —4 

III  +1 

IV  o 

Q -5 

S o 

— 8 

Man  denke  sicli  nun  in  III  diejenigen  besonders  bemerkt,  wo  y ganz,  [x]  gerade, 
so  ist 

46 
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NACni-ARS. 


III.  Se  von  allen 

— 4 2 e der  besondcren 


— Intcnsor  (J-  — u>'m  — Intcns.  u>m  = — W 


Hier  ist 


a b 
+ + 


— 2 0 
+ 2 0 
+ 3 + 1 


m — I m —1 
2 2 
par  impar 


Also 

4 Decident  =1.  — 4 S e y ganz , [i]  gerade 

II.  +4 Se  [ar]  gerade,  [_yl  ungerade 
IIT.  — 4 Se  y ganz,  [*]  gerade 
IV.  -f-  4 S t alie  wo  nicht  zugleich  [a;],  [jf]  gerade 

+ Q + S+  W 


a b 
+ + 


- + 


Tabelle  fur  t[Q+S+  W) 


A B a 6 i 

ab  AB 

+ + + + 
+ - 

0 0 

— 1 0 

--  + + 

-+  +- 

— 1—1 
— 1—1 

- + 

— + 

— 2—1 
— 1 — t 



+ + 

+ + 

— 1 0 [i 

— i o 1; 

+ - 

H — h b 

+ + 

0 0 ! 
0 0 

+ - + + 

-+  + + 
+ - 

— 1 — 1 
— 1—1 

+ - 

— 2 —1 
— 2 —1 
— 1 0 

— 1 0 

1 +" 

+ 

1 

1 1 

+ 1 

« 6 

0 

- + 

-H 

— + 

0 

+ + 

0 

0 

+ - 

— 1 

+ - 

0 



0 

+ - 

+1 

— 

0 

+1 

— + 

0 

- + 

+1 

+ + 

0 

+ + 

+1 

4-  - 

0 

0 

0 

— 1 
— t 

— I 

— 1 
o 
0 

+‘ 

0 

0 

— 1 

o 

— i 
-f-i 
0 
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, . [ty] 

Die  zweite  Methode  ist  folgendc: 

Decident  = I.  -)-  £t , wo  Y ganz'  [AI  gerade 

— 4 Ut,  unterdiesen,  wo  nocli  p ganz,  [x]  gerade 

II.  4*  2Xt,  wo  Y ganz,  [A]  gerade;  X ist  der  Intensor  von  p 

II.  — 2X'*,  wo  X ganz,  [ Y]  ungerade 

X'  der  Intensor  von  ip  = 1 , 2,  3,  0 

• wenn  X = 0,  1,  2,  3 

IV.  -j-  2Xe.  wo  1'  ganz,  [A]  gerade,  X der  Intensor  von  p 

IV.  -)-  2X'e,  wo  A ganz,  [V]  gerade 

X'  der  Intensor  von  in — ip  = 0 3 2 1 

wenn  Int.  p =0123 

+ q 

Hier  ist  q = 0,  wenn  ——  ungerade  i.  e.  nur  durch  1 — f- s,  nicht  durch  2 theil- 
bar,  und  nicht  zugleich  ,47? -| , hingegen  Obrigens 


A B 

Int.  4-(m*  — (op.) 

a 6 

H — h 

+ 3 4- 1 

a 1? 
- + 
4-3  4-1 

a 6 

4-o  4-2 

- + 

0 

0 

0 

0 

— 

— Int.  4 (m-f-«op)  | 

— 0 —2 

— 0 —2 

— 3 —1 

+ - 

— Int.  uip 

— 0 

— t 

— 2 

wo  doppelte  Zahlen  stehen , gilt  die  erste  fCir  gerade  1 , die  andere  filr  un- 
gerade. 


In  unserm  Beispiele : I.  y 

1 Y 

20x 

20  Y 1 i 

+ 3 

0 

0 

— i 

— 2 

4-13 
"I™  26  j 

4-  9,4-1* 
4-1814-1  

— 4 

— 1 

4-i 

— 1 

4-46  1 4-1  Dec.  = 
+ 3(+l) 

— 2 

11.  desunt. 

IV.  X 

1 2 j? 

1 12y  I2F 

1 * 

|X| 

X' 

0 

-4—20  -j-20tu  j 

-9  ! —37 

2 

2 

+ 1 

-4-24  -f-  20  co 

1—31  — 39  ! 

! +i 

i 3 ! 

1 

+ 2 

4-28  -4”  20  u>  i 

4-3  1—41 

i —i 

0 

0 1 

46* 
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HACHLAS*. 


Was  aus  II  genommen  ist,  vereinigt  sich  in  folgendcs  Resultat 

II.  — 2e,  wo  F ganz,  [X]  gerade 

-1-4  Ss  von  eben  diesen , wenn  zugleich  [*]  gerade,  [y]  ungerade 
II.  + SX't,  wo  Y ganz,  [X]  gerade 

— £X'g,  wo  X ganz,  [FI  ungerade,  X'  der  Intensor  von  ip 

Die  beiden  letzten  Theile  vereinigen  sich  wiederum  in 

III.  -1-  Xe,  wo  [X]  gerade,  [F]  ungerade 

— 4£t,  wenn  zugleich  x eme  Ganze,  [y’|  ungerade 

+r+* 

» i+_l" 

wo  r = 0 . wenn  AB | — 

und  r = lnt. u>mi,  wenn  AB  . . -f-  — 

s=  — lnt.  {I  — <o)»n»,  wenn  gerade  und  B positiv,  in  allen  andern 

Falle  n = 0 

In  unserm  Beispiele 

III.  Fallt  aus.  r = 0 , s = 0 

Was  aus  IV  genommen  ist,  vereinigt  sich  in  folgende  Resultate 

IV.  + 42e,  wo  1'  ganz,  [X]  gerade  und  nicht  zugleich  [*j  gerade,  [y]  gerade 
— £X'e,  wo  F ganz.  [X]  gerade 
-f-2!X'e,  wo  X ganz,  [FI  gerade 
wo  X'  lnt.  von  im  — ip 

Die  zwei  letzten  Theile  vereinigen  sich  wiederum  zu 

V.  -(-  Se,  wo  nicht  zugleich  [X]  und  [F]  gerade 
— 4 S e,  wo  zugleich  x eine  Ganze,  [jr]  gerade 

Hier  ist  ic  = 0,  wenn  gerade  und  A positiv;  in  allen  ubrigen  Fiillen 
= — Intensor  (*»  + o>)m 
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In  unserra  Beispiele 


V. 


9 

0 


6X  , 6Y  j e 
-f*  1 3 -f"  9 | — 20  i — (—  I 

itf  = — 2 


Tafel  fiir  q,  r,  s,  ir  und  deren  Summe. 


AB 

SI- 

1 

m— 

-t 

M- 

-1 

V— 

1 

rn 

1 

M i 

■ - K" 

~~2 

ger. 

2 

Ullg.  — 

-*er. 

2 

- ger. 

®" 

2 

ung. 

i~ 

— 

ung. 

+ + 

+ + + + 

+ } 

0 

o 

o 

+ 3 

O 

o 

o 

o o 

+ » 

o — 

2 

o 

— I 

o 

o 

O — 2 

4 

+ - 

0 

o 

o 

o 

O 

O 

o 

o 

o o 

+ 1 

o — 

2 

o 

o 

o 

o 

0—2 

— 2 

- + + - 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o o 

o 

0 — 

2 

— 

2 

— 4 

o 

o 

O — 2 

2 

— — 

° 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o o 

o 

o — 

2 

— 

2 

— 4 

o 

o 

O — 2 

— 2 

— 

— 

-J 

o 

o 

o 

— 3 

o 

o 

o 

o o 

— I 

o 

o 

— 

2 

- 3 

o 

o 

O — 2 

— 2 

- + 

O 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o o 

— 2 

o 

o 

— 

2 

— 4 

o 

o 

o — 2 

1 

+ - 

- + 

-I  + I 

o 

o 

o 

— I 

+ > 

o 

o o 

— X 

+ * 

o 

o 

o 

— X + 

I 

0-2 

— 2 

+ + 

o+  I 

o 

o 

+ 1 

o 

+ « 

o 

o + r 

o 

+ « 

o 

o 

+ ■ 

o + 

1 

O — 2 

— I 



+ 

+ + 

— + 

+ 1 

o 

0 

o 

+ 3 

o 

o 

o — 

I — I 

-f  I 

o — 

2 

o 

— 1 

o 

o 

O — J 

— 3 

+ 4- 

+ J 

o 

o 

o 

+ 3 

o 

o 

o — 

I — I 

4-  * 

o — 

2 

o 

— * 

o 

o 

o — s 

— 3 

- + 

+ + 

o 

o 

o — 

I 

— i 

o 

o 

o — 

I — I 

o 

o — 

2 

— 

3 

— 5 

o 

o 

o — 3 

— 3 

+ - 

o 

o 

o — 

I 

— i 

o 

o 

o 

I — I 

o 

o — 

2 

— 

3 

— J 

o 

o 

o — 3 

— 3 

— 

+ - 

— 3 

o 

o — 

I 

— 4 

o 

o 

o — 

I — 1 

— X 

o 

o 

— 

3 

— 4 

o 

o 

0—3 

— 3 

— 

— 3 

o 

o — 

t 

— 4 

o 

o 

o — 

I — X 

— I 

o 

o 

— 

3 

— 4 

o 

o 

o — 3 

— 3 

+ — 



2 

+ 1 

o 

o 

0 

— 2 

+ 1 

o — 

1 — X 

— i 

+ 1 

o 

o 

o 

-1  + 

2 

o — 3 

— 3 

- + 

-i 

+ » 

o 

o 

+ i 

— I 

+ » 

o — 

I o 

— I 

+ 1 

o 

o 

+ 1 

-I  + 

2 

o — 3 

— 2 

— 

— 

+ + 

— 

O 

o — 

I 

o 

— I 

o 

o 

o — 

I — I 

+ 1 

o — 

3 

o 

— I 

o 

o 

o — 3 

— 3 

- + 

+ 3 

o — 

■ 

o 

+ i 

o 

o 

o — 

I — I 

+ 1 

o — 

3 

o 

— 2 

o 

o 

0—3 

- 3 

- + 

+ 

O 

o — 

I — 

I 

— 2 

o 

o 

o — 

I — I 

o 

o — 

3 

— 

3 

— 6 

o 

o 

o — 3 

— 3 

+ + 

o 

o — 

1 — 

I 

— 2 

o 

o 

o — 

I — I 

o 

0 — 

3 

— 

3 

— 6 

o 

o 
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o 

o 

o 
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— 

— 2 

+ 1 

o 

o 

+ ! 

-1  + 3 
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I o 
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o 

o 

+ > 
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o — 3 

— 2 

+ 

— 

+ + 

+ — 

O 

o — 

I 

o 
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o 

o 

o 
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3 

o 

— I 

o 

o 

O — 2 

— S 

— — 

O 

o — 

I 

o 

— I 

o 

o 

o 

o o 

+ 1 

o — 

3 

o 

— I 
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I 

o 

1 

o 
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o 
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3 

— 

2 
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o 

o 
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o 
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I 

0 
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o 

o 

o 
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3 
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o 

o 
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o 

o 

o 

o 

O 

o 

o 

O — 2 

— 2 

+ - 
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o 

o 

0 

— 3 

— 3 

o 

o 

0-3 

— 3 

o 

o 

o 

— 3 

— 3 

o 

O — 2 

— 5 
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• [16.] 

Es  ist  folglich 

Dee.  1*  — Dee.  - = 

jV  m 

I.  — 4 S e,  wo  y,  F ganz,  [x],  [X]  gerade 

II.  +4 Se,  Y ganz,  [X]  gerade,  [x]  gerade,  [y]  nngerade 

III.  — 4 Se,  x ganz,  [X]  gerade,  [F]  ungerade,  [y]  ungerade 

IV.  -J-4 Se,  Y ganz,  [X]  gerade,  und  nicht  zugleich  [x],  [y]  gerade 

V.  — 4Se,  x ganz,  [y]  gerade  und  nicht  zugleich  [X],  [F]  gerade 

+* 

Hier  ist  in  folgender  Tabclle  dargestellt 


ab  AB  ad 


-+  +- 
1 


— h 

h 

_j + + 


— b H 

1 — 


H 

H b 


* 

| a b 

.4  B 

a 6 

4 

+ 4 

0 

0 — 2 

+ + 

— 

0 

0 

0 

— 2 

0 

0 

0 —2 

+ + 

— h 

+ 4 

0 

0 

— 2 

0 

— 4 

0 — 2 

b 

h 

0 

— 4 

0 

— 2 

0 

— 4 

0 — 2 

- + 

+ + 

0 

— 4 

0 

— 2 

— 4 

— 4 

0 — 2 

4"  + 

0 

— 4 

0 

— 2 

0 

— 4 

0 —2 

T—  

H — 

— 4 

— 4 

0 

— 2 

0 

0 

0 —2 

-i 

H — 

0 

0 

0 

— 2 

0 

0 

0 — 2 

H — 

— 

0 

0 

0 

— 2 

1 + 4 

0 

0 —2  j 

+ + 

H — 

0 

0 

0 

— 2 

+ 4 

0 

0 —2  ' 

+ + 

— 

0 

• 

0 

— 2 

0 

— 4 

0 — 2 | 

— h 

— 

0 

— 4 

0 

— 2 

0 

— 4 

0 2 

- + 

— h 

0 

— 4 

0 

— 2 

— 4 

— 4 

0 — 2 j 

— h 

0 

— 4 

0 

— 2 

1 — 4 

— 4 

0 2 

— 

+ + 

0 

— 4 

0 

— 2 

0 

0 

0 —2 

H 

4- + 

0 

0 

0 

— 2 

0 

0 

0 — 2 j 

H 

H — 

— 4 

— 4 

— 4 

— G 

Hier  gelten  die  ersteu  beiden  Columnen  fflr  j-(M  — I)  gerade 

letzten  beiden  fdr  f(Jf — 1)  ungerade 

die  erste  und  dritte  fdr  j (m  — 1 ] gerade 

zweite  und  vierte  fttr  {(m  — 1)  ungerade 
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[«7.] 

Die  128  Falle,  welchc  in  obiger  Tafel  bei  der  Bestimmung  von  t|i  unter- 
schiedcn  sind , lasscn  sich  viel  kflr/er  auf  folgende  Weise  umfassen : 

1 

k — — 4 , wenn  zugleich  a,  A,  a,  b,  B,  6 die  Zcichen  -| — | — | 

haben,  sonst  immer 

k = 0 


| (M  — 1 ) gerade  | («i  — l ) gerade 

f {M  — 1 ) gerade  } (m — 1 ) ungerade 

■j-fjf — 1)  ungerade  i(nt — 1)  gerade 
i(M — 1)  ungerade  f 'm — 1)  ungerade 


/ = + 4,  wenn  A Ii  (i  positiv 
— 4,  wenn  ABG  necati v 
0 in  allen  flbrigen  Fallen 
l = — 4,  wenn  A negati v 
0,  wenn  A positiv 

/=  0 


l = — 2 


Zu  versuchen  ist  noch,  ob  es  vortheilhafter  ist,  A und  a positiv,  dagegen 
aber  m=  1,  M ~ 1 nur  nach  mod.  2 (nicht  naeh  Modulus  2 + 2«)  zu  nehmen. 
Das  £ndresultat  muss  werden 


Dec,  Dec.  * = 

M m 


1 

«1  = 1 

1 

M 

[l+2l| 

1 3 

i. 

3 + 2» 

1 

' o 

0~ 

0 

0 

1+2» 

0 

2 

2 

0 

3 

0 

2 

0 

2 

3 + 2 i 

0 

0 

2 

2 

Alles  nach  Mod.  4. 
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[VI.] 

THEORIE  DER  BIQUADRATISCHEN  RESTE. 


t. 

Eine  Reihe  ganzer  complexer  /ahlen  y,  y,  y"  u.  s.  w.  sei  so  beschaffen,  dass 
erstlich  sie  unter  einander  alie  incongruent  sind  nach  dem  Modulus  p ==  a 6 i, 
a und  6 ganze  reelle  /ahlen  bezeichnend,  zweitens  dass  jede  ganze  complexe  Zalil 
eiuer  von  jenen  nach  dein  Modulus  p congruent  ist  Unter  dieser  Voraussetzung 
heisst  der  Inbegriff  der  /ahlen  y,  y',  y"u.  s.  w.  cin  vollstfindiges  Rcstsystem  fOr 
dcn  Modulus  p.  Es  ist  bewiesen , dass  die  Anzahl  der  darin  begriffenen  /ahlen 
der  Norm  von  p,  d.  i.  der  /ahl  era-)- 66  gleich  ist,  welche  mit  v bezeichnet 
werden  soli. 

2. 

Unter  den  /ahlen  y,  y’,  y"  u.  s.  w ist  Eine  durch  p theilbare;  wird  dieselbe 
ausgesclilossen  und  der  Inbegriff  der  iibrigen  mit  / bezeichnet,  so  bildet  / ein 
vollstfindiges  System  der  durch  den  Modulus  untheilbaren  Reste,  deren  Anzahl 
= v — 1.  Beschrfinken  wir  die  Untersuchung  auf  ungerade  Modulen,  so  ist  v — I 
durch  4 theilbar.  Es  werden  dann  ferner  f,  if,  — f,  — if  unter  sich  incon- 
gruent sein,  folglich  diejenigen /ahlen  in  / , welche  resp.  denen  if,  — f,  — if 
congruent  sind,  unter  sich  und  von  f verschieden.  (Associirte  und  zusammenge- 
setzte  /ahlen.) 

Hieraus  ergibt  sich  eine  /erlegung  von  / in  vier  Gruppen  oder  partiellc 
Systeme  x,  x',  x",  x'".  Man  setzt  eine  beliebige  Zahl  aus  /,  z.  B.  y in  die  Gruppe 
x,  und  die  drei  den /ahlen  if, — ty. — ty  congruenten  Glieder  von  y,  der  Reihe 
nach  in  die  Gruppen  x',  x”.  x”.  Nachdem  diese  vier  /ahlen  aus  •/  gestrichen  sind, 
setzt  man  eine  beliebige  der  Qbrigen  wieder  in  x,  und  die  drei  auf  ahnlichc  Art 
davon  abhiingigen  in  x',  x".  x".  So  flihrt  man  fort , bis  das  ganze  System  y ver- 
theilt  ist.  Die  Gruppen  x,  x',  x”.  x"  sollcn  zusamraengehorige  Viertelsysteme 
heissen.  Es  ist  klar,  dass  sie  folgende  Eigenschaften  liaben: 
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1)  Jetles  Viertelsystem  besteht  aus  | (v — 1)  = J (aa-\-  66 — 1)  Zahlen. 

2)  Das  Charakteristischc  eines  Viertelsystems  ist , dass  keine  der  darin  be- 
findlichen  Zahlen  wedcr  selbst,  noch  ihr  Product  in  »,  — 1,  oder  — i, 
einer  andern  aus  demselben  Viertelsystem  congruent  ist,  jede  durch  p 
nicht  theilbare  Zalil  aber,  entweder  selbst  oder  ihr  Product  durch  i.  — 1, 
oder  — » sich  darin  findet , oder  einer  daraus  congruent  ist. 

3)  So  wie  aus  der  Multiplication  der  Zahlen  in  x mit  i,  — 1 und  — i,  resp. 
die  Zahlen  in  x',  x",  *“  cntstchcn . oder  ihnen  congruente , so  reprodu- 
cirt  die  Multiplication  der  Zahlen  in  x',  mit  jenen  Faetoren , resp.  die 
Zahlen  in  x",  x'”,  x;  die  Multiplication  der  Zahlen  x"  reproducirt  auf 
alinliche  Wcise  die  Zahlen  x”.  x,  x';  endlich  die  Multiplication  der  Zah- 
len x"  reproducirt  x,  x',  x".  Kflrzc  halber  kann  diese  gegenseitige  Ab- 
hiingigkeit  der  vier  Viertelsysteme  so  ausgedrfickt  wcrden  x'  = »x. 
x"  = — x = ix',  x"  = ix”  = — x’  = — ix. 

3. 

Wenn  m eine  complexe  ganze  Zalil  bedeutet,  die  mit  g keinen  gcmcin- 
schaftlichen  Divisor  hat,  und  die  sammtliclien  Zahlen  eines  Viertelsystems  x mit 
m multiplieirt  werden , so  bilden  die  Producte , oder  beliebige  ihnen  congruente 
Zahlen  ihrerseits  auch  ein  Viertel&ystem;  und  ebenso  entstehen  durch  Multipli- 
cation der  Zahlen  der  Systeme  x'.  x",  x”  noch  drei  Viertelsysteme,  die  mit  jenem 
zusammengeh8ren  werden.  Der  Bcweis  ist  leiclit  zu  fiihren.  Diese  vier  neuen 
Systeme  mSgen  mit  mx,  wx'.  mx",  mx”  bezcichnet  werden,  gleichviel,  ob  die  Pro- 
ducte selbst  oder  nur  ihnen  congruente  Zahlen  gewahlt  werden.  Im  letztem  Fall 
kann  dies  so  gcschehen,  dass  man  immer  nur  solchc  wahlt,  die  sich  in  einem  der 
Systeme  x,  x’,  x",  x"  befinden.  Auf  diese  Art  ist  also  das  System  y , wenigstens 
allgemein  zu  reden,  auf  zwei  verschiedcnc  Arten  iu  Viertelsysteme  zerlegt.  Neh- 
men  wir  an , dass  m x gemeinschaftlich  hat 

mit  x X Zahlen 

x' X'  Zahlen 

x” X"  Zahlen 

x" X"’  Zahlen 

so  wird  auch  x'  mit  mx',  x"  mit  mx”,  x"  mit  mx"  gemcin  haben  X Glieder; 
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x"  mit  mx,  x~  mit  mx",  x mit  mx",  X'  Glieder  u.s.w.  Es  sei  e der  kleinste  Rest 
von  X'-f- 2 X"-{- 3 X"  nach  dem  Modulus  4,  oder  s eine  der  vier  Zalilen  0,  t,  2,  3, 
je  nachdcm  X'— j—  2 X"-(- 3 X”  von  der  Form  4 n,  4n+l.  4»  + 2,  4«-|-3  ist.  Ich 
behaupte  nun , dass  e von  der  Anordnung  des  Vicrtclsystems  x unabhiingig  ist. 

l’m  die  BeweisfOhrung  zu  erleiclitcrn,  bediene  ich  mich  folgender  Bezeich- 
nung.  Ili  soli  die  Zahl  0,  I.  2.  3 bezeichnen,  je  nachdem  die  durch  p niclit 
theilbare  Zahl  tj/  sich  (selbst  oder  durch  Congrueuz  Rcpriiscntation)  in  der  Gruppe 
x.  x',  x",  x”  befindet.  Von  selbst  liat  man  daher  die  Folge 

I.  N(*^)  = l-J-lI^(mod.  4) 

II.  Die  Zahl  findet  sich,  entweder  selbst  oder  durch  Congruenz 

Reprfisentation  in  der  Gruppe  x. 

III.  2£ll»i'f  ~ «,  (mod.  4),  wenn  die  Sumnmtion  tiber  alio  in  x befindliche 
Glieder  f erstreckt  wird. 

Es  sei  nun  k cin  anderes  Viertelsystem,  bestehend  aus  f,  f , f"  u.  s.  w.. 
wiihrend  x aus  f.  9',  f"  u.  s.  w.  besteht.  Ich  setze  voraus,  was  erlaubt  ist,  da  die 
Ordnung  der  Glieder  in  x willkOrlich . dass  f mit  9 idcntisch  oder  zusammen- 
hiingend  ist,  /'  mit  tp’,  f"  mit  1?"  u.  s.  ft.  Die  mit  k zusamraenhungenden  Vier- 
telsgruppen  seien  k'{=ik),  k"(= — k),  km(= — ik).  Es  habe  ferner  die  < lia- 
raktcristik  1’  in  Bezieliung  auf  die  Grnppen  k.  k',  k",  k'"  dicselbe  Bedeutung  wie 
II  in  Bczichung  auf  x,  x',  x",  x",  so  dass  l‘{i  = 0,  1,  2.  3,  je  nachdcm  zu 
k.  k'.  k".  k " gehort. 

Es  wird  demnach,  wenn  man  von  der  Vertheilung  der  y in  die  Viertelsy- 
steme  k,  k\  k",  k'"  anstatt  von  x,  x',  x",  x"  ausgeht,  an  die  Stelle  von  s treten 
der  kleinste  Rest  von  P/»/-F  Pw/ ""u.s.w.  u.s.w.  oder  von  i!  Pm/- 

nach  dem  Modulus  4 und  es  handelt  sich , zu  beweisen , dass  2Pm/-VI|  m f 
durch  4 thcilbar  ist. 

Wir  schrcibcn  diesc  Grosse  so 

Pm f -|-Pm/ P« f”-\-  u.  s.  w. 

■ — Pwtp — — Pnrf" — Pnty* — 

-f-  P m y -f- P #»  'i + I ’ >»  9"  -f- 1 ’ *»  'f ”+ 

— Ilmtp  — llwrf’ — II  m-f“ — 1 1 m tf — 

Da  der  Voraussctzung  nach  f und  ^ congruent  sind  oder  zusammeugehoren,  so 
gilt  dasselbe  auch  von  mf  und  si  und  man  liat 
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woraus  leicht  folgt  Ymf — Pmsp  = — P<f  (mod.  4)  und  das  Aggregat  der  bcidcn 
obersten  lleihen  = — 2P<p.  Da  nun  ferner  Ymf — = P{i-ll'"'/«^}  ist. 

,lm?  zu  x gehbrt  nnd  der  Inbegriff  aller  mf.i~ IIn'T  ohne  Rflck&icht  auf 
die  Ordnung  mit  allen  tp  (ibereinkoiumt,  so  wird  das  Aggregat  aller  P(»ip.«— llul?) 
aequal  sein  dem  Aggregat  aller  P'f ; folglich  das  Aggregat  der  dritten  und  vier- 
ten  Heihe  = iiPcp  (mod.  4),  also  das  Aggregat  aller  vier  Iteiben  = 0 (mod.  4) 
W.  Z.  B.  W. 

Da  also  t.  unabhangig  von  der  Wahl  der  Vriertelsysteme  bloss  von  tn  und  p 
abiiangt.  so  werden  wir  t den  Character  der  Zahl  m in  Beziehung  auf  den  Mo- 
dulus (i  nennen  und  mit  Ch.  m (mod.  p)  bezeichnen.  Man  sieht  leicht.  dass 
dies  nur  eine  Generalisirung  derjenigen  Definition  ist,  die  {Art.  . . .)  fflr  den  Fall, 
wo  (i  eine  Priinzahl  ist,  gegeben  ist,  oder  sie  unter  sich  begrcift. 


4. 

Ich  gehe  jetzt  zu  bestimmten  Anordnungen  der  Viertelsysteme  flber,  und 
werde  den  mit  m zu  bezeiclinenden  Modulus  — ea~{-ebi  setzen,  so  dass  dic  po- 
sitive ganze  Zahl  e den  grOssten  rccllcn  Divisor,  oder  den  grossten  Divisor,  wel- 
chen  die  beiden  Bestandthcilc  von  m haben,  bedeutet,  oder  a,  b Primzahlen 
unter  sich.  Das  am  cinfachsten  angeordnete  Viertelsystem  wird  das  sein,  des- 
sen  Glieder  r -f- iy  so  beschaffen  sind,  dass  a r -)- by  positiv  und  kleiner  ais 
ie{aa-\-bb).  ay — bx  uicht  negativ,  und  gleichfalls  kleiner  ais  f e(aa-\-bb) 
wird;  die  letzterc  Bcdingung  wird  gedissentlich  so  ausgedrflckt,  dass  auch  die 
Falle,  wo  ay  — 6 x =.  0 wird , darunter  begriffen  sind.  Man  sieht  leicht,  dass 
solcher  Ffille  zusammen  J (e  — 1)  sein  werden,  nemlich 

x = a , y — b 

x — Ia,  y = 26 

x = 3a,  y = 3A 

u.  s.  w.  bis 

•*=*(*— *)«•  ^—1  {<—')* 

also  gar  keine.  wenn  die  Bestandtlieile  von  m keinen  gemeiuschaftlichcn  Divisor 
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haben.  Xennen  wir  dieses  Viertelsystem  k,  und  k\  k",  k " diejenigcn , welche 
entstehen,  indcm  man  die  zu  k gehorigen  Zahlen  mit  i, — 1, — i multiplicirt. 
oder  man  mag  auch  setzcn 

k'  = m-\-ik,  k = (l-J-i)m  — k,  km  = im — ik 


Auf  diese  Art  eriialt  man  folgende  Rcgel,  um  zu  beurtheilen , ob  eine  beliebigc 
vorgegebene  dnrch  m niclit  theilbare  ganze  Zahl  ’</  congruent  sei  einem 
Gliedc  von  k.  k\  k"  oder  k’",  nemlich  indem  man  kann  2 (ox-)-  4yj  in  die  Form 
Pe{aa-\-bb)-\-  Q,  2 [ay — bx)  in  die  Form  Re{aa-\-bb) -f- S bringen,  so  dass 
P,  Q,  R,  S ganze  reelle  Zahlen  und  zwar 


wenn  j:  iy  congruent  iat  einer  Zahl  aus 

km 
gcrade 
uugerade 
nicht  negativ 
positiv 
I positiv 
positiv 

Man  erleichtert  sicli  die  Febersiclit,  wenn  man  die  Falle,  wo  kcine  der  Zah- 
len ax-\-by,  ay  — bx  durch  e(aa-\-bb)  tlieilbar  ist,  von  dcn  flbrigen  unter- 
scheidet. 

I.  Im  ersten  Falle  bat  man  fdr  P sclilechthin  die  (algebraisch)  klei- 
nere  der  beiden  ganzen  Zahlen  zu  nehmcn , zwischen  welche  (ausschlicsslich) 
fallcn  wird,  und  eben  so  ftlr  R die  klcinere  der  beiden,  zwischen 
fidit. 


so  dass 

k 

k' 

k" 

P 

■ 

gerade 

ungerade 

ungerade 

R 

gerade 

gerade 

ungerade 

Q 

1 

positiv 

positiv 

positiv 

e(aa-\-bb) — 

Q 

positiv 

nicht  negativ 

positiv 

S 

nicht  negativ 

positiv 

positiv 

e(aa-)-bb)  — 

S 

positiv 

positiv 

nicht  negativ  ! 

2(a X+Ay) 

- . ,.  • 1 > « i»  • 

kJ 


welche 

weicne  ,(uo  + M) 

II.  Ist  ax-\~by  durch  eiaa  -f-  bb)  theilbar,  so  wird  ay — bx  zwar  durch 
aa-\-bb,  nicht  aber  durch  <■(««-)- i i)  theilbar  sein  (weil  sonat  x-\-iy  durch 
ea-\-ebi  theilbar  sein  wtirde).  Ist  nun  R,  d.i.  die  Zahl,  welche  zunachst  klei- 
ner  ist  ais  gerade,  so  wird  x-\-iy  einer  Zahl  aus  k congruent  sein 

nach  dem  Mod.  ea  + c6i,  einer  aus  km  hingegen,  wenn  R ungerade  ist. 

IU.  Ist  ay  — bx  durch  e{aa-\-bb)  theilbar,  nicht  aber  a x-\-by,  so  wird 
ar -|-  iy  einer  Zahl  aus  k,  oder  aus  k"  congruent  sein,  je  nachdem  die  ganze  Zahl. 
welche  algebraisch  zunachst  kleiner  ist  ais  ~ gerade  oder  ungerade  ist. 
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5. 

Man  leitet  aus  obigcm  ohne  Mflhe  folgende  Methode  ab  zur  Bestimniung 
des  Charae  ters  einer  gegebenen  ganzen  Zahl  M — A-\-Bi  in  Bczichung  auf  den 
ungeraden  sic  nicht  messenden  Modulus  m = ea-^-ebi. 

Zur  Abktlrzung  bedienen  wir  uns  folgender  Bezeichnung..  Wenn  p irgend 
eine  gebrochene  reelle  Zahl  vorstellt,  soli  durch  [pl  diejenige  ganzeZahl  bezeich- 
net  werden,  die  zugleich  p — [/»]  und  — p positiv  macht.  Bei  dieser  De- 

finitiori ist  also  dic  Anwendung  der  Bezeichnung  auf  ganzeZahlen  ausgeschlossen. 
Fasste  man  die  Definitiou  so , dass  weder  p — [p]  noch  — p negativ  sein 

soli,  so  wQrdo  das  Zeichen  [/>]  ffir  den  Fall,  wo  p ganze  Zahl  ist,  zweideutig  sein. 
Man  konnte  aueh,  wie  in  einer  frilheren  Abhandlung  geschehcn  ist,  die  Bedingung 
sostellen,  dass  1 [p — p positiv  und  p — [/>]  nur  nicht  negativ  sein  soli.  Ftlrun- 
sern  Zweck  ist  es  etwas  bequeraer,  sicli  an  die  erste  Begriffsbestimmung  zu  halten. 

Das  Viertelsystem  k bilden  hienach  alie  ganzen  Zahlen  f,  woftlr  wenn 
man  ^=4+il*  setzt.  4 zwischcn  0 und  1 ausschlicsslich . ij  zwisclien  0 
und  I , die  0 eingcschlossen , liegt , oder 

[4]  = o,  h]  = o 
oder  [4]  = 0,  »j  =.  0 

Setzt  man  nun  fflr  jedes  f,  — 4 + '>i  und  nimmt 

Vf  = 0 wenn  zugleich  [4]  gerade  und  entweder  [ij]  gemde  oder  ij  ganz 

1 [i]]  gerade  und  entweder  [4]  ungerade  oder  4 ganz 

2 [4]  ungerade  und  entweder  [ij]  ungerade  oder  i|  ganz 

3 [ij]  ungerade  und  entweder  [4]  gerade  oder  4 ganz 

tabellarisch  so 


j [i)(  gerade 

[ijl  ungerade 

»1  ganz 

[TT  Rerade  0 

3 

M 

[4]  ungerade  1 

2 

2 

4 ganz  1 

3 

— 

was  man  durcli  V{£  + *ij)  bezeichnen  mag.  so  wird  der  gesuchte  Character  der 
Zahl  3/  in  Bcziehuug  auf  den  Modulus  m aequal  dem  kleinsten  Reste  von  — Vf 
nach  dem  Modulus  -l. 
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6. 

Dic  im  vorhergehenden  Art.  gcgebenc  Vorschrift  ist  allgcmcin : filr  den  Fall, 
wo  M ungerade  ist,  werdcn  wir  ihr  aber  eine  andere  Gcstalt  geben.  Wir  wer- 
deu  zuglcich  annehmen,  dass  die  reellen  Theile  von  m und  M ungerade,  also  die 
imaginaren  gerade  sind. 

Wir  lassen  jeder  zu  dem  Viertelsysteme  k gehorenden  Zahl  f eine  andere 
g corrcspondircn , die  aus  f auf  folgende  Art  abgeleitet  wird.  Iudcm  man 
— = C + iii  setzt,  unterscheidet  man  vier  Falle 

I.  Wenn  [2  C]  = 0 und  entweder  [2tjj  — 0 oder  tj  = 0 

II.  Wenn  [24]  = 1 und  entweder  [2tj]  = 0 oder  rj  = 0 

III.  Wenn  [2 4]  = 0 und  [Jij]  = t 

IV.  Wenn  [2$]  = 1 und  [2tj]  = 1 

Im  ersten  Falle  wird  man  g — 2/.  im  zweiten  g — im — 2 i/,  im  drit- 
ten  g — m-\-‘2if,  im  vierten  g — — 2 f setzeu.  Man  sieht  leicht. 

dass  der  Inbcgriff  aller  g eiu  vollstiindiges  Viertelsystem  l bildet;  ilire  Cbaracte- 
ristik  ist,  dass  zuglcich,  wenn  man  = C + irj  setzt 
entweder  [4]  = 0 , [tj]  = 0 

oder  tj  =0,  [4]  = 0 und  g durch  1 — J— » theilbar 

oder  4 =0,  lij]  = 0 und  g durch  >+«'  nicht  theilbar 

Daruus  folgt,  dass  / sich  von  k nur  dadurch  unterscheidet.  dass  diejenigen 
Zahlen  in  k,  ffir  welche  ij  = 0,  und  die  durch  1-{-i  untheilbar  sind,  nemlich 

a-\-bi,  3(a-f-6ij,  5(a-f-fci) . . . — — (a-\-bi)  oder  bis  (a  +6») 

jenachdem  e von  der  Form  ln-j-1  oder  1 n — |—  3 , in  / fehlen  und  dagegen  in  letz- 
term  Complex  die  Producte  jener  Zahlen  in  i auftreten.  Zuglcich  sieht  man, 
dass  far  e — 1 , d.  i.  wenn  m durch  keine  reelle  ganze  Zahl  theilbar  ist,  k und  l 
ganz  gleich  sind. 

Es  koinnit  nun  darauf  an.  Vf  unmittelbar  aus  dem  dem  f entsprechenden  g 
abzulciten.  Das  Resultat  ist,  dass  fur  obige  4 Falle 

i.  4 y=v';v  ^ 

— V1',;  wenn  weder  reeller  nodi  imaginarer  Th.  von  r—  ganz 
1 — wenn  einer  von  beiden  ganz 
III.  wic  II.  IV.  wic  I. 
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Die  BnictntQcke,  die  hier  im  l)ruck  ruit  I und  II  bexeichnet  sind,  gchflrcn  nach  dem  Orte  zu  ur- 
thcilen,  den  die  betreffenden  HudtthlHUn  in  eincm  Notizbuchc  einnchmcn,  dem  Jahre  isn  cidcr  der  zu* 
n&chst  folgendcn  Zeit  an.  Von  den  vorangehenden  Ycrsuchcn,  den  Beweit  de«  Fundamcnlulthuorcms  fOr 
biquadratische  Reste  nach  den  hier  fur  den  Reit  l + i angewandten  Methoden  durehzufuhren,  Ut  cine  Auf- 
xeichnung  vorhanden,  welche  den  «peciellen  Fall  des  Restes  1+2»  erlcdigt  und  von  derjcnigen  diestim- 
mung  des  biquadratischen  Character*  ausgeht,  die  man  ais  Note  dem  Art.  6 dea  Bruchstucks  III  heigefQgt 
hat.  Im  dbrigen  la*sen  «ch  die  historischen  Angaben,  die  Garae  in  den  Anxeigen  neiner  arithmetUchen 
Abhandlungen  verdffentlicht  hat,  mit  IlUlfe  dea  Nachlaases  dahin  ergftnjen,  daat  die  in  den  Artt.  ti  bis  20 
der  Theoria  residuorum  biquadrat.  nufgrnommenen  Lehrsfitze  «chon  vor  der  Ausarbeitung  der  Theoria  mo- 
tus corporum  rori,  niedergeachriebcn  sind.  Dic  in  den  Anzcigen  onriihnten  Untersuchungen  Qher  euhieche 
Reate  «rerden  wohl  nicht  zur  Ausarbeitung  gclangt  «ein : aufgezciehnet  finde»  sich  davon  die  mit  den  Halfv 
mitteln , velche  die  Abhandlung  Disquisitionum  cirra  aequatione*  pura * ulterior  evolutio  hietet,  durchgc- 
fQhrten  Beweise  der  Reciprocitat**sitxe  fQr  nvei  1’rimzahlen,  von  denen  die  eine  reell  Ut. 

Die  BruchstUcko  III  bis  VI  bilden  in  der  Hnndschrift  beaondere  Hefte  und  fiir  die  drei  errten  der- 
sclben  weiat  die  Form  der  Schriflzilge  auf  cine  Zcit,  dic  der  fur  dio  Bnichstticko  I und  II  nicht  fer»  Uegt, 
w&hrend  fur  da*  lclxtc,  Nr.  VI,  ein  bedeutend  sp&tercr  Zeitpunkt  angenommer.  werden  muw. 


[I.]  Art.  ia.  Die  Beatimmung  der  Anzahl  der  Ganxepunktc  in  (t,  z + C)  ergibt  *ich 

au§  dem  Satio:  bedeuten  a und  b relative  Pritntahien , «o  geht  die  von  £+i)i  nach  + + ge- 

xogene  Gorade  durch  Kinen  Ganxepunkt,  vrcnn  der  imagin&rc  Tlieil  von  (6  + T •)♦(—«  +61)  cine  ganzc 
Zahl  Ut. 
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[I.]  Art.  17.  Dic  crste  Umformung  de»  leizien  $ in  dem  Autdruckc  Hir  £6’  erhfilt  mati,  wenn 
mati  das  betretfende  FlAchenstuck  in  solche  drei  Theile  zerlegt,  da*»  jenes  S in 

+ * — *•»  (t + !•')■•#  (*  + *0<n+*.  !»  + # + #•(♦)) 

— S(|«nf  4'»+i + *»(♦)»  4*»  + |-40 

-5((|+|0*n,  |m,  *««+*-*•) 

libcrgeht,  und  wenn  man  dann  die  Ganzepunkte  in  dem  ersten  FUichentheile  mit  Hlilfc  de»  Salses  in  An.  tu 
auszkhlt  und  ferner  berdcksichtigt , das»  in  dem  zweiten  FUichentheile  sich  kein  Ganzepunkt  befindet. 

Die  nrcite  Umformung  erhklt  man,  wenn  muti  dic  den  Eckpunkten  de»  dritten  Fl&chentheiU  ent- 
sprechenden  Grtiusen  mit  t multiplicirt  und  um  die  ganxe  ZahI  (l  — »)— — - vcrmehrt,  cndlieh  dio  dritte 
Umformung,  wenn  man  mit  der  zuletzt  enUtandencn  Figur  nach  Vorachrift  des  Art.  te  diejenige  vergleicht, 
die  gegen  jene  die  OrUverschiedenhcit  — ~ . hat. 


[I.]  Art.  [is.]  Eine  Erl&uterung  sum  eraten  Schema  findet  man  in  dem  spater  niodcrgcschricbe- 
nen  h\er  mit  [II.]  bescichnctcn  BruchntQcke  Art.  i bis  e. 

r 

[I.]  Art.  [|S.]  (2.)  Die  geometrische  Deutung  ergibt  mit  Zuholfenahme  der  beiden  Systemc  von 
Ganscpunkten 

[—  2»'Q— 4,  |,'|Q]  = [— ai'Q+|,  |Q]  = IV*  und  — [— 2t0-H»,  — 4«.  »<3]  = — {—  ltQ— ‘»,  — #»,  »Q]=  X* 

die  Gleichungen 

IV  — IV*  +C-2.Q,  th  -|]=  -X  + X*  + [-.*Q,  4», -4] 
xm+iv  =[—  liQ,  i,«Q]  ~ -7(-2iQ)  + /(-.Q) 

V + X*  = — [ — 2i‘Q,  — »,  t'Q]  = Jl{-2iQ)  — R{—  iQ) 

wenn  ailgcmcin  Rx  und  Iz  dic  grduslcn  Ganzc n des  rccllcn  Thcils  und  des  Coefficienten  de»  imaginurrn 
ThetU  von  x bedeuten. 

[ — 2.  a i«,  — 4]  ist  aber  die  Ansahl  der  Ganzcpunktc  in  detn  Quadrate,  dessen  Mittclpunkt  sich 
in  — 2iQ  — I + I'  befindet  und  swi*chen  dessen  Eckpunkten  die  Ortauntcrschicdc  | und  {t  Siatt  haben. 

[ — • Q,  4«»  — oder  [ — 2»  Q,  -*  4«,  |]  i*t  die  Ansahl  der  Ganscpunkli-  in  cincm  gloichen  Quadrate 
mit  dem  Miltelpunkte  — 2 * Q + F ” i *• 


[I.]  Art.  [l$.]  (J.)  Mit  Zuhiilfenahmc  der  Gan/cpunkte  [u,  Ji,  — iQ]  = — [ — jt,  — — »Q]  = 1* 
erhllt  man 
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vn-  xu  = i— 1*+  [—«<?.  i.  *, »,'j  = t, ».] 

ii— i*  =[o,  — -fg]  = —ito  + m—iQ) 

IX— I = [«,  -|,  —iQ]  = /»  — /(—  iQ) 

Y1-XII  = -[!«.  -I.  -•«]  = — /(*.•)  + /(-!•  Q+M) 

vm-xiv  = ,,»(.)]  = ±=J  +i 


[11.]  Art.  io.  Ks  Ut 

r^s-ri-mm  rp"  = rp~  = i+r(-.j> -jtmod.o 

usui  — »P'*4- 1 •»,  P" — fim  «imi  die  um  fi  vermchrton  Ganzepunkte  resp.  in  1,  VI. 


[111.]  Art.  c.  Die  in  der  Note  angegebenen  Regcln  fur  die  Bcstimniung  des  Dee.  - hat  man  der 
vorliegenden  Abhandlung  aus  cinem  andern  Orte  der  Handachriften  bcigefugt.  Dic  erste  dieser  beiden  Re- 
geln,  die  wie  leicht  zu  sehen  mit  der  zweiten  ubercinstimmt , folgt  aus  der  des  Art. «,  weil 
A = /* «'"  (mod.  m) , n = B — p = mm,  [ — ] = 0^-5.  (mod.  2 + 2«) 

m l p J p 

iat. 


[III. j Art.  $ cnthillt  in  der  Handschrift  ein  Beispiel  zu  Art.  1,  nemlich  die  llestimmung  de*  De- 
cidenten  von  —1+2*  fur  dun  Modulus  — ll-J-l». 


[111.]  Art.  io.  In  Ber-ug  auf  dic  Bemcrkung  ‘snders  auszudrtlcken’  kann  man  Art.  3 des  folgen- 
den  Bruchstock*  [IV]  verglcichen. 


[IV.]  Dic  Art.  1.2.4  enthaltrn  in  der  Handschrift  aus&er  dem  hier  Abgedruckten  noch  die  An- 
wendung  auf  dic  beiden  Beispiele  far  m = * •+■  Ri,  Af  — t - f i»  und  fflr  m = B + I i,  M =■  4 8». 

[V,]  Art.  [7.]  E«  bezeichnet  hier  Dec.  wie  in  Art.  l des  eorhergehenden  Bruchsturk*  [IV] 
den  Werth  von 

Z(-l^Z(-0rInt.f 

worin  die  Summation  uber  alie  ganze  Zahlun  X und  Y auszudehnon  Ut,  fttr  welehe  die  zugehorigen  5 und 
7]  inncrhalb  der  Grenzen  0 und  4 liegen. 

Die  Formeln  far  den  Decidenten  in  Art.  7 und  1 6 tind  nach  der  Angube  de*  Textos  auf  zwci  bo- 
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Hondem  Wegen  gefunden,  um  abcr  dicae  Krl&uterungen  nicht  iu  achr  auszudchncn,  werden  *ie  hier  au*  ei* 
ner  getneinanmen  duelle  abgeleitet. 

Indem  X irgend  einen  beatimmten  ganzxahligen  Wcrth  anninunt,  *ei  Y*  das  kleincrc,  Y**  das 
groaaere  der  beiden  y,  wclche  den  Orenzwerthen  von  5.  enUprechen.  Die  zu  Y*  und  1***  xugehftri- 
gen  Werthe  von  p scien  p * und  p**,  die  ebenso  wie  Y*  und  1""*  einander  nicht  glcich  werden  konnen, 
weil  die  Summe  1 sich  nicht  fiber  die  Grenxwerthe  von  6 und  tj  erstxeckt. 

Ftthrt  man  auf  dicselbc  Weise  wie  in  den  beiden  vorhergehenden  Aufndtxen  [III]  und  [IV]  die 
Summation  Qber  alie  bei  demsclben  A'  Stati  hnbenden  Werthe  von  1'  au»,  setxt  dabei  fiir  dic  Anxahl  der 
zwixchen  Y'  und  Y"  liegenden  ungeraden  Zahlen  [4  Y“—  | ] — [|  Y'—  \ ] und  fugt  die  Intensoren,  die 
sich  auf  dic  Grenzen  s — Q und  = f beziehen , zwei  Mal  aber  mit  entgegengesctzten  Zeichen  hinxu , so 
erhalt  man  ffir  ~(— l)*  Int. p den  au*  aieben  Theilen  bestehendcn  Ausdruck 


— Z[—  Int. (p—  pa»«)*4*  Int.(p  (ioi)]  worin  alie  p aufxunehmen,  fur  wclche  [ K]  gerade. 

x oder  y ganx,  incl.  5 = 0 und  y,  exci,  ij  = o und  | 

— Int.  (p*  — (ioi)  wenn  [ Y*)  gerade 
+ Int.  (p**+pe>»)  wenn  [!"**]  gerade 

Int.  (p*  -f  p.»»)  wenn  [ Y * ] gerade 
-4- Int.  (p**— p cui)  wenn  [!'**]  gerade 

— Int.  (p*  -f  |iai)  wenn  [P*]  gerade 


6=0  oder  f,  o < i)  < J 


o<6<!«  tj=o  oder  I 


) * 


+ Iot.(|»H-j»aiJ  wenn  [ I'**  — o>]  gerade 


6 = o oder  tj  — o oder  } 


welcher  mit  (— l}*  multiplicirt  und  uber  olle  gnnxxahligen  X «ummirt  den  Decidcnten  ^ ergibt. 

Au»  dem  ersten  Theil  de»  Auadruck»  entstcht  auf  diose  Weise  von  den  nach  Alt.  2 Vorschrift  I 
gebildeten  c 

£c  wo  X ganx,  [ >']  gerade 
— 1£<  wo  ausscrdrm  y ganx,  [x]  gerade 
Fur  dic  folgenden  Theile  kann 


X ganx,  [I*]  gerade,  o<»)<4 
X ganx,  [K]  gerade.  «<6<4 


— (2?)  Int.  (p — 2?poh)  wenn  5—0 
+ (J?)Int.(p-b  flpwi)  wenn  5 = 4 

— (.4) Int.  (p  + Apwi)  wenn  ij  = o 
+ (A)  Int,  (p  — Apmi)  wenn  ^ = 4 

— 4[(^')4-(^)]  lnt.(p4*yf'p«»i)  wenn  -Y  ganzf  [Y  + ^fW)  gerade,  5 und  ij  = o oder  4 
gesetxt  werden,  worin  A'  = -4 -A  oder  — A i»t,  wenn  ij  = 0 oder  4,  & = + B oder  — B,  wenn  6 = 0 
oder  4.  und  worin  x.  B.  (A):  -|-i  oder  — 1 bcaeichnet,  jenachdem  A poattiv  oder  negativ  Ut. 

Multiplicirt  man  mit  ( — 1)“^,  fahrt  die  Summation  fiber  A'  au»,  U*«t  dabei  in  die*en  Auadrficken  u.  zwar  im 
ersten  p—  2fpo»i,  P — UDtox,  n — ABmi—  B Bm,  X,  [y]bez.in  ip,  i P,  iit,  — [A*] 

zweiten  p + Pp®»*  P+BDmi,  n -b  AB »» -f-  B Bm,  X.  [y]  ...  p,  P,  it,  X,  [Y] 

dritten  p + wfpwl,  P-f* ADwi,  it  + AAmi+ABm,  X,  [Y]  ...  p,  P , r,  X,  [Y] 

vierten  p—  Aponi,  P — ADmi,  it  — A Arni  — A Bo»,  X,  [y]  . . im— ip,  iM—  iP,  1— rit,  1’—  B,  A—  t—  [AJ 
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iibcrgchcn  und  bezeichnet  das  au*  dem  ftlnften  Ausdruck  aich  ergebende  Resultat  mit  Q|t  90  entateht 

— 2(—  ij*  (B)  Int.  ip,  wo  y ganz , [A']  gerade , Y)  = m,  d<5<  J 

4-  Int.j»,  wo  X gani,  fF]  gerade,  5 — J -fu,  Q<t)<| 

wo  X ganz , [ F ] gerade , tj  = 01 , 0 < £ < | 

4-S{— 1)*{.4)  Int.  wo  F ganz,  [A']  gerade,  ;=j+nj,  q<yj<4 

+ Q. 

Dic  Unlrrsuchung  der  einxelnen  Ffllle  lAsst  erkennen,  da<w  unter  der  Yoraussetzung  1 (mod.  2 4*  2i) 

<?,  = — Int.  p«»«  ist,  wenn  J/  im  1.  Quadrant  en  liegt 

— Int.  (\  mi  4-  (ini),  wenn  M im  2.  Qundr.  und  ^ — - gerade 

4*lnt.(J»n' — wenn  .Vim  t.  Quadr.  und  gerade 

2 

indem  man  eine  complexe  Zahl  gerade  oder  ungerade  nennt,  je  nachdem  aie  durch  2 theilbar  i*t  oder 
nicht. 

Iliernach  wird  also  bei  Anwendung  der  in  den  Vorwhriften  II  und  IV  beatimmten  e 

Dec.  ” = I,  Is,  wo  X ganz,  [F]  gerade 

— 4 2 e,  wo  noch  y ganz,  [xj  gerade 
II,  — St  Int.  ip,  wo  F ganz,  [X]  gerade 
IV,  4-Sclnt./>.  wo  X ganz,  [F]  gerade 
II,  4-ScInt.  p,  wo  A'  ganz,  [F]  gerade 
IV,  4-^£  Int. (im  — ip),  wo  F ganz,  [A]  gerade 

+ q. 

In  einer  andern  Form  erlULlt  man  den  Ausdruck  fur  den  Decidenten,  wenn  man  zuerat  nach  X sum- 
nnirt  und  dabei  die  Anzahl  der  zwisehen  X'  und  X"  liegenden  ungeraden  Zahlen  durch  [4  A'"4-  Jj  — [4  A"  4-  f] 
daratellt,  ncmlich 

Dcc.  — = I,  St,  wo  F ganz,  [A’"]  ungerade 
M 

— (St,  wo  noch  y ganz,  [x]  gerade 
II,  —St  Int.  ip,  wo  A"  ganz,  [F]  gerade 

IV,  4- St  Int.  p , wo  F ganz,  [A"J  ungerade 

II,  4-  Se  Int.  p , wo  F ganz,  [A'j  ungerade 

IV,  4-  St  Int.fim  — ip),  wo  X ganz,  [F]  ungerade 

+ C, 

Q,  s=  — Int.  ( — fsw),  wenn  M im  2.  Quadr. 

Af  — I 

4-  Int.  (4  m — jsw),  wenn  M im  I.  Quadr.  und  — - — ungerade 

J/  — l 

— Int.  J4  m -F  p®),  wenn  M im  J.  Quadr.  und  — ungerade 

48* 
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FQhrt  man  <!i«  Surornation  nach  Y zuer»t  aus,  w&hll  aber  die  xweite  *o  eben  angewandte  Ari  der 
Bestimmung  der  Anzah!  der  zwi*chen  «wei  Werthcn  liegcnden  ungeradon  Zahlcn,  *o  wird 

D*c.  =a  I,  £t,  wo  Ar  ganx,  [>']  ungerade 
— 1 - (,  vro  noch  y ganx,  [x]  gerade 
II,  — -elnt.i’/»,  wo  I’  ganz,  [A’]  ungerade 
IV,  -|-S«Int.  p,  wo  X ganz,  [F]  ungerade 
II,  + wo  X ganx,  [F]  ungerade 
IV,  4*2clnl.(*m—  ip),  wo  >'  ganz,  [*Y]  ungerade 
+ Q, 

Qg  = — Int.( — |*wi),  wenn  .V  ira  8.  Quadr. 

— Int.  (i  mi  + nani),  wenn  M im  i.  Quadr.  und  — — ‘ ungerade 

4-  Int.  (|  mi  — ubi),  wenn  .V  im  «.Quadr.  und  ~ ungerade 

Summi rt  man  zuemt  noch  -Y  und  gebraucht  dabei  die  crate  Ari  der  ParateUung  der  Anzahl  der 
zwisehen  «wei  Werthen  liegenden  ungvraden  Zahlcn , *o  erhadt  man  die  in  [ V.]  Art.  1 8 angegebene  Forrn 
fiir  den  Pecidenten , wo  die  Ordese  q auch  durch  fulgende  Gleichutig  definirt  werden  kann 

q = — Int.fiw,  urenn  M im  4.  Quadr. 

4- Int.  (|wi  — 1*.«»),  wenn  M im  l.  Quadr.  und  gerade 

— Int.  (J  m 4- 1*®),  wenn  M im  3.  Quadr.  und  gerade 

Pie  Vcrcinigung  dieser  vier  Ausdrucke  fur  den  Decidenten  bildet  das  in  [V.]  Art.  7 aufgcstellte 
Resultat , weil  Int.  ip  — Int.  p gleich  3 wird  far  [*]  gerade  [y]  ungerade,  sonst  aber  gleich  i,  ferner 
Int.  (im  - ip)  4-  Int.  p gleich  o fiir  [jr]  gerade  [y]  gerade,  in  den  Cibrigen  F&llen  aber  gleich  4. 


[V.]  Art.  [7.]  Die  crate  Tafel  fOr  da*  Beispiel  gibt  in  der  er*tcn  Spaltc  dic  zu  jedem  ganxzahligcn 

I‘  zugehorigen  Werthe  von  37  iF  oder  37  (54-tjO*  wenn  »<;<{,  o<tj<|  iat,  in  dor  zweiten 

M .1/ 

oder  37./»,  in  der  dritten  die  in  p enthaltene  grdsste  ganxe  Zahl,  in  der  vierten  +Int./>,  wo  da*  ubere 

Zeichen  gilt,  wenn  P durch  ! + i theilbar,  da*  unterc,  wenn  P nicbt  durch  »4-*  theilbar  i*t. 


[V,]  Art.  [».]  . [l  J.]  Die  verbesaerte  Bczcichnungswcisc  der  9 ist  nurbei  der  zweiten  und  dritten  Classe 
Artt.  9.  io  angedeutet,  aber  auch  auf  die  erste  und  vierte  Artt.  s.  ll  auszudehnen.  Hicrnach  wird  ein 
9*  *=  T + Vi  denjenigen  Index  X,  -0,1,1  oder  3 haben,  far  welehen  die  durch  die  Gleichungen 
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i*  JT  — R -p  © •*  i“*  (i  = p + ** 

39*=  — Coeff.  Img  9*  (a  — Ai)  — ^ 7'  — o V 

o<p*=  +c«rff.  img 9^(1- e»)  = -»r+«r 


bestimmtcn  Grosscri  9*  und  d*  zwUchcn  « und  { liegen. 

Um  nach  den  Andeutungen  in  Ajrt.  * (3)  zu  beweisen,  da»!*,  wenn  T , V zwci  gat ue  reelle  Zahlcn 
sind,  welche  die  *o  ebcn  aufgcstelltcn  Bcdingungcn  erfdllcn,  T + Ui  aich  auch  in  dem  hei  eincr  der  vier 
Combinationeu  Artt.  a.  . it  bcstimcntcn  Complexu*  9*  befimlet,  bexcichne  man  mit  9',  d>'  diejenigen  gan- 
xen  comjilexen  Zahlen , fur  welche  die  Glcichung 


T + Ui  = 

Ktatt  hat  und  fur  welche  cine  der  vier  Grdssen  + * , ±1  ' r *o  beschaffen,  da»»  der  rcelle  Theil 

m w 

und  der  Coefficient  de*  imaginkrcn  Theil*  zwischen  0 und  | liegen  {Theoria  'rmuluorum  biquadr.  artt. 
45,  4«).  Die  betreffende  Gr<l*sc  ist  dann,  wie  man  au»  der  Cntcrsuchung  der  in  den  vier  Combinatiu- 
nen  enthaltencn  scchtehn  einxelnen  FSlle  leicht  ersieht,  ^ und  die  ihr  entsprechende  Grfls»e  unter 


<l>  — <!»' 


ijr*  m' a” 

— , 4- » ---*  • ist  weil-  — ™ A wird 

M M M 


— — — m p P 

Au*  dieser  Art  der  Darstcllung  der  GrA*«en  — oder  ^ folgt  auch,  dass  I,  le  von  alleu  au* 

ffi  *u 

H-f  H’+  ft"4-  9’"  bevteht,  worin  H*  die  Summe  derjenigen  c bedeutet,  die  fQr  jeden  Gan/.epunkt  9 inner* 
halb  de»  Pnndlelogrnmnis  0,  | m,  |w-f  ^ixM, 

= *4*t  zu  setzcn  sind,  wenn  0 durch  l-fi  theilbar  und  Coeff.  Itnag.  p»_i  ponitiv  oder  wenn  keinc  Be- 
dingung  gilt,  dagegen 
= — 1 wenn  nur  eine  gilt. 


[V.]  Art.  15.  Die  Bvstimmung  von  kann  entweder  durch  die  oben  far  Dec.  ange  w and  ten 
vier  vciwcliiedenen  Summationaartcn  oder,  wa*  im  Wesentlichen  das»elbe  i*t,  nach  den  in  [II.]  Art.  1 1 an- 
gedeuteten  Methoden  auvgefilhrt  werden,  hei  welchen  dann  die  vier  Constructionem  zu  Grunde  zu  legen 
sind,  dic  durch  Verbindung  der  Punkte,  deren  9 ein  Yielfaches  von  i-pi  ist,  rc*p.  mit  den  Punkten 
9 -p  1 , 9-4-»,  9 — t und  9 — 1 cntstchen. 

I.A»*t  man  in  der  Begretuung  de»  zuvor  erwflhnten  Parallelogramm»  allcn  den  Punkten  ein  9 ent- 
sprechen,  fQr  welche  der  reelle  oder  imagin&re  Theil  von  9 eine  ganxe  Zahl  wird,  bczeichnet  mit  9“  die 
nAchate  durch  i-pi  theilhare  Ganze  bei  9,  mit  i die  Orlnverschiebung  von  einem  Punkte  de»  geradeii  Be- 
gntizungMtikke*,  da»  den  Punkt  9 enthfllt,  bi»  zu  irgend  einem  nachfolgenden  Punkte  der*e)ben  Geraden, 
al»o  z.  B.  hei  jenem  ParaUelogramra  der  Hcihe  nach  die  Gr&*»en  m,  Mi*,  — m,  — Mi*,  und  *eUt 

c = i 1 mit  dem  Zeichen  des  imagin&rcn  Theils  von 

so  ergibt  die  Vereinigung  der  auf  die  eine  oder  andere  Weise  erhaltenen  vier  Hcsultate  4 = — Sc. 

Die  gesonderte  Bestiromung  der  den  Kckpunkten  entsprechenden  9 und  1 wird  umgangen,  wenn 
man  dic*  ParaUelogramra  durch  ein  andere»  crsclzt , dessen  Begrenxungcn  den  Begrenzungen  de»  eratern 
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unendlich  nahe  «imi.  und  welches  die  beiden  Punkte  o und  } m 4-  | i * M nicht  einschlicsst.  Dic  Begren- 
mng  cin<‘«  solchen  Parali elograrams  erh&lt  man,  wenit  man  *ie  an  die  positivcn  Soiten  der  Linien 

II  ....  Jm,  ] m | i*M.  . . . J m,  | w + Ji^lf . . , , Jil.V.  0... 

legi.  Lasat  man  den  vier  ao  entstandenen  Geraden  der  Keihe  nach  die  unendlich  kleinen  positi  ven  Grfraen 
«», , oiB , i»t  entaprechen , *o  kann  man  fQr  die  auf  ihnen  liagcndcn  Punkte  0 

9 = p = m(£  + «n,  *"),  — + I 4*  } -V  — P — Jf[  5 4*  en, »),  — 0 4-  | m 4-  f Mi*  = p = m(  £ -4*  *»,  *)» 

9»'*  = P = ®,t)  wenn  X gerade 

U = p = m(£  + «ut  i),  4-|Af  = JP  = jW(|  + m,  4-vj»),  0»  + }m  — | Mi***  = p = m(|  4-  o,«4*tl0» 

di^aPs:  if(i  + »4 1)  wenn  X ungerade 

aotscn , worin  ; und  tj  auch  theilweise  rur  Schlie**ung  der  Figur  da*  Gebiet  der  rccllcn  Werlhe  von  0 
hia  | utn  uncndlich  kloinc  Grdsscn  flberschrciten. 

Ueieichncn  G,  g,  II,  h die  Summen  der  rcsp.  nach  den  Vorschriflen  II,  III,  IV,  V (in  Artt.  3 bi*  6) 
gcbildcten  t,  und  umfassen  O' oder  G \ und  <f  odcr  g,  diejenigen  e,  welche  filr  die  beim  iweiten  Parui- 
ielogramm  et  «a  auflretenden  unendlich  kleinen  Werthe  von  £ Statt  bahen,  im  Uebrigen  aber  resp.  nach 
den  Vorachriften  II  und  III  gebildet  sind,  beiiehen  *ich  fertier  G"  oder  G„  und  g"  odcr  gtl  cbenso  auf  die- 
wlben  Voruchriften  aber  auf  dic  unendlich  kleinen  Werthe  von  4 — £,  und  cndlich  //',  A,,  II",  h,t  reap. 
auf  die  Vorachriften  IV,  V,  IV,  V und  die  uncndlich  kleinen  Werthe  rcap.  von  } — vj,  } — tj,  r^,  tj,  so  wird 

«H*  = — {g  + gf-k-g”)  — «*(<?4*  &+  &’)  4*«*(f  4-0,4-F»)  4‘(G!  4-  Q,-¥  £„)  wenn  X gerade 

1 8*  = — (g  + ^4-jf*)  — • '"*  (//4-  //'4“  H")  — s*"*(A4*A,4-A4J  + (Q  + Gt 4-  Gu)  wenn  X unge  rade 

Fttr  denjenigen  Eckpunkt  0 dea  Parallelogramma,  wclcher  dem  Punkte  o zun&chat  liegt,  bctcichne 
\t  den  xugoh6rigen  Werth  von  dem  £ der  enftin  Seito,  £,  den  xugehbrigen  Werth  von  dem  £ der  vier- 
ten  Scite , «o  da« 

t = "•(;.+«•,■)  = +•,<) 

wird,  dann  ergibt  aieb  dasjenige  £.  welchcm  auf  der  ersten  Scite  oder  deren  VerUngerung  ein  Punkt  p 
mit  dem  rcellen  Theile  gleich  o eutspricht , aua  der  Gleichung 

flteal.  p — «),  £ — £,  =.  aaHeu,  — - #», 

woriu  die  poaitiven  Facto  ren  der  unendlich  kleinen  poaitiven  Grflaseu  durch  die  Kinhcil  enteUl  >ind  und 
9,  SI  die  durch 

o 4- ® » = *""* (»+€ i) , 'A  4-  ® i — i ^ 4-  Bi) 

bcatimmten  reellen  Groaaen  bedeuten.  Dieaer  Punkt  p liegt  auf  der  eraten  Scite  selbat,  wenn  £ — £t  po- 
sitiv,  alao,  indein  man  eu,  unendlich  ktein  gegen  w,  annimmt,  wenn  9 negati v iat.  Der  dem  Punkte  p 
aunAchat  liegende  Punkt  p*,  deaaen  daxatcllendn  Zahl  durch  t4>*  getheilt  wird,  i*t  der  Punkt  o.  also  hat 
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Ima#. oder  Imiter.  ; . da*  Minuvzeichen.  Man  crh&lt  daher  fdr  Iteal.  p = e: 

p—p  5 + w(i  r 

* = — i wenn  (o)  = —l,  c = « wcnn  (o)  = +1,  d.  i.  e = — } + f (o) 
und  auf  dicselbo  Weiae  lur  Imag.p  = o 

1—5,  = s6©a»  —a tu. , Ima".  — - - = Imag.  r— — * + | (e)  also  g'  = 
P — p « + 

In  Bezug  auf  die  vierte  Seite  wird  1*  = e,  lraag.  y-  se  Imag.  r — 1 — . 

1 — 1 c + *,» 


-»+(*) 


alno  fQr  Real.  = 0;  5—5*  = — a<»3Iw4  -f-  oa»t,  c = — )-p|(<sa%) 

und  fur  Imag.  (i*/1)  = o ; 5 — 5*  — — o6$®4  + a n», , e = — t + 
demnach  Ot  = — 1-f  J (aa<l)  + J («6$)  oder,  weil  ps:  «8  + 48  iit,  O,  = — 1 -f-i(p»)  -f-  |{poa4a® ) 


Der  Theil  Rt 1 von  iH*,  der  au*  dera  unendlich  nahe  bei  dem  Punkte  o liegenden  StQcke  der  Be- 
grenzung  entateht , ist  aUo 


J*.1-  +0,-0  = ~(0)  + Kp3)+l(p®aA«8) 

Durch  Ahnliche  Bctrachtungen  findet  man  fur  dic  Theilc  Il\kt  Rt *,  J?4*,  vrelche  ebensolehe  Hczic- 
hungen  rcap.  zu  den  Punkte  n fm,  + i Mi*  haben,  wie  R ^ zum  Punkte  0,  bei  geradem  X 

*,4  = — y"  — ,l»"=  —*{*)  — *<«>.  */=  -<iO'+,*,1  = < !(.)-,  .i(f«)-*<i(p9.4«»). 
«.»=  + <4»„+  0„=  + 
bei  ungeradem  X 

A,4  = — f—i-1  B"=—  #(*)—»(»),  Jt,l=  — 

A.4  = - 14-**,,  + «„  = *«*♦*(«)  + ) • 4*'(«) 


[V.]  Art.  [ii.]  Dic  Auawerthung  der  Summen  von  den  nach  Vonchrift  III  gebildeten  c ergibt 
aich  aus  der  durch  die  Definition  der  c lcicht  zu  verificirenden  Oleichung 

III,  It  von  allen  — tlt  von  denen,  wo  y ganz,  [*3  gerade  = 111,  2[— lnt.(p  — mo») +lnt.(p  + «i«D)] 

vorinp  allc  Werthe  annimmt,  die  den  unter  Vorachrift  111  angegebenen  Bedingungcn  genUgen.  Diettr 
Intenso  ren  lassen  aich  neralich  mit  Ausnahme  der  beiden  dem  kleinaten  (5*)  ond  dem  grAaaten  zulAaaigen 
Werthe  ( £** ) von  $ cnlsprechenden  Intenaorcn , wcklie  retp.  gleich 

— Int.  (p* — ntta)  und  4-  Iut.(p**  + »«)  oder  — - Int,  («o  m)  und  -4- Int.  (i  — co)m 

sind,  immer  zu  jc  zweien  + Int.(p’-f-»»®)  und  — Int.  ( />"— »i »)  so  zuaammen  ordnen,  daw  zwiachen 
c' und  vrelche  den  GrOaaen  p und  p"  entaprecben,  kein  Werth  von  5 liegt,  der  den  reellen  oder  ima- 
giniren  Theil  von  p zu  cincr  ganzen  Zahl  macht,  ao  daza  also  die  zvrei  Intenaorcn  aich  stets  gegenseitig 
annulliren. 
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[V.)  Art.  [i 4.]  Ka  iat 

II,  -4-2clnt.il»  vo  1*  ganz  [AT]  gerade.  — 2tlnl.ii»  wo  A'  gunz  [)']  ungerade 

= 2[ — Int.  »(/>  — i»iei)-4-Int.»(ji-f-  «ia»)]  ftir  Jiejenigen  p,  fQr  welche  x oder  y ganz,  [A]  gerade 

Y ungerade . • <$<!>  tj  = ® 

•f  Int.  *(/*•  — m®}  wenn  [A**]  gerade  [K*]  ungerade 
— Int.  !(/»*•+ win»)  wenn  [T**]  gerade  [T**]  ungerade 

w»e  man  aieh  leicht  uberzcugt , wenn  raan  ouf  der  zweitcn  Scite  der  Cleichung  dic  Summation  nach  dem 
in  dt*T  vorhergehenden  Note  angcwandten  Vcrfahren  Uber  jedes  &o  kleine  Intervall  von  c,  bia  ausfuhrt, 
das*  en  zwischcn  und  5J#  kcin  ; gibt , welche*  in  dem  zugehurigen  1 * dt*n  recllen  oder  imagin&ren  TheiI 
xu  einer  ganxen  Zahl  mncht.  Die  Anwendung  der  nach  Vorachrift  111  gebildeten  c l&sst  die  zweite  Seite 
diencr  Gleichung  die  in  Art.  ia.  nufgc*tellle  Form  amtehntcn. 


[V.]  Art.  fis.]  Die  Verwandlung  der  Summen  von  den  nach  Vorschrift  IV  gebildeten  >.'*  in  die 
Summen  der  c aua  V ergibt  wch  durch  eben  aolche  lJetrachtungen  wie  die  in  der  letzten  Note  angewandten, 
wcnn  noch  die  Gleichung 

V,  2c  von  allcn,  — «2«  wo  x giinz  [y]  gerade,  = + lnt. (|  im  + m<u)  — • Int. (fim  -4- 1 — ®wi} 

xu  HQlfe  gczogcn  wird,  dic  der  «uvor  ertnittelien  Auswcrthung  der  Summe  von  den  e in  Vorwchrift  III 
entzpricht. 


[V.]  Art.fi'.]  Bontiromt  man  die  !i&lfftgro*»en  T,  L,  V durch  die  Gleichungcn 
U = i—2 {B)~{A  B)  + {«)  + («*)  + (**)  - (««)  + {a  6 a*)  - oder 

U = (i  + (^))(i-(i?)){i-{«6)  + (66)  + (»«)) 

weil  (*«)  4-  (? b)  = (A) {A  a b) , (a&)  — (€a)  = (JS ) — • {Bilab)  iat, 

T ~ — 2 + («)  + (*)-(«)  — 2(2?)  — (aafc)  oder 

(l  + M))(l  + (i?))(l+(€))-(l-M))(l-WJ(l-(«)) 

V - (i4-M))(i-(l?))(-2(«)-|-2{6)-Hu6)-F{a6))  oder 
v = (,4-(^))(i_{if))(-(i,)  + (&)  + {r#)  + (afi)-(fja6)  + («6)) 
weil  («)  + (6)  — (^)+(6a&)  wcnn  A positi v B negati v 

und  bczeichnet  mit  W*t  6",  Q'  die  Grttsflcn,  in  welche  die  W,  Q de*  Ausdrucks  fur  den  Dcc.  ”*  in  Art.  1 l. 

M 

Aborgehen,  wenn  man  darin  m mit  Jf  aleo  a + 6»  mit  a — €•  vertauacht , so  wird 
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1 = — 4 (2?) — (AJf)  wnn  ^ — ! gerade 

J IT'» — {&)  — (AB)  wenn  — — ^ ungerade 
2 

2 S'  = — («6«  A.4  £)-(<)—(£)  + (&) 

2 (J'4-  lS'+i  IT'3  2 F-f  XI  wonn  — genuit* 

2 (F+  2 «S'+  2 IT'  = — \ + 4 (a)  4-  U wenn  — ungerade 

= *(f  4r  + * + «’)  — 2 S'+  2 *Tf) 

Knetit  man  hier  &(y  4*  r 4 4 4 ic)  durch  dewn  in  Ari.  is  aufgefttellten  Werlh , bringt  ihn  aber 
unter  die  Farm 

_ . , . ..  itf-l  . ni  — I 

2 T 4 4 L 4 f wenn  ^ — gerade  — - — gerade 

ir-tt+,*M)+r  wenn  — gerade  “*j~ " ungcrat^t' 

— «+4(a)+  V wenn  ungerade  gerade 

y j m __  j 

— 2 o 4 * («)  +•  V wenn  - -- — ungerade  — - — ungerade 

und  beachtet , daas 

r-v  = - ,{i+(«))(i+M))(i+(«))(i-(*))(i-(B))(i-(e)) 

ist , »o  erhill  mutv  fur  ^ die  in  Art.  1?  angegebene  Bentimraungn<trt. 

[VI.]  Art.  3.  Das  unvollstondige  Citat  kann  auf  Art.  « dos  Bruchstflcks  III  bezogcn  werden. 

Bceuuo. 
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[I-] 

NEUE  TIIEORIE  DEU  ZERLEGUNG  DEU  CUBEN. 

I.  Wir  nehmen  an,  es  gebe  eine  Autiusung  der  Gleichiing  x,-\-y,-\-z,=  0, 
nemlich  x = a , y — b,  : = c,  wo  a.  6,  c keinen  gemeinschaftlichcn  Divisor 
haben , folglich  auch  unter  sich  Primzahlen  sind.  Wir  setzen 

6 -(-  c = a 
c — j—  (t  = 6 
a+6  = y 


wo  nothwendig  auch  a,  6,  y unter  sich  Primzahlen  sein  wcrden.  Hfitten  nem- 
lich a und  6 einen  gemeinschaftlichen  Divisor , so  wflrde  dieser  auch  a1  und  6* 
mcsseu,  es  mfissten  daher  auch  a und  b einen  gemeinschaftlichen  Divisor  haben. 

Wir  werden  nun  haben 

(6+7  — — «>)*  + (<*  + 6 — y)’  = o 

allcin  es  ist  identisch 


(6+7  — a)*-H7  + a — 6)*+(a  + «>  — 7)*=  («-f-6-f-  y)s  — 24a6y 
Es  wird  folglich 


(a  -j-  6 + 7)1  = 2 4 a 6 y 
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Sind  a,  t>,  y reelle  /ahleu,  so  wird  ct  — j—  ?>  — y durch  3 thoilbar  sein  , also 
(a-J-6+y)3  durch  27,  folglich  afly  durch  9.  Es  muss  daher  eine  der  Zahlen 
a,  6,  y z,  B.  y durch  9 thcilbar  sein , also  c3  ebenfalls,  folglich  e durch  3. 

Sind  hingegen  a,  b,  y imaginare  Zahlen,  so  schliessen  wir,  dass  or-f-b  + y 
durch  1 — e,  folglich  24afJy  durch  (1  — e}5,  mithin  ab y durch  1 — e thcilbar 
sein  mtlsse.  Es  ist  also  eine  der  Zahlen  a,  b,  y durch  1 — e theilbor  und  folg- 
lich auch  eine  der  Zahlen  a,  b,  c. 

II.  Wir  liaben  allgemein  die  identische  Gleichung 

[p  + ? + + (j»  + q t' + re *)*  + {p+  q e £ 4- r e}5 

Ist  folglich  + r = 0,  so  wird 

(p+qt  + rttf+ip  + qtt  + rt)*  — 27  pqr  — 0 

Sind  hier  p.  q,  r selbst  Cuben , nemlich  resp.  — «*,  63,  c5 ; d.  i.  existirt  eine 
Auflosung  der  Gleichung  .r3-|-.y''1  + z3  = 0 , so  wird 

a3-{-63e  -{-c*?®  = d 

o,-f-63es-|-<r,e  = b' 

— 3 abe  = c' 

gesetzt,  auch  a'5  -f- b'3 c3  = 0 werden.  Aus  dieser  neuen  Autlbsung  kann  man 
auf  gleiclie  Weise  eine  dritte  ableiten  u.  s.  w.  Man  Oberzeugt  sich  leicht,  dass 
wenn  die  erste  AuilOsung  in  reellcn  Zahlen  ist,  auch  die  dritte  eine  solche  sein 
wird. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass  wenn  a,  b,  c keinen  Factor  gemein  haben. 
dassclbc  auch  von  d,b',c'  geltenwird,  den  Factor  1 — e abgerechnet.  Es  ist 
nemlich 

— = a3  — tc3  = — fe3-(-eec3 
s=  a3 — 1 63  = - — tea3-4-ec3  = s*63  — c3 

1 — C 1 

— — = {«t  — l)a6c 

Die  beiden  crsten  Zahlen  haben  also  weder  mit  «,  noch  mit  b,  noch  mit  c ei  neu 
Factor  gemein , konnen  auch  nicht  durch  1 — e theilbar  sein , wenn  nicht  a,  b,  c 
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zugleich  durch  I — e tlicilbar  sind : daher  haben  jene  auch  keinen  Factor  mit  der 
dritten  gemein. 

III.  Aber  auch  der  umgekehrte  Weg  wird  offen  stehen.  Wir  haben  gcse- 
hen,  dass  eine  der  Grossen  durcl»  1 — e theilbarist:  dies  mag  c scin.  Da  man 
statt  a auch  at  odcr  use  substituiren  kann.  und  cbcnso  statt  b auch  bt  uder 
b st,  so  dttrfen  wir  voraussetzcn,  dass  a entweder  =1  oder  = — 1 sein  wird; 
wir  werden  das  erstere  voraussetzcn , da  ixn  andern  Fall  }=!  sein  wdrde  und 
nur  mit  a vertauscht  zu  werden  brauchte.  Wir  setzcn  demnach 

a — l + 3a 
b = — 1 + 36 

und 

,'r  ‘ t.  ’ * “ •’ 

= l+(tt— *)(a*+6ts)  = A 

= ~ »+(«•  — e)(a«e+6e)  = B 
=(ee-.)(a+6)  =C 

wo  A+£+C=0  wird,  und  ABC  — = (;")* 

Da  hier 

a = — % A -\-ttB 
b = eeA — tB 

so  konnen  A und  B keinen  Factor  gemein  haben,  weil  ein  solchcr  sonst  auch  ge- 
meinschaftlicher  Factor  von  a und  b sein  wfirde.  Wegen  A+2J+C  = 0 kann 
folglich  auch  C keineu  Factor  weder  mit  A noch  mit  B gemein  haben.  Hier- 
aus  folgt  leicht,  dass  A und  B und  mithin  auch  C Cuben  sind.  Denn 
wird  durch  t — st,  folglich  auch  durch  (e  — is}5  theilbar  sein  oder  a + 6 durch 
3,  daher  wird  A ~ 1,  B = — 1 (mod.  3). 

Setzeu  wir  nun 

A — a'3 
B = b'3 
C = c3 


so  haben  wir  aus  der  Aufldsung  der  Gleichung  .r1+^5+»3  — 0 
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eine  andere  abgeleitet 


x — a 


x = a' 


}/  — b' 

2 — C 

wo  = j-t-a 

(«*—*)* 


wo  folglich  c den  Factor  l — « cinmal  weniger  enthalten  wird , ais  c.  Dies  ist 
aber  absurd,  werm  c nur  durch  eine  bestimmte  Potenz  von  1 — t theilbar,  d.  i. 
wenn  c von  0 ver&chieden  ist.  Denn  durch  Fortsetzung  dieser  Operationen  wflrde 
raan  sonst  am  Ende  auf  eine  AuflOsung  kommen,  wo  r gar  nicht  durch  1 — t theil- 
bar w&re  gegen  (I). 


Einen  ahnlichen  Weg  kann  man  fflr  die  5“"  Potenzen  nehmen.  Ist  nam- 
lich  as+6s-)-c*  = 0,  so  setzt  man  b-\-c  = a,  c-|-a  = 6,  a + 4 = y,  so  wird 

0 = (2a)*+(26)a-t-(2c)i  = (6+7-a)s+(7+«-6)5+(«+6-7)s 
= (a-f-fi+y)4 — SOafiyfaa-f-fifi  + yy) 

Es  kann  aber  nicht  {a+  fi-j- y)4  = SOafiyfaa+fifi-l-yy)  wcrden,  ohne 
dass  eine  der  Zahlen  a,  6.  y durch  1 — t theilbar  sei.  Denn  wfiren  sie  alie  nicht 
theilbar,  so  mOsstc  sowohl  a-f-fi-j-y  ais  aa  + fifi  + yy  durch  1 — t theilbar 
sein. folglich auch  2(aa-+-fifi+y)')-f-2(a-(-fi+y)(a-f-fi  — 7)=  (2a+fi)’4-3fi6, 
was  uumOglich  ist. 

Man  kann  dies  auch  so  darstellen.  Ist  a4+4s-f-c>  = ®.  so  wird 

t (a-f-6-f-c)1  = 5(ft-f-c)(c-J-a)(a-|-4)  [(a+2i-f-  3 c)*  — (—  3 (a+c)* — 8 (o-f-4-f-c)c] 
= 5 (6 + c)  (c + a)  (a  6)  [( b — c)*  3 (6  + c)*  + 4 (a  -f  - b -f- c)  0] 

4(a-+-6-4-c)5  + 5ai!>c[(6 — «)*-+-  8(6+c)*]  = 5(a+44-c)|.  . . .| 

Uebrigens  wflrde  der  Beweis  dem  vorigen  sehr  Shnlich. 

Versucht  man  aber  denselben  Gang  bei  den  siebenten  Potenzen , so  gelingt 
es  nicht  zu  beweisen , dass  bei  einer  gegebenen  AuflOsung 
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a7  + 6’  + c7  = 0 

nothwendig  eine  der  Grossen  a,  b.  c durch  7 theilbar  sein  mflsse.  Es  folgt  nem- 
lich  nur 

(a  + 6 + y)7  = 5a6y  j 3 (a*  — — f- y* ) — J-  ^(aadS+aayy-J-fJSyy)) 

welches  bestehen  kann , ohne  dass  a,  6,  y durch  1 — e theilbar  wiire. 

Hoffentlich  wird  sich  indessen  dies  in  Zukunft  aus  der  Natur  der  Determi- 
nanten  und  der  Einheitszahlen  ableiten  lasscn. 


[II.] 

BESTMMUNG  DER  NACHSTEN  GANZEN  ZAIIL. 

Es  se  i **=!,«»  = a -)- 

2 a — b — e =s  A- f-a 
26 — c — a = ii-f-6 
2 c — a — 6 — C+y 

wo  A , ii,  C ganze  Zahlen ; a,  6,  y positive  echte  Brflche  sind  Man  hat  danu 
A+B+C+a- l-6  + y = 0 

also  drei  Falle  zu  untcrscheiden : 

I.  a-J-6-f-y  = 0,  folglich  a — 0,  6 = 0,  y — 0 

1 , A = B = C (mod.  3).  Hier  ist  m selbst  eine  ganze  Zahl. 

2,  A — B = B — C=  C — A ~ + 1 (mod.  3).  Hierist  m ± . t"  eine  ganze  Zahl. 

II.  a-J-6-f-y  — t. 

Hierist  A-\-Bt-+-  C**+  1 
.A-f  Bi-fCtt  + c 
A-\-Bt-\-  Cze-f-et 
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XACHLASS. 


jedes  durch  1 — t theilbar . und  eine  diescr  Zahlen  durch  3.  Der  Quoticut  oder 

, a — 8t-rct 

m H 

1 3 * 

die  gesuchte  ganzc  Zahl. 

III.  a+C+y  = 2 

Hier  sind 

A-\-Bt  + Cee+ee+1 
A+^6+Ces-f-l  + E 

durch  1 — « und  eine  dieser  Zahlen  durch  3 theilbar.  Der  Quotient,  oder 

m | «"(«  + ««)  — « — Cc— 7t» 

ist  dic  gesuchte  ganze  Zalil. 

In  allen  drei  Fallen  liat  der  Best  die  Forni 

so  dass  x,y,  z ohne  Hficksicht  auf  das  Zcicheu  kleiner  ais  | und  ^ -f-y-J-  c — 0 
ivird.  Dadurch  wird  aber  notliwendig 

*x-{-yy-\-zz  — Ixx—iyz  — 2yy— 2 xz  = %zz—  2ay<f 

weil  von  den  drei  GrOsscn  x,y,  z nothwcndig  zwei  eincrlei  Zeichen  haben.  Folg- 
lich  ist  der  Determinant  des  Restes 

= Q-  e.  d. 


Die  Bestimmung  der  nfichsten  ganzen  Zahl  geschieht  hequemer  auf  folgende 
Art  Es  sei  vorgegeben  o+fce  + ett  = »»,  man  setze 

b — a = C-\-y 
c — b = A-\-a 
a — c — 

wo  A.  B,  C die  niichst  kleinern  ganzen  Zahlcn;  a,  f>,  y positive  Brflchc  sind. 
Hier  sind  drei  Fiille  zu  unterschcidcn  : 
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I.  a+6+y  = 0,  so  ist  ni  selbst  ganze  Zahl 

II.  a+6  + y =1,  so  ist  die  niichste  ganze  Zahl 

Z?+(U+C)t  wenn  a der  grOsste  Bruch  ist. 

C*+(X+C)«t  6 

A-\-B  . +.des  7 

III.  « + 6 + 7 = 2.  so  ist  die  nachste  ganze  Zahl 

iJ+l  + {J3+C+2)e  wenn  a der  kleinste  Bruch  ist. 

. ((?“{“  l)S"4"(zl+*CF+-2)€£  6 

.A+.B+2  . +(4+ 1)£6  y 

In  II,  1 ist  der  Rest  6 + (6+y}e.  dessen  Determinant 

= 66+6y+77  = i~  i[(«—  6)(t  + 36)  + (a—  y)(l  + 37)] 

Nocti  einfacher  so: 

Man  ordne  dic  Brfiche  a — [a],  b — [6],  c — [c]  nach  ihrer  Grcissc : so  heissen 
sie  der  Keihc  nach  p,  q,  r.  Sind  olle  drei  gleich  gross,  so  ist  m eine  ganze  Zahl. 
Sind  sie  aber  unglcich , so  sei  t ein  bcliebiger  Bruch  zwischen 

p und  q,  jenachdem  q — p am  grosstcu  ist 
q und  r r — q 

r und  l+/>  1+j» — f 

Sodann  ist 

[a — fj  + [6 — <]g+[c — t]&e 

die  nachste  ganze  Zalil. 


50 
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[ni.] 

Es  sei  t*  — I 

a-^~bt  — Ctt  4~d£*  + «6*  — ^ 

«+ft€— ,+ce_,4-rfe-,+ee-*  = <7"" 

(a— 6)’4-(6  — c)’+(c— d)*+(rf— «)*+i>— a)’  = 1p 
[a-cY+ib-dy+ic-ef  +{J_«}*+(e_i)*  = 2/>" 

qq“"  = —pt — p"tt — j»V — j»V  = P' 
q"qm  — — pt  s — pt*  —pii  — j»eJ  = P" 

Determinant  = P'P”  — — PP~\~  'iPP' — /'V* 

Mensura  = 2 p'4~  1p"—  2 P’4~  2 P” 


= 5(aa4-i64-cc+^^+*«)  — (<*  + ^ + c+rf+«)s 


Multiplicando  per  1 — t fit  mensura  nova  = 8 p' 
HSchste  Mensur  = + = 4,472  \/D 

Modulus  = 1 — 6 


Also 


1 — t = x 
t — 1 — x 
tt  — 1 — 2x-t-j:,r 
61  = I — 3x4”3xx — i1* 
t*  = 1 — 4jr4-0arj?  — ia?-\-x* 
~ — 4-f-fi^ — 4xx4--*'1 

~ = n rnod.  (1  — f) 

e*s  1 — nx  mod.  (I  — e)* 

(«  + «»)"  = >+»•*•*  mod.  {1  — e)s 


Also  eiue  Zahl,  welchc  ~ 1 mod.  (1  — s)*  kann  nur  danu  eine  Einzahl  sein, 
wenn  sie  zuglcich  = 1 (mod.  5). 
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(IV.] 

EINIGES  fBER  DIE  MENSUR  DER  ZAHLEN. 

E»  sei  s"  — 1 , n 1’rimzahl 

m = n + ae-f  aa  + a'V+  . . . — fi 

fi.fa.fi* . . .yv-1 

fi.fi"-1  = — i'(6+r,)-{’!e,+r!)-n6>+0  • • • 

so  ist 

2 A'  = («  — a')5  + (a' — a")5 -(-  (a" — etc. 

24"  = {a  — «'')’+{«' — «"’)*+  («’ — »’’}*+  etc. 
etc. 

hier  sind  also  4',  4”,  4”.  . lauter  positive  Grossen;  sie  heissen  Partialmensuren 
von  tti , so  wie  ihre  Summe 

A'-j- 4”-j-  4"+  etc.  = n[a  a — |—  <**«'—}—  aV-f-  . .)  — etc.)* 

die  Generalmensvr.  Setzt  man 

fi.fi*-'  =.  e,  fa.fi*-1  = c etc. 

so  ist 

c'+c"4-c"-f  etc.  +c*("-1)  = 4’+4"4-4"+  etc.  +4*("_‘) 
c'(i+i*-')+  c"[a  + t*-s)+ c”(6*+  etc.  — 2(4’+4"+  4“+  etc. +4!("_,))  — aA' 

e[ 2 — 8 — i*—')  + e"(2  — ii — e"-1) + c”( 2 — i*—  i*-*)  etc.  = n 4’ 

b’>~  (nT))*1',  b-+b“+b"+  etc.  D*^ 

Ist  allgemein 

fi.fi*-'  ~ A+At+A"ii  + Amfx+  . : 

so  ist  die  Generalmensur  — — A — A' — A" — etc.  -f-  n A 
Mensur  von  (1+8)/*  ■ ■ - A' = 4 A — 2n(/l  — A')  = 4 A — 2w4' 

Ist  a+a’+o"+  . . = 0,  so  ist  A — »(fl«  + aV-|-B'o"+etc.) 

und  ist  A-\-A'-\-A"-{~  • • ■ — 0,  so  ist  A =nA,  A’  — n(2A-\-2A) 

Ist  also  einer  der  CoCfficienten  A,  A " etc.  negativ  und  absolut  grosser  ais 
j .,4,  so  lasst  sich  die  Mensur  salvo  determinante  herubbringen. 

50  * 
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[V-] 

Solite  sich  bestatigcn,  dass  jede  Einheitszalil  bloss  aus  Factoren  von  der 

Fom 


zusammengcsetzt  wflrc , so  wftrde  folgender  Satz  bewicsen  scin : 

Ist  f[t ) eine  Einheitsxahl , so  ist 

/&  = *» 

/(«-) 

Auch  ohne  jenen  Satz  vorausxusetzen , ist  der  Schlasssatz  leicht  zu  beweisen. 

Es  sei 


so  ist 

Fe.Ft-*  = 1 


woraus  mit  Hfllfe  der  lehre  von  der  Mensur  leicht  gefolgert  wird,  dass 

Fs  = +t* 


Das  un tere  Zeichen  ist  aber  unmOglich,  weil  sonst  ft  durch  1 — t theilbar  sein 
mflsste. 

Dass  der  Determinant  einer  von  0 verschiedenen  Zahl  nicht  = 0 sein 
konne,  liisst  sich  leicht  beweisen.  Wenn  der  Determinant  durch  m theilbar  ist. 
so  ist  die  Zahl  selbst  durch  1 — e theilbar;  folglich  wenn  der  Determinant  durch 
mm~ ' theilbar  ist,  muss  dic  Zahl  selbst  durch  m theilbar  sein.  Welches  absurd 
ist,  da  beini  Det.  0 dic  Zahl  crst  salvo  Det.  so  oft  durch  m di  vi  di  rt  werden  kiinnte. 
bis  sie  nicht  mehr  theilbar  wiire.  Der  erste  Satz  aber  erliellt  so.  Es  sei  die  vor- 
gegebene  Zahl 

etc.  = a + i-f-c  . . mod.  1 — ■ 
also  Determinans  = mod.  1 — «. 
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[VI.] 

Ks  sei  e”  — 1 

fi  = a — {—  b £ — c fi  £ — f-  d 6*  — f-  ctc. 
m = Determinans  dieser  Zalil 

jt  = /ee./ej.  . ./e—'  = A + Bt-\-Cti-\-  ete.  = Ft 

Der  Zalil  ft  eutspricht  eine  Wurzcl  der  Congruenz  jt"  = t (mod.  m.)  Es 
sei  dieselbe  r.  Man  hat 

n.A=Fl-f-  Fe-+-  Fi £+ . . 

nB  = F\-\-i~x  Fi-\-i~*  Fii-\-  . . 
nC=  Fl-\-a-*Fi+i-*Fet+  . . 
ctc. 

also,  da  Fee,  Fe*,  Fe*  etc.  durch  /e  theilbar  sind, 

ttii — F 1 — e(»J3 — Fl) 
nA — Fl  — ee(«C — Fl) 

„A—Fl—-ta{nD—Fl) 

etc. 

alie  durch  /e  theilbar,  oder  auch 

n{A  — B)—  e«(B—  C) 
n(B — C) — En(C — D) 
etc. 


durch  fi  theilbar;  folglich  [wenn  fi  durch  1 — E , und  Fi  durch  eine  ganze 
reelle  Zahl  nicht  theilbar  ist] 

, A-B  B—  C C—D  . . . fr. 

i — s — C — C — D — D — E etC‘ 


Digitized  by  Google 


BEMERKUNGEN. 


Die  hier  unter  der  gemeinsamcn  Ueberschrift,  zur  Theone  der  complcxcn  Zahlen,  xusummengestclltcn 
1'ntersuchungen  bilden  zerstreute  Notizenin  der  Handichrift.  Sie  enthalten  dio  vresentlichcn  Momento  dos  Bc- 
weises  vom  F»:a*ATSchen  S&tze  far  die  dritte  und  ftlnfte  Potcnx.  Dio  aus  dritten  Wurwdn  der  Einheit  zusam- 
mengcsclzton  Zahlen  sind  in  uiivollstludigen  hier  nicht  abgedruckten  Aufzeichnungen  aowohl  mit  Hlilfe  der 
Theorie  der  biniren  quadratischcn  Formen,  aU  auoh  der  Kreistheilung  untersucht.  Ilei  (ielegenheit  der  Au- 

wendung  der  letxtcro  und  rwar  sr&hrend  dor  Ausarbeitung  der  Abhandlung  Disquisitionum  cirea  aequatirme» 

x"  —I 

purus  ulterior  evolutio  ist  noch  dic  ternire  cubische  Form  aufgcstellt , in  wclcho  27 — fur  eine  Prim- 

zahl  n 1E.  1 mod.  3 verwandelt  vrerden  kannf  und  zuglcich  die  Theorie  der  Compoaition  der  mit  jener  Ter- 
wandtcn  Form  X*  -f  m Y*  + m w Z * — 3mX  YZ  enlwickelt. 

Dic  in  den  Unlersuchungvn  des  BruchslQck  [1]  vorausgesetxte  Eigenschafl  der  aus  dritten  Wurzcln 
der  Einheit  gvbildetcn  ganzcn  Zahlen , dass  jede  nur  auf  Kine  Weite  in  Primfactoren  zerlegt  werden  kann, 
ergibt  «ich  aus  dem  ErcuDiachcn  Vcrfahrcn , die  gemeinsamen  Thciler  xweier  Zahlen  tu  bestimmen,  wenn 
dabei  der  unter  [II]  abgeleitete  Satz  uber  die  n&chste  ganze  Zahl  fur  irgend  eine  vorgegehene  Brucluahl 
in  Anvendung  gcbracht  wird. 

Daas  dieselbe  Fundamentaleigenschoft  auch  den  aus  funfien  Wurzeln  der  Einheit  rusammengosctzten 
Zahlen  zukommt,  folgt  daraus,  dass  der  n&ch  einer  ganz  analogen  llegel  wie  in  [11]  gebildete  Bruchresl 
entwedor  von  m oder  doch  von  m raultiplicirt  in  eine  geeignetc  Kmheitszahl  H so  beschaffen  ist,  das*  er 
durch  Subtraction  von  der  vorgegebenen  Zahl  m£  eine  ganze  Zahl  entatohen  llssl  und  dww  sein  Deter- 
minant die  Einheit  nicht  ubertrifft.  Die  Einheitszahlon  lassen  sich  aber,  wie  in  [111]  angedeutet,  aus  der 
Theorie  der  biniren  quadralischen  Formen  vom  Determinant  s in  Verbindung  mit  der  Zerlegung  irgend 
einer  rcelleti  Primtabl  in  vier  Faetoren  (z.  B.  1 1 = Det,  {2  -f  t) ) ablcitcn , nemlich  aU  Producte  der  Po- 
lemon von  « und  1 + 1. 

Scunuxo. 
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DER  PRIMZAHLEN  VON  2 BIS  997  AL8  RESTE 
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AUF  DIE  PRIMZAHLEN  VON  3 BIS  503  ALS  THEILER. 
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ZUR  YERWANDLUNG 


GEMEINER  BRUCHE  MIT  NENNERN  AUS  DEM  ERSTEN  TAUSEND 


IN  DECIMALBRUCHE. 
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NAC1ILASS. 

3 

(«)••*>  (*»)--  3 

7 

(q)..  418571 

i 9 

(1).  .*!  <3)  - - * S (♦)  - - 7 ! (s)--Ji  («)••> 

11 

(«)••«<>  {»)••*}!  (3)“ »7!  (4) * • S4 ( 

*3 

(1)..  6153841  (0)..  769130 

i 17 

(0)..  5881551941  176470 

19 

(O)..  5263157894  73684210 

*3 

(0)..  434781*086  9565117391  30 

27 

(l)..740;  (1) * . 481  i (3).  .9615  (4).  .915!  (5)  . .8315  (0) . . 370 

29 

(0).  .3448175861  0689655171  4>3793<o 

3i 

(i)..  4838709677  419355  (0)..  3115806451  61190 

37 

(»)••!$•»  (»)..7S*I  (3)  - • 7«3 « (4)  • ■ 9*8 ! (5)  ••5941  (6). .9711  (7). .864!  (8). .314!  (9)  . . 6>I  | 
(10).  .108;  {1O..54OS  (0)  . . 170 

4» 

(1)..  46341  i (i)..  78048  i (3)..  681911  (4). .09756!  (5). . 58536«  (6).  .51*191  (7)  ••073*71  (o)**  H39o  | 

43 

(l)..  5116179069  7674418604  6;  (0)..  1315581395  3488371093  0 

47 

(|)..*I27659574  468085IO63  8297872340  4255319148  936170 

49 

(0) ..  1040816316  5306111448  9795918367  3469387755  10 

53 

(1) ..  9056603773  584!  (l) . . 5471698113  1071  (3)..  1164150943  396!  (0) ..  1886791451  830 

59 

(O)..  I6949I5254  237»88l355  9322033898  305C*47457  6»7Il86440  677966IO 

61 

(0). . 1639344161  1950819671  1311475409  8360655737  7049180317  8688514590 

67 

(i).  .7910447761  1940198507  4616*65671  641  [ (0)..  1491537313  4318358108  9551138805  970 

7* 

(i)..  7323943661  97183O9859  I$4929S774  64788;  (0)..  14084507a4  2253521126  76O56338O2  81690 

1 73 

(*) ■ • 68493150!  (1). .41465753 : (3) ■• 11318767;  (4).. 61643835 ; (5). .0*119178;  (6) .. 41095890 
(7>- -°547»45»>  (*)•■  »7397»*o;  (0).. 13698630 

| 79 

(1) ..  6708860759  49)1  (»)..  4556961015  316 ; (3)..  »151898734  177!  {«)  ■•  1405063191  139! 
(5)..  9746835443  037!  (0)..  1165811784  810 

81 

(1).  .358014691 ; (»).  .938171604;  (3)..  310987654 ; {4)..  530864197  i (5).  .8395061711  (0) ..  113456790 

1 'i 

(1)4.0240963855  4216867469  8795180722  8915662650  6; 
(0)4.1204819277  1084337349  397S9©36*4  457*3*3*53  © 

*9 

(i). . 3707865168  5393158416  9661911348  3146067415  73031 
(0)..  1113595505  6179775180  89*8764044  9438101147  1910 

| 97 

(0)..  103092783$  0515463917  525773*95*  76*8*&5979  3**443*9*9  6907*16494  845360824?  4**6804123 
7113401061  855670 

! 101 

(1)  . . 1980;  (1).  .39601  (3J  ..7910;  (4). .5*411  (5).  .1683;  (6).  .3366;  {7).  .6731!  (8)..  34651  (9).  .69301 
(lo)..3*6ii  (it)  ..77111  (11). .5445;  (13). .0*91;  (14) . - 1781 ; (15)-  • 3SHl  (16)..  7118  i 
(17). .4157!  (18). .8514!  (19). .70191  (10).  .40591  (11).  .8118;  (11). .61371  (»3)..»47S> 
(14)  • • 493°  i (0)  . . 0990 

103 

(1) . . $825242718  4466019417  4757***553  398©»  (»)..  49$*4S63*0  6796116504  8543689320  3883 
(0) ..  0970873786  4077669902  9116213592  2330 
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VERWANDLCNG  GEKKDIEB  BBICHE  IX  DECIMALBRtfCHE. 

1 107 

| (1) . . 8*78504671 

897196:6l6 

8114199065 

4105607476 

6355140186  915 

! (0) . « 0934579439 

1513364485 

9813084111 

1495317*0* 

»037383177  570 

i 

(0)..  0917431  >9» 

6605504587 

1559633017 

511935:79* 

1651376146  7889908256 

8*07339449 

5411844036 

6971477064 

IIOI83486I 

38531110 

”3 

(0).. 0684955751 

1113893805 

3097345*3* 

-433*1*3 '8 

5840707964  6017699115 

04414-7876 

lC6t9469b<2 

65486:1566 

3716814159 

19103539*1 

30 

111 

(1).. 8915619854 

71074380l6 

511  (i).. 1396694114 
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Hochzuverehrender  Freund! 

Die  gfltige  Mittheilung  Ihrer  Bemerkungen  ilber  die  Frequenz  der  Prim- 

zahlen  ist  mir  in  mehr  ais  einer  Beziehung  interessant  gewesen.  Sie  haben  mir 
meine  eigenen  Reschtif tigungen  mit  demsciben  Gegenstande  in  Erinnerung  ge- 
bracbt,  deren  erste  Anftnge  in  eine  sehr  entfcrnte  Zeit  fallen,  ins  Jahr  1792  oder 
1793,  wo  ich  mir  die  L AMBERTsche n Supplemente  zu  den  Logaritbmentafeln  angc- 
schafft  hatte.  Es  war  nocli  ehe  ich  mit  feineren  Untersuchungen  aus  der  hohern 
Arithmetik  mich  befasst  hatte  eines  meiner  ersten  Geschfifte,  meine  Aufmerksam- 
keit  auf  dic  abnehmende  Frequenz  der  Primzahlen  zu  richten,  zu  welcliem  Zweck 
ich  dieselben  in  den  einzelnen  Chiliaden  abzahlte , und  die  Resultate  auf  einem 
der  angehefteten  weissen  Blfitter  vcrzeichnete.  Ich  crkannte  bald,  dass  unter  al- 
len  Schwankungen  diesc  F’requenz  durchschnittlich  nahe  dem  Logarithmen  ver- 
kelurt  projiortional  sei,  so  dass  die  Anzahl  aller  Primzahlen  unter  einer  gegebenen 
Grenze  n nahe  durch  das  Integral 

r dn 
«*  log» 

ausgedrflckt  werdc,  wenn  der  hyperbolische  Logaritlim.  verstanden  werde.  In  spa- 
terer  Zeit,  ais  mir  die  in  VeoVs  Tafeln  (von  1796)  abgedruckte  Lis  te  bis  400031 
bekannt  wurde,  delmte  ich  meine  Abzahlung  wciter  aus,  was  jcncs  Vcrhfiltniss 
bcstatigte.  Eine  grosse  Freude  machte  mir  ISII  die  Erscheinung  von  Cueenacs 
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cribrum . uiul  ich  habe  (da  ich  zu  einer  auhaltenden  Abzahlung  der  Reihe  nach 
keine  Geduld  hatte)  sehr  oft  einzelne  unbeschuftigte  Viertelstundcn  vcrwandt,  um 
bald  liie  bald  dort  eine  Ctiiliade  abzuziihlen ; icli  liess  jedoch  zuletzt  es  ganz  liegen, 
ohne  mit  der  Million  ganz  fertig  zu  werden.  Erst  spiiter  benutzte  ich  Gold- 
sciwidts  Arbeitsamkeit,  theils  die  noch  gebliebenen  Lflcken  in  der  ersten  Million 
auszufdllen,  theils  noch  Blrckhardts  Tafeln  die  Abzahlung  weiter  fortzusetzen. 
So  sind  (nun  schon  seit  vielcn  Jahrcn)  die  drei  ersten  Millioncn  abgezahlt , und 
init  dem  Integrahverth  verglichen.  Ich  setze  hier  nur  einen  kleinen  Extract  her: 


Unt«r 

yibt  w 
Primialilen 

Integral 
r dn 

J log  n Abweich. 

500000 

41556 

41606,4+  50,4 

1000000 

78501 

79627,5-|-126,5 

1500000 

114112 

1 14263,1  -j-  1 51,1 

2000000 

14SSS3 

149054,84-171,8 

2500000 

183016 

183245, o4-229,0 

3000000 

216745 

216970,64-225,6 

Ihre 

Fortnel  Abwcich. 

41596,9-)-  40,9 
78672.7 -|-171,7# 
114374,0-1-264.0 
149233,0  + 350.0 
183495,1+479,1 
217308,54-563,5 


Dass  1 .egendre  sich  auch  mit  diesem  (icgenstande  beschaftigt  hat,  war  mir 
nicht  bckannt.  atif  Veranlassung  Ihres  Briefes  habe  ich  in  seiner  Theorie  des 
Nombres  nachgcsehen , und  in  der  zweitcn  Ausgabe  einige  darauf  beztigliche  Sei- 
ten  gefunden,  dic  ich  frtther  Obersehen  (oder  seit  dem  vergessen)  haben  muss. 
I,kgendke  gebraucht  dic  Formcl 

n 

Io  gn—A 

wo  A eine  Constante  sein  soli,  ftir  welche  er  1,08366  setzt.  Nach  einer  Hilchti- 
gen  Rechnung  finde  ich  danach  in  obigen  Fallcn  die  Abwcichung 


— 23,3 
+ 42.2 
+ 68,1 
+ 92,8 
+-159,1 
+-167,6 


Dicse  Differenzen  sind  noch  kleiner  ais  die  mit  dem  Integral , sie  scheinen 
aber  bei  zunehmendem  n schneller  zu  wachsen  ais  dicse , so  dass  leicht  moglich 
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wfiie , dass  bei  viel  weiterer  Fortsetzung  jene  die  letztern  ilbcrtrafen.  Um  Zuh- 
lung  und  Formel  in  Uebereinstimmung  zu  bringen  mdsstc  raan  resj»ective  unstatt 
A = 1,06366  setzen 

1,09040 

1,07682 

1,07582 

1,07529 

1,07179 

1,07297 

Es  scheint,  dass  bei  wachsendem  n der  (Durchschnitts-)  Werth  von  .4  ab- 
nimmt,  ob  aber  die  Grenze  beim  Waclisen  des  » ins  Uncndliche  1 odereiuevon 
1 verschiedfne  Grosse  sein  wird,  dardber  wage  ieh  keine  Vermuthung.  Ich  kann 
niclit  sagen  dass  eine  Befngniss  da  ist , einen  ganz  einfachcn  Grenzwerth  zu  er- 
wartcn ; von  der  andern  Seite  konntc  der  Ucbcrschuss  des  A aber  1 ganz  fiiglich 
einc  GriJsse  von  der  Ordnung  sein.  Ich  wttrde  geneigt  sein  zu  glauben,  dass 
das  DiffercntiaI  der  betreffenden  Function  einfacher  sein  muss,  ais  die  Function 
selbst.  Indem  ich  fQr  jene  ~~  vorausgesetzt  habe,  wfirde  I.kokndres  Formel 
eine  Diiferentialfunction  voraussetzen,  die  etwa  , — -r  ware.  Ihre  Formel 

log«  — (A—  i) 

ubrigens  wftrde  filr  ein  sehr  grosses  n ais  mit 

n 

togN 1= 

" 1 k 

Ubereinstimmend  bctrachtet  werden  koimen , wo  k der  Modulus  der  Baioorschen 
Logarithmen  ist,  also  mit  I jmhwdrk’s  Formel,  wenn  man 

A = ~ — 1,1513  setzt. 

%k 

Endlich  will  ich  noch  bemerken,  dass  ich  zwischen  Ihren  Abz&hlungen  und 
den  meinigen  ein  Paar  Differenzen  bemerkt  habe. 

Zwischen  59000  u.  60000  haben  Sie  95  ich  94 
101000  102000  94  93 

Die  erste  Differenz  hat  vielleicht  ihren  Grund  dariu.  dass  in  Laj£bekt’s  Suppi, 
die  Primzahl  59023  zweimal  aufgeffihrt  ist.  Die  Chiliade  von  101000 — 102000 
wimmelt  in  1 .ambebts  Supplementcn  von  Fchlem,  ich  habe  in  meinem  Exemplare 
7 Zahlen  angestrichen , die  keine  Prirazalden  sind,  und  dagegen  2 fehlende  ein- 
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geschaltet.  Kflnnten  Sie  nicht  den  juugen  Dase  veranlassen,  dass  er  die  Prim- 
zahlen  in  den  foigenden  Millioneu  aus  denjenigen  bei  der  Akademie  befindlichen 
Tafeln  abziihlte,  die  wie  ich  fiirchte  das  Publikum  nicht  besitzen  soli?  Fiirdiesen 
Fall  bemerke  ich,  dass  in  der  2.  und  3.  Million  die  Abziihlung  auf  meine  Vor- 
schrift  nach  eincm  besondern  Schema  gemachtist,  welchcs  ich  sclbst  auch  schon 
bei  eiuem  Theilc  der  ersten  Million  angewandt  hatte.  Dic  Abztlhlungen  vim  je 
100000  stehen  auf  Eincr  iklein)  Octavseite  in  10  Columnen,  jede  sicli  auf  Eine 
Myriode  beziehend ; dozu  kommt  noch  eine  Columne  davor  (links'  und  eine  da- 
hinter  rechts;  ais  Beispiel  hier  eine  Verticalcolumne  und  die  beidpn  Zusatzeo- 
lumnen  aus  dem  Intervall  1000000  ...  1 100000  

Zur  Erluuterung  diene  x.B.  die  1.  Vcrticalreihe.  In  der  Myriade  1000000 
bis  1010000  sind  100  Hecatontaden ; darunterist  1 die  uur  eine  Primzahl  enth&lt; 
gar  keinc  mit  2 oder  3;  2 Stflck  mit  jc  4 Primzahlen;  11  Stflck  mit  je  5 u.  s.w. 
alie  zusammcn  geben  752  = 1 . 1 -f- 4 . 5.11  6.14  — . . Die  letzte  Co- 

lumne enthrdt  die  Aggregate  aus  den  10  einzelnen.  Dic  Zalden  14.  15.  10  in 
der  ersten  Verticalreihe  stehen  hier  nur  zum  Ueberlluss,  da  keine  Hecatontaden 
mit  so  vielen  Primzahlen  vorkommen ; aber  auf  den  foigenden  Bliittern  bekommen 
sie  Geltung.  Zuletzt  werden  wieder  die  loSeitenin  I vercinigt,  und  umfasson 
so  die  ganze  2 te  Million. 

Doch  es  ist  Zeit  abzubrechen. Unter  herzlichen  Wtlnschen  fflr 

Ihr  Wohlbelindcn 

Stets  der  Ihrige 


(iottingen,  24.  December  1 H49. 


C.  F.  Gacss. 
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2174.  2276.  2306. 

»55* 6 

2435.  »636*  2861. 

5 

»83»*  »8.34 3 

»9^9 » 

3*)-  »M » 

1 

2246.  1474.  2651. 


»7*9 

2609 

2966 


Irreg.  10 


|G.  IV  ...  . (430) (16232) 

3 2608  ..t. .........  1 

4 2020.  2077.  2212.  2242. 

2248.  2272.  2332,  2353 

19  236*.  24ia-  »515-  »54»(***) 

| 2605.  2773.  2788.  2842, 

»893  *7 

9  , 5 2032.  2073.  2074.  2101. 

2118.  2x25.  2152.  2138. 

| »173«  »178.  2202*  2230. 

2247»  »»90.  2398.  2422. 

»433-  »494*  »577*  »*4> 

2776.  2830.  2853.  1965 


2962 

. 

. I . . 

9 

2259. 

»34»*  »548- 

»357* 

6 2022.  2025. 

2028. 

2035. 

9 

2023 

2038. 

2047- 

»053. 

2427. 

2507.  2571. 

1693. 

2050.  1051. 

2067. 

2c68. 

2122. 

1167. 

2l88 

2221. 

»749* 

2779.  2911. 

2931. 

1082.  2086. 

2096. 

2104. 

2227. 

XX»,. 

U£>3 

(V> 

2972. 

21 

2x15.  2132. 

1139. 

2148. 

»457 1 

1*3*)* 

»441 

1458. 

22 

2089. 

2171.  2439. 

»567. 

H57.  »163* 

1x71, 

2223. 

2515. 

»557* 

»563 

en- 

»594- 

2798  . . . . 

6 

22J7.  2260. 

1168. 

117$. 

1566. 

»572. 

2787. 

»797 

b 

2614. 

26x5.  2837. 

* 3 

»»78.  »305 

2317. 

2311. 

2902. 

*9»3- 

=*>* 

»4 

»4 

2019. 

»>95«  »»73* 

2327. 

»338.  1358. 

1388. 

14T2. 

10 

2X64. 

2281. 

2407. 

2452. 

»37»- 

2631.  2634. 

2811. 

1 

H>3*  »4»5* 

245*. 

»475. 

»473* 

i,*;. 

2500. 

»5»7* 

»974* 

2991  . . . . 

• 10 1 

2482  2488. 

»493* 

2512. 

2638. 

2722. 

»743* 

2818. 

!»s 

2042. 

»396.  2582. 

2588  . . 

4 

,5x7.  1538* 

»545* 

»54*- 

2836 

x*57. 

19S3 

15 

26 

2642. 

2807.  2969. 

3 

»59»*  »59** 

2620. 

2629. 

11 

2x82. 

2215. 

2263 

2326. 

»7 

2051. 

8075  t*3*)- 

»252. 

2650.  2653, 

2658, 

2667. 

»374* 

2623. 

2662. 

»677* 

2291. 

»1>S(*3*)- 

2426. 

2668.  I676. 

2682. 

1695. 

ns.5. 

2863. 

29x7. 

»935  • • 

12 

»*75( 

*3*)‘  »747* 

1759* 

26984  1704. 

1710. 

»7«S* 

12 

1059. 

2098. 

2107. 

2116. 

1859. 

x*,.  (V). 

2951. 

17X8.  »715. 

»740. 

1748. 

2209. 

23<>7* 

2323. 

»395* 

i 

»957 

»3 

»75»*  »755- 

1758. 

»794« 

Digitized  by  Google 
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KACHLASS. 

28oX.  2872.  2891.  2907. 

2156.  2168.  2169.  2196. 

2100.  2112  (*2*  . 213O. 

2914.  2938.  2977*  2997  . . 76 

2211.  2225.  2229.  2316. 

2142.  2208.  2232.  2244. 

7 

2008.  2033.  1044-  »055. 

3331.  1366.  3379  (V)J 

2256.  2265.  2:89.  2296. 

2058.  2094.  2110»  2140. 

3390. 3410  {‘-."j.  1431. 

2320.  2328.  2337.  234O. 

2146.  2149«  2165»  2227. 

1450.  1466.  3484.  1499. 

4365.  1385  (V).  1397. 

2238.  2270.  2314.  2382. 

2597.  2661.  2691.  2696. 

3400  (V).  3436.  3441- 

1416-  UJI-  I438-  =497- 

2701.  2702  (*2*).  2739. 

3445. 1448  44(4. 

1501.  5509.  1533.  1536. 

2754*  2780.  l8l6.  2822. 

2465.  2470.  24" 8.  2490. 

2556-  2583.  2607.  2703, 

2824.  2825.  2852.  2873. 

2496.  2568.  2580.  2584. 

176l.  2766.  2782.  28i:4 

1900.  X993  (*3*)  . . . . 

. 39  26$!.  266$.  2688.  2706. 

2881.  2913.  2930.  2941. 

13 

2015.  2222  2453.  2469- 

1709.  2717.  2745.  1772. 

»975  • • • 37 

2481.  25IO.  2679.  2721. 

2790.  2793*  3821.  2829. 

» 

2004.  2005.  2034.  2041. 

2792.  2826.  29OI.  2984  . 

. 12  2850  {•*•).  2865.  2880. 

IO56.  1134.  II76 (*!*)■ 

14 

2114*  2144*  2162.  2274. 

2898.  2928.  2940.  2952. 

»•9»-  “3*-  »MS-  >»«(*»*). 

1314.  1354-  1384-  4429. 

4958.  4985 57 

2:86.  2292.  2298.  2304. 

2486.  2501.  XSXJ.  258?. 

5 1030.  2070.  2085.  2093. 

1311.  3J13.  I3J9  (V(. 

2744*  2768.  3774  . . . . 

• 15  2IO9.  2121.  H36.  2226« 

3343.  3350.  3356.  3454- 

*5 

2096.  2189.  2264.  228J. 

I 2288.  236C.  2394.  240$. 

2506.  2513.  2S28.  2560. 

I)!!.  2330.  2378.  240-6. 

1 3409.  141 S-  4*6<=.  4505. 

2569.  2589.  2<»01.  2628(*2*). 

1444.  1516.  1534-  1517. 

3}41.  4544-  4554.  1585. 

2655.  2674.  2686.  2733. 

2S40.  2630.  2684  2690. 

i 26lO.  l6l8.  2625.  2664. 

>74*  »775-  »7*5-  »*»7* 

2b94.  2730.  2796.  2813. 

2670.  2712.  2769.  28l4. 

3*45.  3*47.  384S(V). 

2864.  28*9 

. 22  2838.  2877.  2886.  2904. 

2868.  2884-  =944  2946. 

16 

n8c.  2201.  2336.  2546. 

2910.  2926.  2990.  3000  . . 36 

3949.  3980  {*!*) 47 

2561.  2624  (*2*).  2639, 

6 2001.  2064.  2090.  2240* 

9 

2014.  2049.  2060.  2076. 

2669.  2882.  2921.  2994* 

23OI.  2376.  2408.  2480. 

2079.  2091.  2ic6  2108. 

3996  ...  i .....  . 

• 12  2564.  2574.  2600.  2604. 

1117.  1134-  1133<V). 

i? 

1021.  2436.  1666.  2726. 

. 4 2660.  1720.  2736.  2784. 

2175.  2l8l.  2198.  2214. 

18 

3054.  3569.  14'4-  S5°4* 

2820.  2912.  292S>  2961. 

3111.  3135  3 341. 

1516.  2681.  2703.  1786. 

1964.  2976  ...  i ...  . 22 

2253.  2:66.  229$.  23004 

19*5*  29^4  

. 10  7 2024.  2120.  2210.  2343. 

131S.  3344.  1349-  1155- 

«9 

**94 

. 1 2616.  276$.  2870  ....  7 

3361.  1387.  343o(V). 

20 

3714.  1756  (■>*)•  »936- 

8 2576.  2840.  2849.  2945. 

2461.  2$22.  2355.  2581. 

4954-  49*'  • * 

• s 4960 s 

2595.  26:6.  2634.  1635 

21 

4834 • 

* > 9 2261 1 

3637.  J*4*(*j">  3471- 

Irreg.  13  (1).  6 (3).  Sa 

. . 19  lrrvg.  s (1) 

1700  (•}*).  3716.  »770. 

2778.  278l.  2795.  2806. 

• 

2S28.  2835  (*3’).  2862. 

G. 

VIII  ....  (184)  .... 

(6344)  Ci.  XVI  ....  (11) (400) 

2S87.  :888.  2890.  2895. 

2 

2002.  2013»  2080.  X088. 

2 2040.  214$.  22&3.  2310* 

2950.  2955.  2988..  2989.  . 58 

2118.  21704  22334  1177. 

2520,  2640,  2730.  2760 . . 8 

10 

2057.  2061.  2150.  2154. 

1392.  2632.  2737.  2832. 

3 4184.  1805.  1856 3 

2968  - ....  4 ...  . 

• *3 

3155  3381.  1449.  3514. 

3 

2037.  2065.  2160,  2185. 

Summa  omnium 

2529.  253:.  2596.  2656. 

2190.  2193.  2200.  2205. 

2678.  17x4.  2751.  2810. 

1220.  2:62.  2325.  2346. 

gener,  p.p.p  - 4054  oxsp.  4031,3 

1844,4869.  1871.  S?74- 

335:.  1370.  3373.  1380. 

da»»,  i'./1-p  = 37091  . . 37074.3 

2896.  2919.  2929.  2948. 

241*-  2424*  2440.  2457. 

*9“5 **> 

»472.  2485.  2508.  2$|0. 

Irreg.  18.IV).  19  {*3*)>  Sa  = 37 

ii 

213$.  2204.  2216.  2334* 

*55°*  4553.  4561.  4590. 

2364.  2421.  2489.  2492. 

26»3.  2622.  2680.  2685. 

>570-  *573«  1645-  «64*. 

2697.  2728.  XSOO.  2808. 

2649  2672.  »757«  2841. 

X86o.  29O5.  293O.  2937. 

2922.  2933.  2934.  2967  . . 20 

2970.  2982.  2992  . . . . 

* 45 

12 

2006.  2009.  2045.  2105. 

4 

2010.  2016.  2046.  2072. 

Digitized  by  Google 
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Digitized  by  Googli 


. 9U7.  9J*9t  ' 

9513.  9318.  9415.  1 
9448.  9454-  94**-  9 
95*4-  9549-  9557*  ( 

971».  9713-  9*4«.  1 
9017.  973}.  9*$W  9 
9»s6.  9353. 

943®.  9501.  95*9- 
9644.  9658.  9444.  0737. 
9775-  97*4-  9*“-  7*7*- 

99*8 . 

9033.  9051.  9063.  9106. 

9136.  9195  . 9196.  QUI. 

9150.  9474.  9345.  9331. 
9339-  9443-  9451-  95*4. 
9439.  9766.  9777.  9795. 
982:.  9882.  9904.  9921. 

9969  9978 

94I4(V).  9414 (V). 

9148  3*4*).  9454.  9JOI. 
93161*4*).  »544.9610. 
973*.  9797.  9*=7-  V>!4- 
9848.  9961.  9985  . i . . . 

9=04.  9057.  i96to.  9158. 
945«.  9303.  9410. '9544. 
9606.  9711  9854.  9893. 
9897.  9919.  9965  ..... 
9014.  9015.  9069  (*3*). 
9®MJ*3*)-  9*54-  9134- 
93*5  (*3*)>  9357-  93**- 
9376.  9385  (*/)•  9W». 
9398*  9444-  9477-  94*1- 
9495-  955«.  9*93-  967JC3’; 
9693  1*3*).  97'5-  97*3- 
9784.  98oi(*3*).  9844. 
<3873.  9894.  9910.  9915. 

9953-  9095.  9>4*.  95*5- 
9638.  9694.  9773.  9815. 
9*79-  995*.  9957-  9977 


911«.  9159-89175.  . . 
930»,  95.39.  9**1  (V). 

53*74.  9*88.  9519. 
»79,  96*1.  ,464.  , 
.9»ol.  .9115.  9131. 

^10.  9584.  9609.  <1 


46  9418.  9490.  979*.  9S14. 

9876.  9944. 4 

47  9008.  95150.  9074.  9164. 

9160  C 3*).  9369.  9374. 

9509.  9704.  9746.  9831. 

J8  »089.  9116.  9494.  9536. 

9716.  9734.  9881  (*4*). 

9946.  9980 9 

19  9445.  9449.  9617.  9674. 

9698.  9)4i • > • » 

30  9005.  9035.  9056.  9077 
9140.  91*4.  9386.  94SS 
9506.  9644.  9746.  99 J" 

9950  . I) 

31  9:91;  9884  . . 

34  9t<H(*4*).  9544-  5&#C»*) 

9665.,98o9l*4*|  . 

33  9149-  9319.  9389.  96$$. 

97«o 

34  9110.  9844-  99mi 

35  9470  • ■ • ■ 

36  9166  (*4*>.  9476.  9779  . 

37  9*54  ‘ 

38  9569'.  9701 .4 

39  9*96 

40  9554 

41  9**9 

44  9434.  9686 4 

irreg. 


Kuiimm  416 
40(*»*).  ..(V) 


3=144 


cncra  VIU.  v 

9108.  9310.  934»  93739 
9430.  9568.  96*0.  9984.  ■»  1 
9010.  94p4^«ifa.  933^ 

9417.  9594.  MC  9^45. 

9684.  9688.  9717. -97)p- 

98 ri  997*  •• 

• 9=45*  9°7>- 

. 9IJO. 

9l4f.  SII»  9>a6.  «13- 
9485.  71  ic.  9488.  930»  . 

9354.  9*08.94;:.  9*}8. 

jfe&SMSfc 

9790.  9*04.  1*10.  9I48. 

9867.  9*0.  49».  9948. 

'9»4».  9998 

947«,  9680.  '9090:  9=9). 

9174.  9456.  9341.  9381. 

93**-  9453*  946i.  95*8- 
9*33.  96*6.  9744.  9M4. 

9805.  9858.  9885.  9$66.  . 

9016  (* 4*).  9044.  9=60. 

9135.  9144.  9156.  9168, 

9184  9194.  9198.  9344. 

91*5.  9*73.  9*8®  (V). 

9485.  931* (*4*)-  934*- 
937*.  9393  - 9394-  94°°. 

9444.  9460.  9485.  9*84. 

949=.  95IO(*a’).  95*3(***) 
9537  954=>  (*:*).  9588. 
96oo(*i*).  9645.  9669. 

9704  (*4*).  9749.  97«. 

9758.  9780.  9794  (*»*). 

9816.  9856.  9860.  99^0. 

9975-  99*4  

9061.9044.0105.9114..  , 

9180.  9272. 

9390.  9*40.  9450  (*3*). 

947'.  9541-  954*.  9S5S(*3> 
9690.  9657.  9705.  9709. 

9740  (*J*)  9»15(*3*). 

9i+9(*3*).  9**9 I 

9040.  9148.  9154-  9410. 
9»3=-  9JS*.  936*.  9440. 
93li-  9534-  9594-  9**0- 
9638.  9741.  »750  979». 

984).  9834.  9918 

9006.  9149,91Tb.  9430. 

. 9309. 


. 733*-94i9. 
• 973f*  97*6- 

99** 

9041.  9063.  9141.  940«. 
9464.  9344.  9445.  9435. 
9464-  9504.  951*(*»*). 


9^56.  9681 


Digitized  by  Google 
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Eoattvi, 


'v>r>-  r»  >»•  9'7> 

95«"»  'H7°- 
y>7Vj»j*-  99JJ-  -'i  • 
91:0.  9163.  9345.  9J&- 
^♦05.  969(1.  974t  9765. 

976*.  9«o.  991».  99*5 

9009-  9576.  9660.  9*40. 

l8  . . . 1680. 


JM-.  ‘3*01.  JT4*  W*7- 
4<*2.  41».  4**7-  43*7- 
4«57.  4747*  4*67.  48**- 
5187.  5587.  5707.  5947. 
7417.  749»-  75**-  79»7- 

8001.  9667 

1197.  2361.  3622.  3862. 
4207.  4282.  54*2.  6742. 
684;.  6997.  8422.  8472. 
»4»-k>J7'9*?7-*«<=7- 


Genera  XXXII 
2 9240  . . . 


• ^TV1-0  7*795 

generum  g.y.p  4595 

«*»!>•  WE4I.9 

Irreg.  21  (*2*).  3*nr?  - - ■ *3 
Quotiens  maximos 

1,729662  e*  9434-  IV,  42 
minimus 

<?*  9fcj  lV\-A 
Multitudo  dfcUium’.  ; 
minor  quaftt  srmitsi*  rtulki*  i 
minor  quam  radix  « ’fjt.  > 
maior  «emissi  $ 
maior  radice  « i 


Digitizediby  Google 


Illj4 


3.. 114. .3979 

••"4--J99* 

. , 114. . 3984 
...341.11939 
Cla«*us  impr.  4049 
Propriae  oim  improprii* 

1X596  exsp.  18418,61 

— 


11311 

iK  1*497  

39  9533.  11711  

30  10027. 11  riti. 11602. 11947 

35  **33»  v • <-  . 

34  • • « • 

(9688) 


6757- 


lOjn. 


fio*.  1341.  iToa.  loti, 
xi ji.  3421.  3081.  3367. 
3385-  3397-  3817*  39** 
4102.  4341.  5371.  5377 


8917. 

10417. 10492. 

11452.  41 90J 


Digitized  by  Google 


H9 
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DETERMINANTES  NEGATIVI, 

POSITIVI. 

Determinantes 

Determinantes 

Centas 

1. 

Centas 

3* 

negativi. 

positivi. 

Excidunt  4. 

0. 1 

G.  I 

■ ■ ■ (.0 

1 

133.  241.  177. 

U in  Ccnt.  Quotiens 

Centas  1. 

I 

109.  113.  123. 

1*1,  193 

I i max.  i, 171998  ex 

det.  89 

Excidunt  delerminan- 

137.  »49-  157. 

3 

«9.  157.  169  : 

I min.  0,36x6118 

5» 

tes  quadrati  10. 

173.  181.  193 

X 

*.4359»7 

194 

3 

101.  197 

G.  II 

0,1349781 

163 

G.  I ....  (11) 

1 

201.  202.  206.  j 

21 

1,685723 

1141 

1 2.  5»  *3- 

G.  II. 

■ • • (41) 

111.  212.  H3. 

0,2808228 

**43 

17.  29,  41. 

s 

XO3.  106.  IO?. 

214.  217.  218. 

*3 

!, 64584« 

2246 

55.  ‘i.  73. 

to8.  116,  117. 

,19.  136.  137. 

0,1913654 

2293 

89. 97 

118.  122.  124. 

139.  242.  243.  i 

*4 

1,479*7® 

1569 

3 37 

117.  128.  129. 

244.  245.  *49- 

0,2897240 

*335 

131  »33-  *34- 

150.  151.  153. 

*7 

'.6445515 

2609 

G.  11 (}.) 

139.  142.  151. 

261.  261.  263.  1 

0,1895883 

2683 

1 J-  6.  7. 

153.  158.  161. 

265.  168.  171.  j 

18 

«»55»7o75 

1789 

8.  10.  11. 

162.  163.  164. 

278.  283.  184. 

0,3030216 

2788 

12.  14.  18. 

166.  167.  172. 

291.  297.  298 

*9 

1,577*996 

1854 

19.  20.  It. 

174.  177.  179* 

2 

205.  121.  174 

0,197471» 

1893 

22.  23.  l6. 

185.  188.  191. 

3 

I23.  1X6.  254. 

3° 

1,604748 

1939 

17.  18.  31. 

199 

29I 

0,1936893 

2968 

3»-  33-  3»- 

1 

145.  146.  178. 

9» 

1,684117 

9026 

43-  44-  45- 

194 

G.  IV 

0,1835515 

90*7 

46.  47-  5<=- 

3 

141.  148.  189 

1 

lOJ.  104.  207. 

91 

1,586777 

9176 

5*-  54-  57* 

215.  216.  222. 

0,2717044 

9»  57 

58.  59.  61. 

G.  IV 

— (40) 

228.  130.  131. 

93 

1,660820 

9281 

65.  67.  68. 

1 

102.  104.  105. 

13«.  l}8.  146. 
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. 697.  798.  818,  1303.  i8»8.  3141.  33J3-  8393.  17766.  36673*.  A 

6634'.  7 

1-00.  74043.  173931.  1771*4-  508919.  6*3981. 

635786.  1478518.  1809305-.  3014557.  6367151  ■ 

18975991.  19378*912.  201129581.  11*9376182 

1 109  | 33.  76.  142 

251.  294.  36O.  512.  621.  90S.  94$* 

. 1057.  n*3- 

1919.  1801.  3511.  3957.  5701.  6943.  8578.  9198'.  j 

7) 
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15075.  19**8.  4c*»8.  5*9*7-  86145.  8*868.  10614*-  160590.  161*51".  219601.  5*9163.  464307.  601553. 

*C_J®3493-  1*43007.  119*66*.  5033696.  16*613905.  1*4*6163»* 

113  »5.  9*.  ii*.  437-  693.  776.  9*9-  *°3*-  1 34* • »567*-  *597-  3*49-  3405.  4535.  66*1.  690*.  7443.  77**-  97<>3* 
11351*.  13545.  14«4=>.  »7*9*-  «9534-  1*907-  34367.  43633-  5753*-  67533.  * 36i93*-  *9*4°7-  18601*.  411787. 
5x0463.  566793.  567913,  151*649.  1615463.  1814157.  1177387*.  1457057-  3801448.  7691443-  59983*943 
IJ7  37.  too.  174.  237.  912.  »407.  1607.  1955,  101*.  44*4*-  59i8.  "l6l.  9901.  10311.  11471.  13151.  199CI.  21131. 
1*312.  30103*.  40517.  490X3,  514*1-  5=57*-  6*463.  90657.  93197.  101343.  109637.  11737»*-  145046.  1*0943- 
! n*c68.  25663».  41)4607,  500150.  72106*.  89916*.  1477034.  3370434*.  40794*6.  9639557 

149  44-  »05.  «93.  4°3-  7<5».  »087.  114*.  1744.  1*32.  1893*.  5767.  6065.  6K9S.  9133.  10*33.  14646.  1X43».  *93»6. 
20457.  12*57*.  1433*-  =55=3-  28105.  28*61.  32973.  37057.  39°*i-  41658.  80*01.  83:47*.  84141.  93010. 
11*4*2.  143382-  *4$i3*.  * 89782.  191807.  208048.  261433.  307939*.  309070.  4095 5-.  447344«  534568.  5**459- 
700107.  1010017.  1379713.  2680168.  6151956*.  66563*:.  96*9961.  32944452.  5*505593 
157  »8.  129.  185.  342.  443.  499-  757-  *ii8.  1385.  2013*.  2540.  2697-  3**4.  35*3-  3740.  45*1.  5052.  6152.  7093. 
14573'"-  *65*3-  *‘>651-  »4**.  25461.  388u;.  41319.43932.  54193.  6-852.  71564*.  7*6:9.  8*733.  *»7*§»* 
119553.  180107.  *»4*33.  210195.  211765.  249503.  263317*.  267657.  703175.  780261.  811447.  1131527. 
»4*3443-  161**55.  »664957.  1954107-  1943783*.  3*39557.  3474693.  4218932.  446667*.  477355?«  59826-0. 
631576».  954876*.  15165443.  16000778*.  299152491 

173  80.  93.  153.  599.  771.  785.  945-  **<8-  1477-  1813*.  3107.  4431.  5=83.  5443-  596»-  8424.  12**2.  1306».  1314*. 
1815**.  191*3.  11705.  31751.  31158.  46444.  46617.  48187.  51115.  81749.  89361*.  102163.  136404.  159772. 
1741x8.  194718.  101106.  251103.  281897.  322392.  383807*.  518734.  617391.  1000193.  1024140.  1068182. 
1351742.  1750507.  1766693.  2353918.  1733307*.  3*36570.  3815076.  4650839.  96143*2.  10318193.  11131086. 
12514913.  11750353-  14698000.  16317167*.  13747457-  44310918.  53365057.  75505943.  11x530944.  317012132 
1*1  19  161  100.  343.  su  743.  924.  1067.  1467  loio\  2191,  2515.  345».  3782.  5087.  8307.  9431.  10298.  1391*. 
14318".  14778.  15683.  27493.  35857.  3744*-  44507.  47403.  1X17*1.  II7307.  «48582*.  «55317.  »57308.  *6iO!4. 
181343.  181743.  *9°393*  216676.  221382.  287128.  289:38".  298307.  331068.  3*5691.  53*275-  548650  78356». 
»48871.  936513.  1059193.  1067157*.  1139557.  247*7*7.  447591*,  1484968.  2959007.  3800438.  3931663. 
40:0300  7620661.  8081211*.  8571779.  12477035.  15986:91.  20198495.  24180X0-.  34602875.  167207057. 
2118:3957  1112115023.  1971354082".  14033378718 

193  81.  112.  467.  660.  853.  1239  1270.  1432.  1818.  2042*.  2428.  2621.  3362.  4317.  4906.  4937.  6481.  9152.  9761. 
i=433*.  *3043  »494».  24**6-  »5943-  3°°»7*  18316.  45050.  477*3-  545°7*  7538=*-  *°593-  81141.  83071. 
88668.  88699.  8947*  »37883-  »4*743«  236151.  163557*.  265841.  444753.  606385.  6:3888  662843.  671717. 
793911.  90-567.  1306143  »373307*.  1387103.  1518057.  1909461.  1036069.  1050706.  2052057.  2126007. 
I 3025001.  3911450.  6356150*.  6817837.  9407318.  121042733.  18550782*.  8193535810 
197(14.  183.  in.  4«8.  577-  999-  **96-  ‘393-  »9*4.  4153*.  2350.  2547.  3*66.  3531.  4545*  7697.  8457.  9667. 
I 11018.  »4958*.  »6928.  19*23.  *99«*.  20080.  15793.  260*8.  32885.  33307.  40568.  4**87*-  4=932-  44’13» 
5«>5*-  S4358-  9°=*=-  99891-  * 048*8.  «33749-  *J77*9-  «48*58*-  150521.  232643.  247643.  292362.  403639. 
418048.  465525.  465694-  5*6455.  704683*.  79*53*-  83*90=-  9**«**-  «03*6:5-  >049*33-  * 0*9593-  »»9*941. 
i »264557-  «402231.  3637197*.  3894873.  4697282,  4751232.  620X047.  6829610.  6981694.  7138478.  8809432. 
! 10669731.  18378313*.  22866693.  31011557.  34436768.  45500682.  956655-8.  317742693.  830426722. 

I 1182794079.  395508092: 
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9 
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59 
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829 
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11 
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61 
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>3 

»73 

63 
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4*9 

5**3*37-73 
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13.29.41.197 

=9 
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81 
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.211 
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*3 

61.113 

=*3 
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1011 
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=3 
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99 

5-37*53 
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=5 
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XOI 
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l *7-**3-*49 

1047  ■ 
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=9 
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m 
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»7.41.73.109 

3* 
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2677  ! 

*7-*7-»J7-*S* 

29929 

5.13.17.61.97.137 

317039 

3039  I 

5.5.13.157.181 

3MS* 

5-37.149-181.197 

34*95- 

3339  1 

5-5-41.73.149 
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13.17.l7.4I.6l.109 

349*55 
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3377  1 

i3.61.73.197 

| 3«J9 
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1 3*79" 
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29.53.89.101 

1 37579 
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, 396785 

3749 

5.17.37.4***09 

44301 

5.13.37.53-89*73 

40*4*9 

4021  ' 

S-t-.3-.53.97 

47389 

5-5-53.97.t01.173 

4664*9 

4123 

17.29.29.19.41 

47761 

5-5-5-5»*7-*7-73-*7J 

5*3235 

4215 

13-73.97.n3 

4*829 

5. 17-37-4*. **3-*57 

$67629 

4761 

5.5.5.13,13.29.37 

49*  >1 

13.53. 101. 181.197 

5*2997 

49*9 

$-5-5**3*«7.«7-5S 

579*9 

5-5-5.53.5j.s1.157 

58848, 

5041 

5.13413.17.29.61 

63911 

5.5.13.13. 17.29.37.53 

628261 

5567 

13.17.17.73.113 

66361 

3.5.41.113.193.197 

634205 

5573 

29.61.97.181 

7901» 

5.5.5.5.13.89.89.97 

‘37*55 

5717 

15.15.4t.55.s9 

-9871 

5.29.37.61.101. 19J 

*34l‘7 

5821 

5-i}-J7.7J>95 

8148- 

'j-1j-73.73.7j.101 

84O42I 

6061 

5.5.13.17.61.109 

81669  1 

5.13.19.113.1-73.181 

851929 

6261 

5.5.5.53.61.97 

8648- 

1 1-.17-4M1J9.173 

922769 

e,*, 

S-5-S-53-73-101 

91587 

r-19-19.j7.101. 157 

966391 

7519 

5.17.75%97 

95963 

13.13.41.89.109.137 

ioi9353 

7745 

IJ.‘1.J7.J}.1*< 

99011 

5.5.5.5.5.13.19.53.157 

1165689 

*C49  "5-17-S3-73-19? 

994-’? 

17.29.j7.41.73.181 

1230349 

*579 

5.29.53.61.157 

108111 

5-5-13.17.97.n3.193 

1299241 

8879 

$.29.4189*149 

110211 

j-s-i  j-j7.73.101.r37 

* 34 »429 

987>1 

5.I7.7J.UJ.I37 

114611 

,5.5.13.13.89.1*1.193 

1362611 

98*7 

17.3-. 37.41. 101 

115983 

> 3-17.37-61. 149.181 

U939** 

9947 

Tj.lf.j7.lj7 

117181 

5.29.61.89.101.173 

1499001 

10039 

5S*>J-*7*7*9-37 

128359 

5-13.17.19.53j9.109 

1780489 

■>3*3 

: 3-.109.193-197 

139701 

5.13.53.149.193.197 

1996199 

126C>5 

| i7.37.4i.6l.lOl 

140489 

5.5.5^1.113.173.197 

2028211 

12815 

13. 13.41. 137.I-3 

140871 

5.13.17.37.61.73.109 

2050005 

*3*5* 

' 5.17.IOI.II3.181 

142047 

19.2941.57.61.181 

2159739 

13489 

5 5-5-5-5-5-5-*7  *37 

148939 

5.5.19.19-3^7.149 

33763** 

«3507 

17.17.41.89.173 

* 83739 

5.5.5.13.19.41.101.173 

3666653 

14261 

5.5.5.89.101.181 

191279 

5.13.13.19.73.113.181 

3872099 

14901 

5.13.13.13.17.29.41 

203091 

5.17.17.41.61.101.113 

4370*** 

16041 

5.-3.89.89.89 

205111 

5.5.13.73.97.101.181 

4490*49 

20511 

5. 5. s-ij. 17.97.157 

206707 

19.37.5j.61. >09.113 

470571* 

20769 

5--9.37-37.41.53 

20717* 

5.13.17.29.89.101.149 

5**5339 

20S75 

13.19.53.113.193 

211221 

5.13.13.37.61.149.157 

547*4*1 

21139 

5-s.17.37a57.i81 

H8179 

5.13.13.61.73.101.137 

6101547 

21161 

5.5.13.89.113.13- 

234333  37-37-37-4*-*37-*93 
234881  5.13.13.17.17.17.97.137 

6489011 

21189 

5.5.37.61.73.109 

8175989 

2280$ 

13.17.89.157.193 

H'5'l 

5.5.5.5.13.17.37.101.113 

8649761 

»33*1 

5.5.29.41.101.181 

M4199 

5*3*?-37-97-*£»>49 

8812979 

2390 1 

5.29. 11-. 149.193 

145193 

109.113  137.181. 197 

9530*77 

239*5 

i$.a9.73**3*;3 

14’699 

5.13  17.41.61.149.149 

10126399 

15689 

5.5.29.41-149- >49 

15-065 

13. 17.I01. IO9.I57.I73 

10251621 

27355  »3-37-53-*49  *97 

16J489 

5.5  5.5.5.5.29.3741.101 

10763489 

27411  1 

5.341.61.61.197 

269,59 

5»7.37J7.S}.**.«« 

10831321 

27429 

5.17.29.37.73**3 

289589 

5.5.19.61.97.113.173 

11398611 

27611 

5.5.41.61.89.137 

3OIIII 

5.5.41.61.97.101.149 

11483821 

29169  1 

5.13.29.41.101.109 

i=*757 

i7.29.53.lOl.l8l.i97 

15035789 

29691  , 

5.17.17.29.109.193 

3'34*9 

5-5-5-5-5-*7-,7i7-37*73 

17363031 

5.5.55.6 [.«9,89.157 
37.37-41-101109.173 

I7-4I,-}.97.IJ7.I«1 

5-5-5-5->3.l7-37-l37-l*l 

5.6l.IOI.X5?.l8!.I97 

IJ. 13. 29.6l. 6l. 89.97 
5-5-5-5*S*9-73*9»o9 
5.5.5.13.17.29^.61.73 
13. 17.41. 61. 61. 97.97 
S«3»37-73.io9.iij.I49 

37-4t.73-113-157.173 

5.5.5.5.5.61.89.137.149 

5.5.5.13.17.29.41.61.197 
37-53-71.109.  «49- »73 

13.37^1^4.62. 73-1 13 

17. 17.17.29. 137.282. 197 
5.1327.137.149.273181 
S»753-73‘*9-'37-'«» 

5.13.13.17.41.61.137.173 

5j3.17.29-19-37.t57.t73 

6 1. 61. 843. 109. 149. 197 
5.5.29^2.41. 53.109. 193 

5. 13.13. 27.17.29.37.53. 109 
$.13.13.37.89.89.273.197 
5.2961.73.89.173.181 
5 5.13  37.89.89.101.193 

$.$. 13.19.101. 209.137.157 

5.1 3.13.17.73.73.149.197 
5 5 5 *9  17-4*  53-73  *49 

5.13  13.17.17.37.53.53157 

5.5.13.17^1^1.53.61  137 

17. 19.61.73.89.137. 157 

5.5.5.5.13.17  37  4*  ii3-«97 
5513*31317176161193 

13.13.17  41  53  97  *49>  149 
5 13  13  17  37  41  4i  97  173 

5.5.13.17  53  61  *9  197 
5.13  29.61.-3.89.137197 
5.5. ij.17.17. 17-17.41. 101.197 
$.5-17.17.19.1797.1*1  i»5 
S.J.17.1941  41.S9.109.149 
I5*I3-I3-,7-*9-37. 61.97. 157 
5.5.5.5.17.37  4'-*9-H9- '9" 
5.5.5.5.5.15.17.57.97.149.1*1 
5-5-5-'3  '7  37  61.101.109.109 

5-17.17.17.197iJI947.173 
13.IJ.17.1717-3  *9-"3  '49 
5.13.17.19.19.53.89.149.1.57 

5. 13.l7.l7.29.6l.  I01.173.l8l 
5-S-5-5-S-S-6l.6l.lOl.lO9.lll 

5.17.29.2941.61.73.89.101 

5 5-IJ-17-53  97  I37  '?3  i93 

5.2953.61.101.113.157.157 
5-5-37-4i-4i-53-ioi-i57-*73 
5.15.1541.73.89*9.101.149 


484 


X ACULA  $8.  ZEKLKGBARE 
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135049*6 

X56:49It 

5.5.37.37.61.73.75.97.197 
5- 3.13. 13- 13.17.49.j7.4i-5i.il  3 

5.13.13. 13.19.19.2941  S3-71 
5.13.49.37.41.73.89.113.157 

»49 

947349.  1196173*.  1347195  196=596.  14519*56.  1495-769 
266. 1S1.  430.  464  1175.  1805.  4069.  5198.  7616*.  17731. 
38608.  72354.  114896  117114.  154679  178336.  393079. 
44J475-  sio?*'*-  55=9*5  4546171  8931446.  9137411. 

1*999399 

5.I3.I3.»9?7  97.«09.*93.«97 

10419*736.  110518796 

33399*44 

33753059 

5.17.17.49.37.37.41.73.73.89 
5*  13- 13.41. 89-97. 101. 10*4.173 

112 

71-  >41.  544  869  1596  557».  7954-  17019  17668  10651*. 
11367.  62401  105174-  135515-  449*7'.  559996  599510.  1 

34618846 

5* 5-. 3*. 3-1 3 .17. 17. 3 7 .9?. 109. 193 

984934  1*01704.  IX56084*.  17170X5.  18675X1.  15674911  . 

34792409 

5. 13. 13. 13. 17.29.41. 101. 137. 197 

96499549  111009111.  163030454 

40103746 

4149*546 

4*17945« 

517.37.41109.109.197 

S.S.S.IJ.61.6I.89.IQ9.149.197 

5. 5.5.5. 13. 49.41.41.41.61. 181 

•21 

67.  413.  971.  1144-  **8x.  251H.  4565.  6641.  10447*  i 

13561.  336x9.  40030.47*96-  M*i7*.  116881. 141581. 154729 
178988.  1900x1*.  293687.  341569.  528967.  895108.  895861 

6074O46I 

5.13.17.  i7.i74i.73*97  *o**97 

937766.  1253046.  3045079.  3386888.  3569269*.  9150761  ! 

6437095« 

9*499349 

S-5.S-'3-l7.37-5J.6l.73.*9-i93 

5.13.17.49.37.41.61.73.437.157 

181 

13137018.  19911579.  35755059.  «7*666540 
SAL  412.  »48.  1344  4*39  4953  3496.  3677.  51*5.  6841*. 

10574X171 

5*5*5»3**7.»9-»9-37.4*.4i.53-73  1 

9650.  10012.  10736.  14311  »5*45  70*71-  7397*-  «09991. 

IIO518796 

5 -S-S*1 3*37*53 *53*6,*73*,09*  149 

174417  1935«6".  344954  44»»So.  554*79.  794113-  '79994'. 

IIIOO9IXI 

II373-804 

5-5-*3**7-*7*37*37*37*73->  »3*  »57 
5.5. 13. »3.29.29.53. 73. 89-97**09 

121 

4454779-  4046131  *l*»343  4*17»4S4 
50.  143.  529.  629.  ?24.  1015.  1687.  3038.  4196.  14109“.  15004. 
1867».  30544  47335  86441, 134764  137659.  347543  3*6714. 

117X90X03 

17.29-37-4*. S3.73.i09.*i3. *93 

'49574656 

5-49.41 -6. -7J. 437. 173.. 81 .197 

4I9146*.  7J0061.  859379.  970454.  1460288.  1800154. 

Digitized  by  Google 


487 


ZUtt  CVKLOTECIIXIE.  ZEKLEOBAIIE  aa+U  TKD  a 11  + 16. 

488960$.  1 107757».  34618846.  64370954.  117290203*.  100760094.  401580454 

122 

353-  »39  33».  436, 

46.  943.  1421.  1618  4489.  6346  . 11074.  »4°59.  23879.  17341-  28804.  49883 

55709  88411  114499-  167689*  190541.  314157.  356*^.  3:7*04.  «3S8»5-  496009-  744411.  987406. 

119-090.  »153956*.  1361579.  1381560.  469970*.  133*1936. 

IO6IOII9. 

»6999399-  34792409- 

40103716. 

4I4945464  *•  149574656 

i65*4»573-  17*6*3- 

79.  »4X1168679 

Zerlogh&re  a n i(j. 

4*97 

S-S-S-S. 17.17  61 

*o*S3 

5-3.5U.6l. 113.149 

t 

a 1 

379 

13.17.J7.41 

5337 

5-13.17.1*9.173 

4'373 

5.13. 29.  X9.X7^.l8l 

3 

SJ 

619 

29.7 3. »8i 

S473 

S-l?. 53-61.1C9 

44169 

17.53.6l.  181.197 

5 

ii 

6*- 

5.5.5*17*197 

5635 

i3.i3.l3.97.I49 

44947 

5.5.1J.17.17.I3?.t5? 

7 

ilii 

677 

Sr*?  M*»3? 

5*97 

5-5-*-»9-S*->** 

45793 

5.13.37.89.97.101 

2 

22 

7*7 

$.5.13.17.10» 

5921 

13.89.157. .93 

53157 

S-i7-*7  X7  37-4»*73 

11 

m 

85I 

»iiil*54*.«.»3 

6051 

13.17.19-19.197 

53379  | 37.73**M°i. Mi 

*3 

U2 

897 

5-5.5-4x.157 

608l 

37.S3.lO9.i73 

52393 

5. 17.09.41. 157.173 

17 

1*1 

9°l 

»93 

6427 

5-17-33  53.173 

5733J 

s-13.17.19.41.41.6t 

*9 

»3*  »9 

9*7 

H7-73-»37 

6605 

6l.7397.lOl 

57*03 

5.5J9.97.113.137 

»3 

5*109 

1011 

■3-‘7S3*9 

6717 

5.13.61.101.113 

66335 

5-13.17.17.1941.197 

57 

s*  149 

1103 

3.5.11.61.-3 

7J4S 

IT.89.l8l. 197 

673>7 

5-37-4161.97.101 

33 

5'3'7 

**37 

5-4961.173 

7413 

S:!?*..!?*™»*!:* 

68215 

37 .61.101.137.149 

» 

sta 

1193 

j. 13. 17.17.89 

7547 

S-3-13.13.1 3-17-61 

69347 

5.5. 101. 101. 109.173  1 

39 

»9*53 

1353 

5.5.55-59.ICI 

76*5 

5.I7.37.I37I37 

7J467 . 5.29.4I.89.IOI.IOI 

45 

»3*157 

»359 

'3-37-61.I37 

7703 

3-5.13-41-61-73 

74*33 

5.1  + 1+41-41  5+73 

47 

1463 

5.13.13.17.149 

"963 

5.H.89.97.IU 

*!*!; 

5.I1.29.29-29.37.113 

5J 

S-S*««3 

»553 

5.5.13.41.181 

8141 

73.89. 101. 101 

82817 

5-13.73.89.109.149 

6i 

37.  »01 

1717 

541.73.197 

8513 

5-374l.61.157 

81893 

5. 17. 37. TJ. X7J.I73 

67 

5-47-23 

3837 

5.17.29.17.37 

*747 

5.5..  01.157.193 

IO33I7 

s-13-13-19-37.61.193 

77 

S .»9-41 

1919 

»17.i»5.7.*.m 

9»3J 

5,13.61.109.193 

IO4293 

s-13-61.101.157.173 

«7 

i-37-4' 

2103 

5.  s.  13-109.137 

9353 

S.5.S.»3«34X*»oi 

113699 

29.29-29.5  3 73.X37 

97 

5.S.I3.29 

2213 

5.29.I71.I97 

10C03 

5.5.1+37.5+157 

116497 

5.5. 11-51.61. 97. 137 

i 103 

S-SiS‘7 

»54} 

S'3‘7»9'57 

11967 

5.13.17.2941*109 

*3®553 

3.3.11.53-97.101.101 

105 

Ol.l8l 

1301 

1941.61.73. 

12045 

1329.53.53137 

>32143 

5 29*53.19+193 

•3' 

89.193 

5447 

$.5.l7.37t9J 

12257 

5.29.53.113.173 

•39477 

5 -37-4X-97*  137  *93 

135 

*7-»9*37 

5455 

29.3741.137 

11603 

5.5.5.5.13.113.173 

13089- 

5-5-s-11-19-6.-s9.89 

*37 

S.13.17.17 

5477 

5-*3«3*5+»37 

11667 

S-37-73-‘°9-109 

134*11 

29.37 -4»  41 .97.1  J7 

141 

101.197 

2593 

5. 13. 13.73.103 

»3397 

5.54-13.17.73  *9 

'5*373 

sn-17-37.61.s9.iH 

147 

3-3-5-173 

268: 

5. 17. 29. 29.101 

16897 

i'\A »;  39.41»  »3 

15»S09 

17-17.53. xot. 109-149 

»73 

3-33113 

2813 

s-17-19.s3.61 

»7477 

S*»7:»7*39*  17*197 

161399 

'7-l7-S3-*9-97-i97 

«7 

5.13.13. 6‘ 

295: 

5.i3.i74».»93 

17635 

13.4133.10.lc9 

'613*1 

5.17.89  149-149-157 

Hi 

»3  4»rl^9 

3°95 

■7-37.97.137 

17853 

5.5.5.1:9.149.157 

171393 

5.17.294141.73.97 

»53 

3. 5.13. »97 

3i*3 

5.13.295397 

19991 

■7-19-61.97.137 

171569 

13. 29.29.1Ct. I49.l8l 

»57 

5.73.181 

3»S3 

5^.13.13.13.181 

20167 

541.97.113.181 

»74737 

5X3»7*37.53.73*X93 

5.101.137 

3547 

S‘3i3*3'o9 

13677 

5.53.97.113.193 

232147 

5-5S-13-41-41-'°9-i8i 

57» 

17.19.149 

3593 

5.IOI.IO9.I97 

544*7 

$.5.13.13.17.53X57 

2391*7 

3-53-97-1Q9. 113-181 

579 

»3*53*»M 

3603 

5.3.5.17-41.149 

14785 

»ixi*x7*3971*«°» 

34^347 

3.5.1741  «9  193-193 

309 

=2-37-*9 

3607 

S '3-13  89173 

15617 

S » 1-39*  17*97  97 

142*97 

5.5.5.17.17-97;U3,149 

357 

S-H-37.51 

3777 

3.1341. 33-101 

18581 

X3.53.73.xc9.x49 

251*17 

3-l3-»94'-53-i'3-i37 

3*1 

5-H-33-61 

ii*? 

5.5.59*1 37.149 

29317 

s.13. 37-37-33  ■*' 

160033 

3'3  13‘7  19-19-19-193 

! 397 

$.5.5.13.97 

4453 

5.3.I7.37-97 

»9*53 

5-5.5*74«.5J«93 

»60575 

17.19.61.73.137.197 

403 

3.5.73.89 

4497 

5.4.61.89.149 

36107 

5x3.x753x13.i97 

J00527 

5. 13.17.37. 111.1 13.1 79 

**? 

5.11.41*9 

45°5 

13.13.2941. 101 

36813 

5.13.1741.173.173 

374303 

5.5.t7.89.I11.l8l.l8l 

| S°S 

37.6l.lll 

4601 

29-37  109.181 

37579 

3-i7-»94'-*9-137 

378671 

'3  13  3741-33  61.171 

545 

17.101.171 

4647 

5.5-S.M.97.137 

3**63 

3-11 17.17.3741  33 

43444» 

'3-33-37.374l-t01.197 

5*9 

43.53-349 

4*33 

5.5.5.19.73.89 

39653 

3.5.19. 101.109.197 

577603 

S-5-S-5191941.lH.li7 
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65OIO5 

658T85 

«>96353 

74**53 

870*87 

«73583 

970*97 

1193679 

«»9533 

'»59*37 

1335**7 

1*04163 

l6l6475 

1OO8I03 

»o*3*93 

III609I 

»373*67 

»960653 

3238603 

36"5*3 

3898603 

*9*55°5 

543160] 

8180143 

8168383 

99936'3 

10311413 

15305803 


5.5.13.17.6l.6l.H3.l8l 

i-5  5-5  »9  37-73  «9-97 
5.17.17.19,41.41.61.10» 

5-S-5-5-i7.17.37-37-37.53 

i 5 5 5 3 S.6i.I09  '37-'97 
;3-'3-6i.73-97  '3-'97 
| 5-5  '3  '3-6'  ■°9  '57  '73 
5-5.17.37.5j.7j.113.Ji7 
I M.iQAiAi.ioi.Tii.iq? 

5 '3-'3  S3-53  53.6l.l97 
3.1 3. 13. 13. 17.  »9. 37 .89.81) 

3. 17-89.97.113.lt?- '37 
5.ii.13.37^»-97-i°i-»57 


■ 3.19^1  -3-i09.13-.137 
3.S.3.13A1.S3 .61.97.193 
3-13-»7-33-73^910lll3 


i?.»9-37.i0l.  I13-137. 157 
3i?-»9J7-5iiJ'57-i8' 
iSS.i3l3l7.l7l7-l°liiJ 
S3.S17A1.6i.6i.ioi.I49 


5A7j9.i7.61.109-lj7.137 

5.5.5. IJ.IJ.37.4I.73.73A9 

13.13.17  17i7.19.89.10l.113 

5.5.5.17.17»9A*.7J.97^7 

5. 13. »9.19.37.37^1.53.53  n3->93 

5.13-13-19AI.73.-3113113 
3.1J.19.37.33.53  61.61.13? 

Saiai.6i.i°9.ii3'131*9 


J;  122;  J'1J.  **53-  15‘'7.  171193-  650103.  5*31603 

61.  7*7-  1J5J*  »687.  J777-  «505.  6605.  8141.  93J3.  14785*. 

«5793-  67317-  73*67-  1JOS53.  ‘58783 
»J.  141  677.  1593.  3147.  5473.  11967.  11667.  '7635 
Si-  '73-  179-  5^  *5i-  ‘7*7.  7963.  16897.  5*379-  *l*»J*. 

158373-  108JI93.  1960653.  4945505.  8168383.  1934*6*3 
IL.  25-..  1359.  1103,  1455.  1477.  4(147.  7683.  12045.  ‘9991*. 
57*03  113699-  15*811-  »5i*‘7.  5776oj.  970*97.  999J61J. 
*75*5°53-  *o*736*7 

11.  ajl.  569-  1*63.  3603.  3849.  4497.  5635.  2S581.  40853*. 

6821$.  8&8l7.  I585O9.  24289?.  52586O3.  10311423 
45-  »97.  987.  »H3-  3095-  *5>3.  10003.  17853.  »4**?.  37579*. 
44947-  «6497.  162384.  1335487.  1404163. 1626475.  »116091- 
3611583.  22858302 

1*7-  5*5-  1*37-  >9»9*  3*07-  5337-  6081.  6417.  7413.  l»»S7*. 
11603.  36813.51393.69347.  81893.  10*193-  3005*7-  -37*671 

873503.  I6626883* 

IOS-  1J2;  619.  1553.  3153.  *6oi.  5897.  10167. 19117. 41373*. 
171569.  *J*i*7.  »393*7-  37*103.  648447.  »373167.17916571. 
2154101921 

131.  903.  1447. 1957.  5911.  8747.  9133. 13677.  19853. 103317-. 
*3»i«l>  139*77-  *7*7*7. 1*0347.  »60033.  »008103. 8180143. 
15305803. 

141-  »33.  647.  1?1?.  »»»3.  3193.  6051.  7345.  1747?.  36107’. 
39*53-  4**69-  66333.  I‘i399.  »60575.  434441.  748853. 
87O487.  II93679.  1229533*.  18500917.  20278927.  38648IO7. 
46U3H3.  1082687431 


16626883 

317.73.101.109149.1s7.173 

Zcrlegbare  a 

“ + ii;  1'  »24 

«3-  53*09 

«s? 

«3-1341.53 

>7545053 

5.5.13.17.17.41.53.101.109.137 

1 

13  &7 

I2261  303  17-37-73 

858 

t7.>oi.i97 

>7 

916571 

17.37.37.61.73.109.157.181 

2 

»i  7> 

17.149  309 

17-53-53 

898 

13.1741.89 

1850091; 

4. 13. 29.41 41 .61 .89. 101. 19? 

3 

22  78 

41.149  3** 

13.61.61 

959 

29.101.157 

193*4643 

5. 13. 13. 29-41. 73. 73. 113. 113 

4 

41  8l 

37.89  311 

■34"  >97 

9** 

29.173.193 

10*789*7 

5,13,17.19.53.73.113.149.197 

6 

84 

73-97  316 

IJ.IJ. 17.57 

1092 

tui  1.173 

21858302 

5.5*17 -17-17.17.17j9-5j.61.157 

7 

a 86 

«'  ■*■  , 3ii 

17.73.101 

1104 

13.19.53.61 

38648107 

5.17.17.19.97.109.109.157.197 

8 

*3  «9 

»9-137  363 

1J.J7.I37 

1177 

37  97  *93 

404-3647 

5-5-5-5*I3-374*-73-97-*37  *J7 

9 

ii  97 

ilia  11* 

'3-73.1*9 

1252 

73  *09  *97 

46113113 

5.l3.13i7.i9-37.53.73  l»l.'97 

11 

2J  fi  99 

■7.17.17  112 

'7.37.113 

13*4 

13.13.101.109 

1082687431 

>3-i7-»9-5}  .6i-97«09.X57->73>97 

12 

13.13  - 116 

13.1761  ,iu 

374>-i*3 

>43» 

13.1741**3 

1:54102911 

13.1  j.  17. 1741. 5 3. 61. 97. 101. 137181 

>3 

92  '1* 

■3*9-37  Hi 

»9.53.61 

>44» 

*3-*7-97-97 

•* 

»3- »7  >>9 

*»:*7J  !*3I 

.19.37.89 

>544 

17.17.73.u3 

■7 

157  *»7 

4*-*97  454 

13.101.x57 

1561 

>3->7-37-*49 

>9 

131  »5* 

IOI. 113  48H 

’j74*-*57 

>733 

97.113.137 

5 

3 

»7 

LL*i  | *S? 

»3  *3-73  5»* 

13.53.197 

1767 

13.29.41.101 

>3 

7 

3* 

1719  168 

*3-4*-53  573 

*3-73-*73 

1887 

»9-»9->9-73 

17 

1^  33.  103.  137 

37 

^ „* 1 * 

■37.193  611 

294**57 

2128 

1741.73.89 

»9 

>9-  22 

3» 

13-1*3  i *8* 

■313-97  636 

13.29.a9.37 

»»44 

■3.19.89.137 

37 

13.  135.  1837 

44 

37-53  *oi 

17.19.41  63S 

13. >73.1*1 

2341 

*34>.53>97 

4> 

5-  77- 

*7-  579 

4* 

17.137  11  »07 

IJ.1797  677 

13.17.17,61 

»434 

17.19.61  197 

53 

It  ‘7-  357-  3**6].  69*353 

5* 

13.101  2C9 

>3-4* -4*  733 

37-53  *37 

»75* 

1741.61.89 

61 

17.  «7.  3*3  »*13  4*97-  75*7-  573»3 

53 

»3*09  »»7 

*49-*?3  753 

13.113.193 

2887 

13.17.109.173 

73 

35.  1103.  xjot.  7703.  51157.  74133 

54 

*7-*73  j »5» 

17.37.102  768 

»1:12- »1. »57. 

2989 

13.17.17.29. 

89 

47-  3 os 

, 403.  487.  10*1.  l»93-  4*53-  13397- 

5<> 

»9-»Q9  .1  »59 

13.29.89  8t6 

41.109.r49 

li 

150*97.  1159*37*.  3*9*603 

62 

53  73  8167 

181.197  819 

17.109.181 
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3471  17-37.61. IS? 
35«  13.17.37.37.41 
3654  i 13.61,113. 141 
36*6  17.41 .IUI.193 
37S8  17.61,101. 137 
4119  1-.41113.113 

4264  ! l?.6l.89.I97 
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BEMERKUNGEN. 


Dicscm  zweilen  Bande  von  Gausb  Werken  sind  alio  Abhandlungen,  Aufs&txe  uud  Tafcln  au*  dem 
Gobiete  der  Hflheren  Arithmetik , soweit  die  siebcn  Scctionon  dor  Disqu.  Arithm.  «ie  nicht  schon  umfa*- 
»en,  etnverieibt,  und  zwar  die  in  dcn  ‘ Commentatione*  tocietati»  regia*  tcientiarum  GoUingeneu’  {in  Quart) 
verflffentlichten  fdnf  Abhandlungen , die  in  dcn  ‘ GtHtingUchen  Gelehrten  Anzcigen’  (in  Octav)  emchienenen 
(von  Garsa  nicht  untcrzeich neten , aber  durch  die  Acten  der  GoUinger  UniverattfcU  - Bibliothek  in  Betrcff 
der  Autorschaft  Terificirten)  Anzeigcn  sowolil  dieaer  eignen  ais  uuch  ei  niger  an  de  re  r nichteigner  Schriften, 
und  eine  Auswabl  aus  dem  Handschriftlichcn  Nachlassc. 

Zur  bessem  Uebersicht  der  Gogcnstiuido  in  einem  so  umfangrcichcn  Bande  sind  die  Lchredtzc  auf 
gloiche  Weiae  durch  den  Druck  ausgezeichnet.  Zum  leichtcra  Gcbrauch  sowohl  dor  JLltern  Ausgaben  wie 
der  vorliegenden  iat  bei  den  Verweiaungen  auf  die  Disqu.  Arithm.  statt  dor  Nummer  der  Seite  dio  der  Ar» 
tikel  gcsetxt,  so  wie  bei  den  Angabon  von  Abhandlungen  statt  des  Orta  ihrer  Veroffentlichung  dereneig- 
ner  Titel.  Die  Note,  die  dem  Art.  2 der  Abhandlung  ' Theoremati»  arithmetici  demon*t ratio  nota'  ursjirunglk  h 
beigegoben  war  und  die  eine  Berichtigung  des  Art.  i_3jj  Disqu.  Arithm.  enthielt,  Ut  dort  der  betreflenden 
Stelle  eingofugt.  Die  Note  auf  Seite  ist  einer  handaehrifkUchen  Notu  entlehnt.  Ausserdem  untcrschci- 
det  sich  die  vorliegende  Auagabo  von  dcn  frdhercn  nur  durch  die  Bcnchtiguug  cinigcr  Druckfchler. 

Die  Tafel  dr»  quadratuchcn  Character*  der  PrimzahUn  ist  nach  der  Weise  der  in  Art.  u»  boachric* 
benen  und  (in  Art.  :m)  zur  Zerlogung  der  Zahlen  vorzugswciso  angewandton  Tabula  II  der  Disqu  Arithm. 
gedruckt.  I)ie  Handsohrifl  unter  dem  Titel  'Quadratorum  numeri * primi»  cimiorum  reridua  lateralia'  hat 
in  den  Schriflzttgen  am  meiaten  Aehnlichkeit  mit  dor  de*  zweiten  Theile*  der  Tafel  zur  Vcrwandlung  ge- 
meiner  Brilche  in  Dedmalbrtiche,  aie  enth&lt  an  der  Stelle  der  den  Uuadrmtischcn  Rest  anzoigondon  hori- 
zontalen  Slriche  kloine  Kreiae,  von  denen  imuier  dlejenigen  durch  Linien  verbunden  sind,  die  in  benaeb- 
barten  horizontalen  oder  vorticalen  Keihi-n  vorkommen.  Bei  der  Correctur  ururde  ich  auf  mehrcre  Fehlor 
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aufmerksam , habe  dann  bei  einer  einmaligen  Yergleichung  mit  Jacobi's  Canon  Arithmeticus  Liji  Abwoi- 
chungcn  in  den  Angaben  der  Charactere  und  nach  directer  ltestimmung  di  ese  in  Uebcreinatimmung  mit 
jenen  gcdruckten  Tafeln  gefunden,  dem  cntsprechend  ut  hier  die  Ausgabe  berichtigt. 

Von  der  Tafel  rwr  Vertcandlunt/  gemeiner  lirUche  in  Decimalbriiche  ist  hier  der  ente  Theil  der  Ta- 
bula IU  der  Diaqu.  Arithm.  ihnlich  eingerichtet,  er  enthAlt  fUr  die  Primxahlen  und  deren  Potenxen  pat  welche 
swuchen  a und  uu  liegen,  die  Mantiasen  (1),  [2j_. . (<i)  der  Decima!  bruche  von  . worin 

r die  Einheit  bedeutet,  aUo  (l)  = (l)  = .. (0)  wird,  wenn  Uf  Primitivwuriel  von  pH  ist,  sonat  aber  r die 
kleinste  onter  denjenigen  Primi lirwurzeln  von  p™  bexeichnet,  fQr  welche  ala  Basis  der  Index  von  Lfl  den 
kleinslen  Werth  annimmt.  Die  von  l venchiedenen  Werthe  von  r hat  man  zur  Erleichtenmg  dea  Oc* 
hraucha  auf  Scite  ujt  der  Tafel  beigefugt.  Die  Handachrift,  in  der  auch  noch  nicht  dio  Untorscheidung»* 
riffern  der  vertehiedeneu  Pcrioden  angegeben  aind , entapricht  Auaserlich  &m  meisten  der  Analyaia  residuorum 
und  scheint  in  der  Zeit  dem  hier  ais  xwciten  Theil  der  ganxen  Tafel  hingestellten  StUcke  voraufxugchcn.  Die* 
aer  sweite  Theil  enthAlt  fur  dic  Piimxahlen  und  deren  Potenx  p*  xwischen  1 C7  und  »117  die  Mantiasc-n  dor 

. IDO 

DecimalbrOche  von  — „ . Dic  Handschrift  gibt  dic  Thciler  in  abnehmcnder  Reihenfolge  und  achlient  mit 
den  Worten : ExpUeUue  October  ll  1 7 «4.  Im  Drucke  iat  beim  Theiler  Lai  Periode  (i)  die  7 i,u>  Ziffer 
hinzugefQgt  und  bcim  Theiler  639  eine  zwischen  der  Lil  und  ts3Men  Ziffer  stehende  Zahl  fortgelasscn. 

Die  von  Gatras  aelbst  in  einem  Briefe  (Seite  414)  erlAuterte  Tafel  der  Frequem  der  Primxahlen  be- 
steht  fQr  ihren  ersten  Theil,  welche  die  Anxahl  der  Primtahlcn  in  jedem  der  1000  ersten  Chiliaden  gibt, 
in  einer  Handachrift  von  Gara»,  c*  finden  aich  im  Xachlass  aber  nicht  die  in  dem  Briefe  angedeuteten 
AbxAhlungcn  der  der  cratcn  Million  angehdrenden  Ilundcrtc,  dic  oinc  beatimmte  Anxahl  von  Primxahlen 
enthalten.  Der  andere  Theil  der  Tafel  ncmlich  fQr  dic  zweitc  und  dritte  Million  ist  einer  von  Goldschxidt 
allein  herrQhrenden  Handachrift  entlehnt. 

Die  Tqfel  der  Anxahl  der  Cla$*en  bintirrr  quadratticher  Fonnen  gibt  dic  Anxahl  der  Genera  und 
Classen  ao  wie  den  Index  der  IrTCgularitAt  fur  die  negativen  Determinante n in  den  Hunderton  l bis  30, 
13,  ai,  m.  02.  €3.  ai  bia  i oo,  Lil  bis  1 3i>.  dann  noch  in  einer  beaondern  Zusammenstellung  fur  die  dea 
L,  und  1 ntfn  Tauaend,  fur  dic  *oo  ersten  von  der  Forni  — (l&w  + 7)  und  — (liw-f  1)1,  aowic  fQr  einige 
sehr  grosse  Delerminanten,  ferner  fur  die  positiven  Determinanten  dea  L 1 L 1L  i®1**1  Ilundert  und  fur 
cinigc  andere.  Die  Handachrift  beateht  au»  einxolnen  Zetteln,  auf  donen  die  Tafeln  verschiedenartig  ein- 
gerichtet sind , 1.  B.  iat  bei  den  Altem  das  Wort  Ordo  statt  Genus  gebraucht,  ao  bei  den  einxelnen  Cen- 
taden  mit  Ausnahme  der  «.  und  ijl  poailiver  Detenniiianlen,  dann  aber  auch  hei  einxelnen  vorlAufigen 
Zusammenatcllungen  in  Chiliaden.  Zur  leichlcm  Uebersichl  iat  hier  Qbcrall  die  Hcxeichnung  der  Diaqu. 
Arithm.  gewAhlt,  auch  dic  grGaatcn  und  kleinaten  Quotienleu  aua  der  Anxahl  der  Classen  divulirt  durch 
den  Determinanten,  aowic  dio  Anxahl  der  Determinanten,  fur  welche  der  Quoticnt  innerhalb  gewisaer  Gren- 
sen  fiLllt , sind  wegen  Mangcl  an  Kaum  nicht  unter  dic  einxelnen  Ccntaden  gcactxt  «otidem  am  Knde  der 
Tafel  fQr  die  negativen  Determinanten  xuaammengeatellt  Aus  einigen  abrig  gcblicbenen  Aufseichnungen 
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scheint  hervoraugehen,  daas  Gaesa  suerat  die  Classen  fur  die  Peterminanten  berechnet  hat,  die  demseiben 

i 

Hundcrt  und  demseiben  Reste  bei  dem  Theiler  Li  angehOrcn.  Die  Peterminanten  dieser  Abtheilungen  aind 
dann  nach  der  Anwihl  der  Genera  und  Clasaen  und  suletst  alie  die  demseiben  Hundert  angehdrigen  auf  die 
hier  wicdcrgcgebcne  Weise  geordnet.  Den  Tafeln  der  einxelnen  Centaden  sind  manche  spAtere  Berichti- 
gungen  cingefiigt,  nicht  aber  den  Zusommenstellungen  in  Tausenden.  Zeitbestimmungen  enthalten  nur  die 
beiden  Tafeln  mit  den  Peterminanten  der  Form  — (l&ft-f  tJ  und  - nemlich  resp.  ‘BxpL  Jn. 

Febr.  IMi  und  ‘Expl.  21  Febr.  i807 ! 

In  diesen  Tafeln  habe  ich  unter  anderen  die  folgenden  Fehler  bemerkt,  denen  teb  hier  sur  leich- 
tern  Controle  die  Pcriodensahlen  der  Fundamentalclassen  wie  s.  B.  ^ it  x bei  dem  Peterminanten 
—>1x713  und  die  durch  Formen  der  resp.  Fundamentalclassen  dargestellten  Zahien  wie  31.  17-  * beifOge, 
indem  ala  Fundamentalclassen  solche  Classen  genommen  werden,  die  in  Vereinigung  mit  den  Ctaasen  ihrer 
Perioden  durch  Compoaition  jede  eigenllich  primitive  Classe  des  Peterminanten  einmai  und  nur  einmal 


hervorbringen. 

Ea  sind  schon  die  Angaben  fortgelassen  t und  hinsugeftlgti 


Centas  2 

0.  IV  . 

..  3. 

• — *>7  [m  : : 3] 

Centas  g 

0.  r v. 

..  l_s_ 

. — 828  [61:131. aj] 

l & 

IV 

*1 

— >5*7  [h=:ii] 

ih 

IV 

11 

— 2586  [18. x:: 7.1] 

ah 

VIU 

6 

— 35*4  tlillil 

ih 

VIII 

fi 

— 1565  [i».l.ai:7.*.?l 

SI 

1 

LU 

— 9059  [”>171151 

2£ 

1 

m 

— 9059  C**7S  * si 

L2& 

IV 

u 

— 11956  Hj£fl6.*s;  u .49] 

ua 

IV 

1» 

— 11966  Vfll.41H.8ll 

X 

1 

2 

+ i7rv>ii 

L 

l 

i 

+ 47  fimi 

X 

I 

X 

+ 121  fi:=4l 

X 

1 

1 

+ >«  [»>>«] 

Bei  der  Tafcl  far  Centas  3 und  der  lettten  auf  Sei  te  476,  welche  in  der  Handachrift  mit  cincr  von 


der  hier  abgedruckten  Auaserlich  verschiedenen  Aufseichnung  der  Centas  1 und  2 vere  ini  gt  vorkommen, 
sind  die  awOlf  Abthcilungen  stati  mit  L Ordo  unicus.  |_i  L O.  23  L 0.  83  L O.  4j  II.  Ordinea  duo.  L.  1 ( 
11.  O.  l.  xj  11.  O.  i*  i]  II.  O.  31  33  III.  Onlincs  quatuor.  l LLU  III-  O.  1. 1.  a*  L1  IU.  O.  x.  x.  x.  u 
IV.  Ordines  octo  hier  auf  die  sonst  angewandte  Weise  mit  G.  L 13  G.  L 33  G.  L.  33 

G.  L 11  O.  U.  u 0»  U.  ii  G.  II.  3j  O.  II.  33  G.  IV.  ij  O.  IV.  aj  G.  IV.  33  G.  VIIL  i_»  beseichnet.  Die 
Hechnung  ergibl  nemlich  *.  B.  163.  L 3 *3S»  IV.  3 [k  ili  401.  L 5 577.  I.  7 r7»i1; 

727. 11.  3 f»o::t1-  (Genera  I statt  Genus  I auf  Scite  46^  ist  ein  Druckfehler). 

In  Folge  von  Druckfchlem  Ut  ausrulaaaen;  und  hiniurufOgen : 


Centas 

G.  IV.. 

..  5^ 

1237 

Centas  u. 

G.  IV.. 

..  ii- 

1137 

*7 

IV 

ih 

- I6i4!i: 

>2 

IV 

ih 

— 2624 1x1  fi6, 4:«3.  «6] 

21 

IV 

16 

— 9216 

Si 

IV 

ih 

— 9116  v [16. 4! ; 5.  d 

ll8 

VIII 

4 

— 1171J  v 

JLlS 

VIII 

4 

— 117H  VU-  4.111I1.  17.  ll 

Ausserdem  ist  noch  auszulassen : und  hinzuiufbgen : 

Centas  G.  11....  s...~  9?*r6.t  »7.»3l  Centas  10.  G.  II....  9...-“  97*  V Ii] 

«2  IV  4 — 1 660  f 10.11;  11.  tl  12  IV  u.  — 1700  f*4-  * 1 1 3»  17! 

ia  IV  n - 1981  [04 ::  3]  an.  IV  ia  — «937  [*♦•  * ■ ♦ 7»  *] 
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Centaa  u. 

O.  IV.. 

..  6 

. — 1006rto.1sst.4l  ConlMii. 

O.IV. 

...  t...—  J097[l».»!!47.»1 

u 

IV 

3 

— niifi8::icl 

il 

IV 

2 

— 1114fl8.15  5S.l6l 

5i 

IV 

IS 

— 1376  fli.  1.15  5 5. 8. 8| 

IV 

11 

— 1366  [14. »: :3.»1 

22 

IV 

9 

— »887 [93!: 81 

*2 

IV 

2 

— 9S85f1S.9u3.5l 

IV 

2 

— 6oi8fn.  155 13.4! 

61 

IV 

fi 

6018  [ll.  i::i3.4] 

26 

VIU 

u 

- 9594[9Q.3.n:3».».93l 

56 

vin 

U 

— 9546  [»6, 9. » n 5, 3. 37I 

118 

IV 

IS 

— H78o[i6.4.i:  53.  8. 19] 

118 

IV 

25 

—11750  [50.1n3.47l 

118 

VIII 

ifi 

— 117801 16.4.1:  53.8. 19I 

u8 

VIU 

1 fi 

— ix78o*i*[i6.4.i:  53.8. 19] 

m 

VIII 

ifi 

110 

VIU 

ifi 

— 11*40*1*  [16. 4.  is ; 3. 16.  sl 

Millia»  I 

G.  II 

3 

— 541  [10::  11]  Milliaa  L 

0.  u 

5 

— 4is[ioni3 

1 

11 

t 

— 4-s[io-:i3l 

1 

□ 

s 

— S4<fi°:  = n1 

1 

u 

8 

1 

u 

2 

— 4S9VE8-1HS.91 

1 

n 

8 

1 

II 

2 

— S»7[»8i!3l 

1 

11 

2 

1— 

Wl 

ji 

2 

1 

1 

□ 

2 

— 7»9[l8i!3l 

1 

u 

1 

— 459f6.3ns.9l 

1 

u 

2 

— 979Vf8.3H7.93l 

1 

11 

2 

— 97» r6.lli7.I3l 

1 

II 

1Q 

— »94[90!-s1 

X 

u 

u 

— «4»f»«»ni1 

1 

n 

U 

— 841  fi6 : : 13! 

1 

IV 

3 

— 784f8.9US.4l 

1 

IV 

2 

- S39[4.9::i3.7] 

1 

IV 

4 

— Sl»f4.»im.7l 

1 

rv 

4 

— 784f8.9n3.4l 

1 

rv 

S 

— 4»sf  ■».».»,.  ni 

1 

IV 

fi 

- 493f99.3n3.17l 

1 

IV 

: 

— 608fn.15513.17l 

1 

IV 

i 

— 6o8fii.ii:  13,17] 

1 

IV 

i 

— 619f18.1513.il 

1 

IV 

2 

- 699f18.uiS.9l 

ra 

n 

n 

— »s7ir»«t.ui 

m 

II 

U 

- »Sl8f30HI9l 

X 

1 

m 

— 9QS9f»l7ns1 

X 

1 

“2 

- 9°S9fl97ii3l 

formae— (*5«+i3)IV  4 — i783*i*f8.i:t  «9.17!  formae— (itw-4-it IV  4 —1788  f8.  11:19.  17! 

Die  Tafeln  tur  Cyclotechnw  geben  ftlr  145 1 Zahlen  vom  der  Fora  aa<f  l±  aa  4-  *.  a a -f-  9»  ....  aa  4-  Ii 
dio  s&mmtlichon  angcroden  Primtheiler  p neben  den  zugchdrigcn  a und  zwar  in  solchen  F&Uen,  wo  dio 
Primtheiler  alie  onter  a liegen,  nur  dunn  werden  «a  + i u.s.  f.  terlegbar  gonannt. 

Zur  leiehtorn  Uobonicht  bcim  Gebrauche  hat  Gaesa  fOr  jede  Tafel,  aut  der  aich  die  vollatkndigen 
Zerlegungen  von  Zahlen  einer  dor  beaonderen  Formen  bestimmen  lasaen,  eine  Halfatafel  aufgeatellt,  dio  nc- 
ben  jeder  Primsahl  p lolche  Zahlen  a enthilt,  de  ren  um  x oder  4...  vermehrtes  Quadrat  die  Zahl  p sum 
grbwtcn  Primtheiler  hat. 

Der  Hauptzweck  der  Tafeln  iat  die  Erleichterung , die  sie  for  die  genaue  Berechnung  der  fiCgen 
gew&hxcn , deren  Cotangcnten  gegebene  rationale  Zahlen  aind.  Zun&chat  kfinnen  ncmlich  mit  ihrer  Httlfr 
dic  BOgen  fur  kloine  Cotangcnten  aus  den  Bdgen  far  grosse  Cotangenten  zusammengesetxt  und  dadurch  die 
noeh  erfordcrlichcn  Berechnungen  der  Reihen,  welche  die  ltogen  in  ihren  Cotangenten  auadrtlcken,  auf  ein 
•chr  geringea  Maass  beschrttnkt  werden.  Die  hierauf  hinsieienden  Entwickelungen , die  aich  in  dem  hand- 
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•chrtfUichen  Nuhlw  findon,  aind  wenig  ausgedchnt,  dio  folgende  iat  die  am  weitexten  fortgefQhrUf.  E» 
bczeichnen  darin 


W M ['3]  [.7]  [*»]  [37]  [4J]  [SJ][«.]  • • ■ [.97]  («»)(S7j(*J9)(2)  • • • 
die  BSgen  der  Cotangenten 


6 


14  18  57 


1 1 1 

4 » 5 

Mit  HQlfe  der  Tafeln  ist  durch  Zcrlegung  von  it  + »,  57  + i,  239  + • in  ihre  complexe  Primfactoren 


79 

»39  -• 
3 


(.8)=  ,[,]-»[,]-[„] 
(57)  = -[*]  + 3[5]-[«3] 
(»39)  = 3[*]  — 4[«j] 


gefunden  und  hieraus 

[»]  = »(>*)  + *(57)— 5(«39) 
[5]=  7(*8)  + 5 (57)  — 3 (339) 
[13]=  9(>8)  + *(S7)  — 4(339) 

ferner  mit  HQlfe  der  Tafeln 


(>68)  = —3[S)+j[.j]  — [17] 

(38)  = — [j]  +*[37] 

und  hieraus  durch  Elimination  von  [17]  und  EinseUen  der  cuvor  erhaltenen  Weithe  voo  [5},  fij] 

(3») + 3 (388)  = (.8)  — (57)  — (»39) 

Die  Elimination  von  (x8)  hat  dano  die  neue  Bestimmung  ergcben 

[»]  = 3 1(3*)  + 30  (57)  + 7 (1J9)  + »4  (»6S) 

[5]  = 7 (38)  + 33  (57)  + 4(339)  + *4(*88) 

[33]  = 9(38)  + >5  (57)  + 5(339)  + «8(388) 

[>7]  = 4(3*)+  *(57)  + »(>39)+  7(388) 

K&ch  folgewciscr  Anwcndung  der  Colangenten  117,  317,  882,  18543,  307,  278,  378,  829,  993,  2943,  447, 
60&,  931,  1143»  X77»»  6118,  34208,  44179,  85353,  485298,  17772,  9466,  330x82,  5257,  x 14669,  12943  sind  endlich 
[2]  [5]  . . . [61]  durch  (5257),  (9466) ...  (485298)  ausgcdrttckt  und  deren  Cocffidenten  in  den  folgendcn  Spal* 
ten  rusammengestellt : 


5*57 

9488  | 13943 

34108 

44179 

»5353 

114669 

330182 

48519* 

2 

+ >805 

— 39»  1 + »95° 

+ >85° 

+ 2021 

+ 1097 

+ 14*4 

+ 3389 

+ 808 

5 

+ 

— »35 

+ «353 

+ 1093 

+ l>93 

+ 1138 

+ 876 

+ 810 

+ 477 

*3 

+ 2X00 

— 298 

+ 1480 

+ >3*5 

+ »5'3 

+ »57° 

4-  >*** 

+ 1°4° 

+ 605 

»7 

+ «75 

— 124 

+ 6c8 

4*  577 

+ 830 

+ 854 

+ 463 

+ 433 

+ 353 

29 

+ 3359 

- *93 

+ »»5 

+ 898 

+ 979 

-p  10x6 

+ 719 

+ 673 

+ 39> 

37 

+ 59° 

- »4 

+ 4*° 

+ 3*9 

+ 415 

+ 44* 

+ 3'3 

+ 193 

+ «7° 

4i 

+ *4io 

— 34» 

+ >875 

+ 3589 

+ 3738 

+ 1802 

+ 1*75 

+ ■•93 

+ 694 

53 

+ 994 

— 141 

+ 891 

+ 855 

+ 7>8 

+ 743 

+ 53* 

+ 49» 

+ »86 

61 

+ 3481 

— 35» 

+ «7*5 

+ 1637 

+ 1788 

+ «855 

+ >3»l 

+ 3119 

+ 715 

Von  der  Richtigkcit  di  es  er  Gleichungen,  vrelcho  cur  Bestimmung  von  [»]  [5]  • • * • [81]  dienen  kon- 
nen , uberxeugt  xnnn  «ich  umnittelbar  durch  die  aus  obigen  Tafeln  sich  ergebenden  Zerlegungon 
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(5*57)  ~ M + *[j]~  [»j]+  [*?]  • • — Em]  • — [«•] 

(9*M)  = »[»]  . . . — [>»]  — j[j7]  • ■ — [*«] 

(**943)  = W — 4[5]  + j[<jJ  • • • • ■ — [‘>1 

(3410*)  = »[»]—  [5]  — [>7]+  [»9]  • - —»[5l] 

(44179)=  j[»]  . — 3[ljJ—  »[«7]—  [•»]  • + [»] 

(»5353)=-  [*]  — [S]+  [13]—  [>7]  • — L37] +*[♦*]  — [53] 

(ll46«9)  = -3  W • • + [>7]  • + [37]  • +»[53]  + »[*'] 

(jjoil»)  = — 4[»]  + s[s]+  [13]  . + [19]  — [37]—  [«>]  ■ + [6*3 

(4*3*9*)  “ — »M—  [s]+4[*3]  • — »t*9]+  [37]  • + [53] 

Dic  von  ilcn  Rechncrn  bi*  jcUt  angewandlcn  Arten  zur  Beatimmung  von  ~ = (i)  stellt  Gadis*  in 
der  folgenden  Uebersicht  zus&imnon 

Machu  (*)  = 4(5)  — (139)  auch  Claiser 

Kruw  = (»)  ■+■  (3)  (Edlu  a Goldbach  1746  Mai  1%) 

Vboa  = 5 (7)  4* »(— ) (Vma  Theaaurus  logar.  p.  633) 

Vkoa  = 1(3) + (7)  auch  Cladur  (A*tr.  Nachr.  B.  15.  S.  309) 

KrTHxaroat)  =s  4(5)  — (70)+ (99)  (Philo*.  Tran*.  1841.  p.  183) 

Da *ic  = (*)+($)+(l)  (Cbrli.*  Journal.  B.  »7.  S.  198) 

GaOM.  i.  = 13(18)4*8(37)  — j(*39) 

Gad**.  a.  = 11(38)  4-  x>(57)  4*  7 (*39)  4*  **(*W) 

Die  eraten  Rechnungen  fur  die  Tafeln  gehfiren  der  Zeit  der  Ausarbeitung  der  Ditquu*.  Arr.  an, 
sie  lind  dann  beaonder*  in  den  Jahrcn  1846  und  47  gefftrdert.  Ara  11»  Juli  1847  waren  1183  Zerlegungen 
nach  der  hier  wiedcrgcgebcncn  Ordnung  in  Tafeln  gebracht,  die  flbrigen  169  aind  apdter  berechnet,  und 
ieh  habe  sie  diesem  Abdruck  (der  «deh  vora  Original  in  der  Einrichlung  nur  durch  die  dea  leichtern  Saties 
vregen  atatt  der  Potenzen  ange  w and  te  Schreibvci*e  der  Wiedcrholung  der  Factoren  unteracheidet)  mit  ein- 
geordnet. 

Die  Manuscripte  mit  diesen  lctzten  Rechnungen  acheinen  die  Resultate  in  der  Form  tu  cnthalten, 
wie  sie  unraitlelbar  gefunden  ururden.  Die  Keihenfolge,  in  welcher  dabei  die  Zahlen  a auftreten.  liwst 
▼ermuthen,  das*  nur  fbr  dic  kleinem  die  Theiler  ron  ao+  1 u.a.  f.  aufgeaucht  wurden,  und  daas  die  grdsscrn 
Zahlen  aich  aus  diesen  durch  Anwrendung  besonderer  Kunstgrilfe  ergeben  haben,  Aufgezeichnet  i»t  aber 
nur  folgende  Regel:  Au*  drri  Zah fas  a,  10  — »f  za+n  findet  *irh  rine  rierte 

4q*  — (*  w — i)a 
4- 1 

iJir.ie  i*t  immrr  nW  ganzc  Zahl  fitr  n = o und  n = 1,  tonat  nur 

fdr  a ==  o und  = + y* — 1 mod(nn  4*  1)  uvnn  n gerade 
und  ftir  a E o und  = + ^-  1 icenti  n unyeradt 

* 76 
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Heupielr  a — X33,  M — 6, 

1750507 

n = 294,  m = it. 

831901 

a — 119,  s 3 || 

337<MJ7 

a = 57,  n = 3, 

74043 

u = 1x3,  n = 9, 

/u  der  vierlcn  Zahl  gohOrrn  nemlich  keine  andern  Primtheiler  ais  xu  dcn  crsten  drcicn  und  daron  sind 
auch  nur  diejenigen  ungeradcn  Primtheiler  ausgeschloMcn , wclche  der  Zahl  n xugchdren. 

Die  Hnndschriften  der  hier  abgednickten  Abhandlungen  und  Tafeln  bleihen  mit  dem  abrigvn  Nach- 
l***e  vcreinigt  und  werden  tuf  der  (iattinger  UnivcrsiMils  - Bibltothck  xur  F.inricht  xugknglich  «cin. 

ScuKunu. 
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(1AUSS  WERKE  BAND  II.  IlOHERE  ARITHMETIK. 


.ibhandlunj/en. 


Theorematia  arithmetici  demonstratio  nova 

ISO*  Jan.  . 

, Scite 

1 

Su  minatio  quarumdam  serierum  singularium  , 

1808  Aug.  . 

» 

'Theorematis  fundamentalis  in  doctrina  de  residuis  quadralicis  demonstrationes 

et  ampliationes  novae 

1S1J  Fcbr. 

Theoria  residuorum  biquadraticorum.  Commentatio  prima 

1821  Apr. 

. - 

«5 

Theoria  residuorum  biquadraticorum.  Commentatio  secunda  

isil  Apr. 

. - 

03 

Anztu/*n  eitjner  tiehriftm. 

Theorematia  arithmetici  demonstratio  noia  . . . . . . , . lSas  Mai  . . = lh 


Summntio  quarumdam  aerierum  singularium 

— iss 

IStl  M iin  - 

Theoria  residuorum  biquadraticorum.  Comm.  1 

— ISS 

Theoria  residuorum  biquadraticorum.  Comm.  11 * . 

. . . issi  April  . 

— ISO 

Anuijfrn  nicht  eijjner  Srhri/Un. 

[Dalhibg]  Rcchcrche*  sur  Tirmluctibilit6  Arithm6tique  et  G6om£trique  des  nom- 

brea  et  dc  leurs  puiwances ISO»  Mftn  . — t • i 


Chkabac. Cribrum  Anthmcticum . 

Bcacanaaor.  Tables  des  divlseurs 

- 1S1 

— ISI 

Kaciuaon.  Construction  des  Siebcnzchnecks  . 

— ISS 

SuuKk.  Untersuchungen  Qber  die  Eigcnschailen 

der  positiven  tcm&rcn  qua- 

draLiachen  Formen  . . . . . . 

■ Itll  Jltll  ■ , 

- I»« 
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\iipfilam. 

Analyais  residuorum; 

Caput  aextum.  Para  prior.  8olutio  congruentiae  = o Seite  iv» 

Caput  octavum.  Disquisitiones  generales  de  congruentiis — 2 1 2 

Disquisitionum  circa  aequatione»  puras  ulterior  evolutio —243 

Demonstration  dc  quelque»  th  cor  em  es  concernant»  le»  periode»  des  clawscs  dc»  formes  binaires 

du  iccond  degri — 

De  nexu  inter  multitudinem  classium  in  qua»  formae  binariae  secundi  gradu*  distribuuntur 

e arumque  determinantem.  1.  II  . . X — isa 

Geometriache  Seite  der  temAreu  Formen  , . , . . . . . , . . . . . . . , — m 

Zur  Theorie  der  biquadratiachen  Reate.  I.  . . VI — >1» 

Zur  Theorie  der  oomplexen  Zahlen.  I.  . . VI  — »7 

Tafel  dea  quadratiaohen  Character»  der  Primaahlen —399 

Tafel  mr  Verwandlung  geroeiner  Brflche  in  Deciroalbrflche — 4 1 » 

Tafel  der  Krequeru  der  Primaahlen — os 

Tafel  der  Anaahl  der  Cia— en  bin&rer  quadratiacher  Formon — 1411 

Tafel  rur  Cyklotechmc — 07 
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